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摘  要 

本文以非线性偏微分方程的理论为基础，对非均匀弹性梁介质中的模型——变系数混合非线性薛定谔方

程的几种非线性波进行了详细研究。首先根据方程的Lax对构建出了方程的一阶及N阶达布变换。利用构

建的达布变换，以零解为种子解求得了变系数混合非线性薛定谔方程的一、二阶孤子解；选取平面波解

为种子解，得到了一、二阶呼吸子解和一、二、三阶怪波解。此外，利用符号计算软件，在不同的系数

下，对所求得的方程的各种非线性波解进行作图分析，直观地描绘了它们的动力学性质。 
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Abstract 
Based on the theory of nonlinear partial differential equations, several nonlinear waves in the me-
dium of inhomogeneous elastic beams, i.e., variable coefficient mixed nonlinear Schrödinger equa-
tions, are studied in detail. Firstly, according to the Lax pair of the equations, the 1-order and N-order 
Darboux transformation of the equation are constructed. By the constructed Darboux transformation, 
the 1- and 2-order soliton solutions of the variable coefficient mixed nonlinear Schrödinger equation 
are obtained by using the zero solution as the seed solution; the plane wave solution is selected as 
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the seed solution, and the 1- and 2-order breather solutions and the 1-, 2-, and 3-order rouge wave 
solutions are obtained. In addition, the symbolic calculation software is used to graph and analyze 
the various nonlinear wave solutions of the obtained equations under different coefficients, and 
their dynamic properties are intuitively depicted. 
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1. 引言 

非线性动力学和非线性波动的研究对于解决物理学、化学、生物学和地球物理学中遇到的复杂问题

有着极其重要的意义[1] [2] [3]。固体结构中的非线性波往往蕴含着极其丰富多彩的物理现象，这些现象

只有借助研究非线性波动特性，才能得到进一步认识。因此，开展该类研究有着十分重要的学术价值和

工程应用前景[4] [5] [6]。 
对于梁中的线性弯曲波，在 Bernoulli-Euler 梁初等理论下的运动方程忽略了剪切变形的影响，即在

变形过程中横截面始终保持平面并垂直于中心轴，并且不考虑梁的转动惯性效应的影响[7]。为了研究梁

中的非线性弯曲波的传播规律，我们需要考虑转动惯性的影响和由梁的大挠度引起的几何非线性效应的

影响[8]。在本文中，我们采用 Lagrange 物质描述，取变形前的梁轴为 x 轴，中性轴为 y 轴，梁发生弯曲

的方向取为 z 轴，如图 1 所示[4]。 
由于在 x 方向没有外力作用，我们采用如下位移表达式： 

 

 
Figure 1. Bending of beams under assumption of plane section 
图 1. 平截面假定下梁的弯曲 
 

, 0, ,y z
Wu z u u Wξ ξ
∂

= − = =
∂

 

其中 W 为 z 方向的挠度， , ,y zu u uξ 分别表示 , ,y zξ 方向的位移[9]。利用变分运算，我们可以得到非线性

弯曲波的波动方程： 

( )2 322 2 2 2
2 20

1 02 2 2 2 2 0,
2

wcw w wr c
t tξ ξ ξ

∂  ∂ ∂ ∂ ∂
− − − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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其中 c0 为纵向的弹性波波速，r1 为截面对中性轴的回转半径。该方程同时包含了由梁的大挠度引起的非

线性效应和梁的转动惯性引起的几何弥散效应，当这两种效应达到平衡时，有稳定传播的孤波或冲击波

[10] [11]。 
设该方程的解为 

( ) ( ) ( )( ), , exp con.w q t x i kξ τ ε ξ ωτ= − +  

其中 con.为前一项的共轭。分别对 ( )( )( )expO i kε ξ ωτ− ， ( )( )( )2 expO i kε ξ ωτ− ， ( )( )( )3 expO i kε ξ ωτ−

近似，可得到非线性薛定谔方程[12]： 
2

1 2 0.x ttiq q q qκ κ+ + =  

我们考虑高阶项的影响，得到混合非线性薛定谔方程[13]： 

( )2 21 1 3 0.
2 4 16

δ
+ + − =x tt

t

iiq q q q q q  

本文进一步考虑非均匀介质下的模型，即变系数混合非线性薛定谔方程： 

( ) ( ) ( )( )2 21 1 3 0.
2 4 16x tt

t

iiq x xqxq q q qδ
+ + − =￡ ￡ ￡                     (1) 

以非线性偏微分方程理论为基础，借助符号计算软件，完成了以下三个方面的工作：一、从方程(1)
的 Lax 对出发，构造出一阶及 N 阶达布变换；二、运用达布变换，得到了方程在不同初始解下的一、二

阶孤子解及呼吸子解；三、令呼吸子的周期趋于无限大，得到了方程的一阶及高阶怪波解。对于高阶怪

波，进一步通过改变控制函数的取值，得到了三角型二、三阶怪波和圆型三阶怪波。 

2. 变系数混合非线性薛定谔方程的达布变换 

2.1. 方程的 Lax 可积性 

我们可以证明方程(1)是 Lax 可积的，并且方程对应的 Lax 对可以表示为： 

t Бϕ ϕ= ,                                       (2a) 

x Дϕ ϕ= ,                                      (2b) 

其中 

( )2
3

2 11
3 2

iБ Qλ σ λ
δ

= − − + ,                              (3a) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2
3 32

2
2 3

3

4 1 1
3 49

3 
8 32

t
i iД x x Q x Q

ix Q x Q

λ λλ σ λ σ
δδ

λ λδσ

 = − − − +  

+ −

￡ ￡ ￡

￡ ￡

,                (3b) 

3

1 0
0 1

σ
 

=  − 
, ( )

( )

*0 ,
, 0

q x t
Q

q x t
 

=   − 
, 

这里λ是谱参数， ( )T
1 2,ϕ ϕ ϕ=  (T 表示矩阵的转置)。事实上，ϕ 满足 xt txϕ ϕ= ，则可得到零曲率方

程： 

[ ], 0t xД Б Д Б− + = ,                                    (4) 

其中 [ ],Д Б ДБ БД= − ，由此方程可得到变系数混合非线性薛定谔方程(1)。 
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2.2. 一阶达布变换 

经过计算，我们得到方程(1)的一阶达布变换矩阵满足以下形式[14]： 

2
2 1

2
1 2

1
1

a b
T

c d
λ λ

λ λ
 − +

=  
− + 

,                                (5) 

其中 

( )

1 1 2
* * ** * *
2 1 11 1 1 1 2 2

2 2* * * *
1 1 1 21 1 1 1 1 1 2 2
*2 * * *
1 2 1 1

a

ψ λψ
ψ λ ψλ ψ ψ λψ ψ

λ ψ λψλ λ λψ ψ λ ψ ψ
λ ψ λ ψ

−+
= =

+
−

,                      (6a) 

( )

2
1 1 1
*2 * *2 * *2 *
1 2 21 1 2 1 1 2

1 2* * * *
1 1 1 21 1 1 1 1 1 2 2
*2 * * *
1 2 1 1

b

λ ψ ψ
λ ψ ψλ ψ ψ λ ψ ψ
λ ψ λψλ λ λψ ψ λ ψ ψ
λ ψ λ ψ

− −− +
= =

+
−

,                      (6b) 

( )

2
2 1 2
* *2 *2 * *2 *
1 1 11 1 2 1 1 2

1 2* * * *
1 1 1 21 1 1 1 1 1 2 2
* * *2 *
1 2 1 1

c

ψ λ ψ
ψ λ ψλ ψ ψ λ ψ ψ
λψ λ ψλ λ λ ψ ψ λψ ψ
λ ψ λ ψ

− +
= =

+
−

,                      (6c) 

( )

1 1 2
* * ** * *
1 2 11 1 1 1 2 2

2 2* * * *
1 1 1 21 1 1 1 1 1 2 2
* * *2 *
1 2 1 1

d

λψ ψ
λ ψ ψλψ ψ λ ψ ψ

λψ λ ψλ λ λ ψ ψ λψ ψ
λ ψ λ ψ

−+
= =

+
−

.                      (6d) 

矩阵 T 满足方程组 

' 0tT TБ Б T+ − = , ' 0xT TД Д T+ − = , 

其中 'Б 和 'Д 是将矩阵 Б和 Д 中的函数 ( ),q x t 用新函数 [ ] ( )1 ,q x t 代替后的新矩阵。 
根据上述方程组，我们得到方程(1)的一阶达布变换： 

[ ] ( ) ( )1 2 1

2 2

8, ,
3

d ciq x t q x t
a aδ

= + .                              (7) 

2.3. N 阶达布变换 

方程(1)的 N 阶达布变换矩阵有以下形式： 

( )

( )

2 2 1
2 2 1

1 1

2 1 2
2 1 2

1 1

1

1

N N
N n n

n n
n n

N N
Nn n

n n
n n

a b
T

c d

λ λ

λ λ

−
−

= =

−
−

= =

 
− + 

 =
 

− + 
 

∑ ∑

∑ ∑
,                      (8) 

令 
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2 2 2 2 2 3 2 1
1 1,1 1 1,1 1 1,1 1 2,1 1 2,1
2 2 2 2 2 3 2 1
2 1,2 1,2 1,2 2 2,2 2 2,2
2 2 2 2 2 3 2 1

1,3 1,3 3 1,3 3 2,3 3 2,3
2 2 2 2 2 3 2 1

1,4 1,4 4 1,4 4 2,4 4 2,4

2

2 2

3 3

4 4

λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ
λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ
λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ
λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ

λ

− − −

− − −

− − −

− − −Λ =

 

 

 

 

      

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n
n

2 2 2 2 2 3 2 1
1 1,2 1 2 1 1,2 1 2 1 1,2 1 2 1 2,2 1 2 1 2,2 1

2 2 2 2 2 3 2 1
2 1,2 2 1,2 2 1,2 2 2,2 2 2,2

ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ
λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ

− − −
− − − − − − − − − −

− − −

 

 

n n n n
n n n n n n n n n n

n n n n
n n n n n n n n n n

, 

2 3 2 1 2 2 2
1 1,1 1 1,1 1 1,1 1 2,1 1 2,1

2 3 2 1 2 2 2
2 1,2 2 1,2 2 1,2 2,2 2,2

2 3 2 1 2 2 2
1,3 3 1,3 3 1,3 2,3 3 2,3

2 3 2 1 2 2 2
1,4 4 1,4 4 1,4 2,4

2

4 2,4

2

3 3

4 4

2 1

λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ
λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ
λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ
λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ

λ ψ

− − −

− − −

− − −

− − −

−

Θ =

 

 

 

 

      

n n n n

n n n n

n n n n

n n n n
n

n
2 3 2 1 2 2 2

1,2 1 2 1 1,2 1 2 1 1,2 1 2 1 2,2 1 2 1 2,2 1
2 3 2 1 2 2 2

2 1,2 2 1,2 2 1,2 2 2,2 2 2,2

λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ
λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ λ ψ

− − −
− − − − − − − − −

− − −

 

 

n n n n
n n n n n n n n n

n n n n
n n n n n n n n n n

. 

通过计算可得： 

2na 是由将 nΛ 的第 n 列换成 ( ) ( ) ( )( )T

1,1 1,2 1,21 , 1 , , 1ψ ψ ψ− − − − − −

n n n
n 后的矩阵为分子和 nΘ 为

分母组成的； 

2 1nb − 是由将 nΛ 的第 2n列换成 ( ) ( ) ( )( )T

1,1 1,2 1,21 , 1 , , 1n n n
nψ ψ ψ− − − − − − 后的矩阵为分子和 nΘ 为

分母组成的； 

2 1nc − 是由将 nΘ 的第 n 列换成 ( ) ( ) ( )( )T

1,1 1,2 1,21 , 1 , , 1n n n
nψ ψ ψ− − − − − − 后的矩阵为分子和 nΘ 为

分母组成的； 

2nd 是由将 nΘ 的第 2n 列换成 ( ) ( ) ( )( )T

1,1 1,2 1,21 , 1 , , 1ψ ψ ψ− − − − − −

n n n
n 后的矩阵为分子和 nΘ 为

分母组成的。 
T 仍然满足以下条件： 

' 0+ − =tT TБ Б T , ' 0+ − =xT TД Д T , 

其中 Б， 'Б ， Д ， 'Д 仍然保持原来的形式，但 ( ),q x t 已经变成 [ ] ( ),Nq x t ，因此得到方程(2)的 N 阶达布

变换： 

[ ] ( ) ( ) 2 2 1

2 2

8, ,
3

N N N

N N

d ciq x t q x t
a aδ

−= + .                             (9) 

3. 变系数混合非线性薛定谔方程的孤子解 

3.1. 一阶孤子解 

本节我们选取变系数混合非线性薛定谔方程的零种子解 0q = ，将其代入到 Lax 对中，系数矩阵变为： 

( )

( )

2

2

2 1
0

3
2 1

0
3

i

Б
i

λ

δ
λ

δ

 −
 −
 =  − 
 
 

, 

( ) ( )

( ) ( )

22

2

22

2

4 1
0

9

4 1
0

9

i x

Д
i x

λ

δ

λ

δ

 − 
 

=  
 −

− 
 

￡

￡
. 
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设 1

2

ψ
ψ
 
 
 

是方程组(2)当 1λ λ= 时的解，则 1

2

ψ
ψ
 
 
 

的具体表达式可通过求解方程组(2)求得： 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

22 2
1 1

2

22 2
1 1

2

4 1 2 1
d

39
1 1

4 1 2 1
d

39
2 2

e

e

i i
x x t

i i
x x t

h

h

λ λ

δδ

λ λ

δδ

ψ

ψ

− −
− −

− −
+

∫

∫




=


 =

￡

￡

,                            (10) 

其中 1 2,h h 为常数。其共轭的具体形式为： 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

2*2 *2
1 1

2

2*2 *2
1 1

2

4 1 2 1
d

* * 39
1 1

4 1 2 1
d

* * 39
2 2

e

e

i i
x x t

i i
x x t

h

h

λ λ

δδ

λ λ

δδ

ψ

ψ

− −
+

− −
− −

∫

∫




=


 =

￡

￡

.                           (11) 

此时方程(2)的一阶达布变换 [ ] ( )1 ,q x t 的具体表达式为： 

[ ] ( )
( ) ( ) ( )

( )

2* * * *2 * * * *
1 1 1 1 2 2 1 2 1 1 1 1 1 2 21

2* * *
1 1 1 1 2 2

18 3
,

3

i q
q x t

λψ ψ λ ψ ψ λ λ ψ ψ δ λψ ψ λ ψ ψ

δ λ ψ ψ λψ ψ

+ − − + +=
+

.          (12) 

将表达式(10)和(11)代入(12)中，并对参数赋值，可以得到方程(1)的一阶孤子解。其动力学特征如

图 2 所示。 

3.2. 二阶孤子解 

我们仍然选取变系数混合非线性薛定谔方程的零种子解 0q = 来构造二阶孤子解。我们需要构造 Lax 

对(2)的两组解： 1

2

ψ
ψ
 
 
 

和 1

2

η
η
 
 
 

，分别对应 1λ λ= 和 2λ 。类似于 3.1 节，这两组解的具体形式如下： 

 

    
(a)                      (b)                      (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                      (h) 

(a) ( ) 11, 1.3 , ' 0, 1x i c cλ δ= = + = = =￡ ; (b) ( ) 1, 1.3 , ' 0, 1x x i c cλ δ= = + = = =￡ ; 

(c) ( ) 1sin , 1.3 , ' 0, 1x x i c cλ δ= = + = = =￡ ; (d) ( ) 1e , 1.3 , ' 0, 1xx i c cλ δ= = + = = =￡ . 

Figure 2. The first-order soliton solution of Eq. (1). (a)~(d) are 3D plots, and (e)~(h) are density plots corresponding to 
(a)~(d) 
图 2. 方程(1)的一阶孤子解。(a)~(d)为 3D 图，(e)~(h)为(a)~(d)对应的密度图 
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( )
( )

( )

( )
( )

( )

22 2
1 1

2

22 2
1 1

2

4 1 2 1
d

39
1 1

4 1 2 1
d

39
2 2

e

e

i i
x x t

i i
x x t

h

h

λ λ

δδ

λ λ

δδ

ψ

ψ

− −
− −

− −
+

∫

∫




=


 =

￡

￡

,                             (13) 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

22 2
2 2

2

22 2
2 2

2

4 1 2 1
d

39
1 3

4 1 2 1
d

39
2 4

e

e

i i
x x t

i i
x x t

h

h

λ λ

δδ

λ λ

δδ

η

η

− −
− −

− −
+

∫

∫




=


 =

￡

￡

.                             (14) 

根据 2.3 节，方程(1)二阶达布变换为： 

[ ] ( ) ( )2 34

4 4

8, ,
3

cd iq x t q x t
a aδ

= + .                             (15) 

其中 4a 、 3b 、 3c 、 4d 的具体表达形式可根据 2.3 节求得。 
通过对参数的赋值，我们可以得到方程(1)的二阶孤子解。其动力学特征如图 3、图 4 所示： 

 

    
(a)                      (b)                     (c)                     (d) 

(a) ( ) 1 21, 1 0.5 , 0.3 , ' 0, 1x i i c cλ λ δ= = − = − = = =￡ ; (b) ( ) 1 21, 1 , 1 0.9 , ' 0, 1x i i c cλ λ δ= = − = − = = =￡ . 

Figure 3. 2-order soliton solutions of Eq. (1). (a) and (b) are 3D plots, and (c) and (d) are density plots corresponding to (a) 
and (b) 
图 3. 方程(1)的二阶孤子解。(a)和(b)为 3D 图，(c)和(d)为(a)和(b)对应的密度图 
 

       
(a)                         (b)                        (c)  

       
(d)                        (e)                         (f) 

(a) ( ) 1 2, 1 0.5 , 0.5 , ' 0, 2x x i i c cλ λ δ= = − = − = = =￡ ; (b) ( ) 1 2e , 1 0.5 , 0.5 , ' 0, 1xx i i c cλ λ δ= = − = − = = =￡ ;  

(c) ( ) 1 2sin , 1 0.5 , 0.5 , ' 0, 1x x i i c cλ λ δ= = − = − = = =￡ . 

Figure 4. 2-order soliton solutions of Eq. (1). (a)~(c) are 3D plots, and (d)~(f) are density plots corresponding to (a)~(c) 
图 4. 方程(1)的二阶孤子解。(a)~(c)为 3D 图，(d)~(f)为(a)~(c)对应的密度图 
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4. 变系数混合非线性薛定谔方程的呼吸子解 

在本节中，我们将应用达布变换来讨论变系数混合非线性薛定谔方程的呼吸子解。设方程(1)的种子

解为： 

( ) ( ), eik xq x t a= , ( ) ( )*  , e ik xq x t a −= , 

其中 a R∈ 且 0a ≠ ， ( )k x 是实函数。将其代入到方程(1)中，可得到色散关系： 

( ) ( )
2

d
4
ak x x x= ∫ ￡ .                                 (16) 

由 

t Бϕ ϕ= , 

其中

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2 1 1 e
3 2

2 11 e
2 3

ik x

ik x

i
a

Б
i

a

λ
λ

δ
λ

λ
δ

−
 − +
 −
 =  − + − 
 

，可得到 

( ) ( )

( ) ( )

2

1 1 2

2

2 1 2

2 1 1 e
3 2

2 11 e
2 3

ik x
t

ik x
t

i
a

i
a

λ
ϕ ϕ λ ϕ

δ
λ

ϕ λ ϕ ϕ
δ

−
 − +
 = − +



− +
= − +

.                         (17) 

设 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1

2
2 2

, , e

, , e

i k x

i k x

x t f x t

x t f x t

ϕ

ϕ

−
=


 =

, 

将其代入方程组(17)中求解可得： 

( )
( )

2 2
1

2 2
2

, 3 34 4 4 4
e e

, 4 4 4 43 3
A Af x t a i a i

f x t a i a i
δλ δλθ λ θ λ

α β α β
θ λ θ λδλ δλ

−     −   − + + −   
= + + +           + − − +−              

,  (18) 

其中 ( )2 2 2 416 32 9 16aθ δ λ λ= − − + , 
( )( )

( )
2 2 2

2

9 32 1
d

6288

i a iA x x t
θ δ λ θ

δδ

− + −
= −∫ ￡ 。 

4.1. 一阶呼吸子 

设 1

2

ψ
ψ
 
 
 

是方程组(2)当 1λ λ= 时的解，则 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1

2
2 2

, , e

, , e

i k x

i k x

x t x t

x t x t

ψ ρ

ψ ρ

−
=


 =

,                               (19) 

其中 

( ) ( ) ( )1 12 2
1 1 1 1 1 1 1, e 4 4 3 e 4 4 3A Ax t a i a iρ β θ λ δλ α α θ λ δλ β−   = − + + + + − −    , 
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( ) ( ) ( )1 12 2
2 1 1 1 1 1 1, e 4 4 3 e 4 4 3A Ax t a i a iρ α θ λ δλ β β θ λ δλ α− = + − − + − + + 

    , 

( )( )
( )

2 2 2
1 1 1

1 2

9 32 1
d

6288

i a iA x x t
θ δ λ θ

δδ

− + −
= −∫ ￡ , ( )2 2 2 4

1 1 116 32 9 16aθ δ λ λ= − − + . 

其共轭的具体形式为： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* * 2
1 1

* * 2
2 2

, , e

, , e

i k x

i k x

x t x t

x t x t

ψ ρ

ψ ρ
−


=


 =

,                               (20) 

其中 

( ) ( ) ( )* *
1 1* * *2 * * *2 *

1 1 1 1 1 1 1, e 4 4 3 e 4 4 3A Ax t a i a iρ β θ λ δλ α α θ λ δλ β−   = − + − + + − +    , 

( ) ( ) ( )1 1* * *2 * * *2 *
2 1 1 1 1 1 1, e 4 4 3 e 4 4 3A Ax t a i a iρ α θ λ δλ β β θ λ δλ α−   

= + − +  + − − +  , 

( )* 2 2 *2 *4
1 1 116 32 9 16aθ δ λ λ= − − + , 

( )( )
( )

* 2 2 *2 *1 1* 1
1 2

9 32 1
d

6288

i a iA x x t
θ δ λ θ

δδ

− + −
= +∫ ￡ . 

将表达式(19)和(20)代入一阶达布变换(7)中，可以求出方程(1)在平面波背景下的一阶呼吸子解，如

图 5 所示。 
 

    
(a)                         (b)                       (c)                     (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                      (h) 

(a) ( ) 1 1 21, 2.05 2.05 , 1, 3, 1, 1x i a h hλ δ α β= = + = = = = = =￡ ;  

(b) ( ) 1 1 2, 2.05 2.05 , 1, 3, 1, 1x x i a h hλ δ α β= = + = = = = = =￡ ; 

(c) ( ) 1 1 2, 2.05 2.05 , 1, 3, 1, 1x x i a h hλ δ α β= = + = = = = = =￡ ;  

(d) ( ) 1 1 2e , 2.05 2.05 , 1, 2, 1, 1xx i a h hλ δ α β= = + = = = = = =￡ . 

Figure 5. 1-order breather solutions of Eq. (1). (a)~(d) are 3D plots, and (e)~(h) are density plots corresponding to (a)~(d) 
图 5. 方程(1)的一阶呼吸子解。(a)~(d)为 3D 图，(e)~(h)为(a)~(d)对应的密度图 

4.2. 二阶呼吸子 

设 1

2

ψ
ψ
 
 
 

和 1

2

η
η
 
 
 

分别为 1λ λ= 和 2λ 时方程组(2)的解，则 
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( )

( )

( )
( )

2
1 1

2 22

  ,e 0
  ,

0 e

i k x

i k x

x t
x t

ψ ρ
ψ ρ

− 
    =     

    
 

,                           (21a) 

( )

( )

( )
( )

2
1 3

2 42

  ,e 0
  ,

0 e

i k x

i k x

x t
x t

η ρ
η ρ

− 
    =     

    
 

,                           (21b) 

其中 

( ) ( ) ( )1 12 2
1 1 1 1 1 1 1, e 4 4 3 e 4 4 3A Ax t a i a iρ β θ λ δλ α α θ λ δλ β−   = − + + + + − −    , 

( ) ( ) ( )1 12 2
2 1 1 1 1 1 1, e 4 4 3 e 4 4 3A Ax t a i a iρ α θ λ δλ β β θ λ δλ α−   = + − − + − + +    , 

( ) ( ) ( )2 22 2
3 2 2 2 2 2 2, e 4 4 3 e 4 4 3A Ax t a i a iρ β θ λ δλ α α θ λ δλ β−   = − + + + + − −    , 

( ) ( ) ( )2 22 2
4 2 2 2 2 2 2, e 4 4 3 e 4 4 3A Ax t a i a iρ α θ λ δλ β β θ λ δλ α−   = + − − + − + +    , 

( )( )
( )

2 2 2
1 1 1

1 2

9 32 1
d

6288

i a iA x x t
θ δ λ θ

δδ

− + −
−= ∫ ￡ , ( )2 2 2 4

1 1 116 32 9 16aθ δ λ λ= − − + , 

( )( )
( )

2 2 2
2 2 2

2 2

9 32 1
d

6288

i a iA x x t
θ δ λ θ

δδ

− + −
= −∫ ￡ , ( )2 2 2 4

2 2 216 32 9 16aθ δ λ λ= − − + . 

将表达式(2)代入高阶达布变换(9)并取 2N = ，我们可以得到平面波背景下的二阶呼吸子解，如图 6
所示。 
 

    
(a)                      (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                      (h) 

1 22.05 2.05 , 2 2 , 1, 3, 1, 1, 1,2,3,4λ λ δ α β= + = + = = = = = =ji i a h j ; 
(a) ( ) 1x =￡ ; (b) ( )x x=￡ ; (c) ( ) sinx x=￡ ; (d) ( ) exx =￡ . 

Figure 6. 2-order breather solutions of Eq. (1). (a)~(d) are 3D plots, and (e)~(h) are density plots corresponding to (a)~(d) 
图 6. 方程(1)的二阶呼吸子解。(a)~(d)为 3D 图，(e)~(h)为(a)~(d)对应的密度图 
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5. 变系数混合非线性薛定谔方程的怪波解 

在本节中，我们研究变系数混合非线性薛定谔方程的怪波解。首先将呼吸子的周期变为无限大，即

频率趋于零： 

( ) ( )2 2 2 2 44 3 32 24 9 16 0m m aθ δ δ δ λ λ= + − + − + → . 

因为当 2 21 64 9
8

aα δ= − ，
3

8
aδβ = ， iλ α β= + 时， 0θ = 。所以，为了使频率趋于 0，我们取

1 i gλ α β= + + ，其中 g 是一个小实参数。 

设方程(1)的种子解为： 

( ) ( ), eik xq x t a= , ( ) ( )* , e ik xq x t a −= . 

取 1

2

ψ
ψ
 
 
 

是方程组(2)当 1λ λ= 时的解，其可表示为： 

( ) ( )

( ) ( )

2
1 1 11 2 21 3 12 4 22

2
2 1 12 2 22 3 11 4 21

' ' e

' ' e

i k x

i k x

DW D W D W D W

DW D W D W D W

ψ

ψ

−
= + + +


 = + + +

                      (22) 

其中 

0 0S = , 1 0S = , 2 0S = , *
0 0S = , *

1 0S = , *
2 0S = , 

2
1

0
1 e

θ
=

− ∑
=

j
j

j
i S g

D , 

2
1

0
2  e

θ
=
∑

=
j

j
j

i S g

D , 

2* *
1

0
3  e

θ
=
∑

=
j

j
j

i S g

D , 

2* *
1

0
4  e

θ
=

− ∑
=

j
j

j
i S g

D , 

1
11 13 eAW a iδλ= − , 1

21 1  3 e AW a iδλ −= , 1
11 1' 3 eAW a iδλ= , 1

21 1' 3 e AW a iδλ −= − , 

( ) 12
12 1 14 4 eAW θ λ= − + , ( ) 12

22 1 14 4 e AW θ λ −= + − , 

( ) 12
12 1 1' 4 4 eAW θ λ= + − , ( ) 12

22 1 1' 4 4 e AW θ λ −= − + . 

5.1. 一阶怪波解 

将表达式(22)代入一阶达布变换(7)中，对矩阵中的每一项在 0g = 处进行泰勒展开，并提出
1
2g 的系数

进行行列式计算，如： 
1 3 1 3
2 2 2 2

11 12

1 3 1 3
111 1 2 2 2 2 2

21 22* * *
2 1 1

2 2 1 3 1 3
1 1 1 2 2 2 2 2

11 12*2 * * *
1 2 1 1

1 3 1 3
2 2 2 2

21 22

a g o g a g o g

aa g o g a g o g
a

b g o g b g o g

b g o g b g o g

ψ λψ
ψ λ ψ

λ ψ λψ
λ ψ λ ψ

   
+ +      

   
    +

+ +      −    = → →
   

+ +      −    
   

+ +      
   

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

12 11 12

21 22 21 22

11 1211 12

21 2221 22

o g a o g a a
a o g a o g a a

b bb o g b o g
b bb o g b o g

+
+ +

→
+ +
+ +

. 
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同理可求得 1b ， 1c ， 2d ，最后再将其代入一阶达布变换 [ ] ( ) ( )1 2 1

2 2

8, ,
3

d ciq x t q x t
a aδ

= + ，我们可以得到 

一阶怪波解的具体表达式，其动力学行为如图 7 所示。在图 7 中，我们可以观察到怪波是由一个峰和两

个谷组成的，它们在时间和空间上都是局域的，这正好说明了怪波的特征——突然出现又凭空消失[15]。 
 

   
(a)                                  (b) 

   
 

(c)                                  (d) 

(a) ( ) 1x =￡ , 1
55 3
8 8

iλ = + , 1a = , 1δ = , 1α β= = , 1 2 1h h= = ; 

(c) ( )x x=￡ , 1
55 3
8 8

iλ = + , 1a = , 1δ = , 1α β= = , 1 2 1h h= = . 

Figure 7. 1-order rogue wave solution of Eq. (1). (a) and (c) are 3D plots, and (b) and (d) are density plots corresponding to 
(a) and (c) 
图 7. 方程(1)的一阶怪波解。(a)和(c)为 3D 图，(b)和(d)为(a)和(c)对应的密度 

5.2. 二阶怪波解 

将表达式(22)代入达布变换(9)中，对矩阵中的每一项在 0g = 处进行泰勒展开，并提出
1
2g ，

3
2g 的系

数进行行列式计算，可以求得 4a ， 3c ， 4d ，最后将其代入二阶达布变换 [ ] ( ) ( )2 34

4 4

8, ,
3

cd iq x t q x t
a aδ

= + ，可 

以得到基础型二阶怪波解的具体表达式，其动力学行为如图 8 所示。 
通过改变 1S 与 *

1S 的取值，我们可进一步改变怪波的组合方式。如令 1 20S = ， *
1 20S = ，我们可以得

到三角型二阶怪波，其动力学行为如图 9 所示。 

5.3. 高阶怪波解 

将表达式(22)代入达布变换(9)中，同样将矩阵中的每一项在 0g = 处进行泰勒展开，并提出
1
2g ，

3
2g ，
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5
2g 的系数进行行列式计算，可以求得 6a ， 5c ， 6d ，再将其代入三阶达布变换 [ ] ( ) ( )3 6 5

6 6

8, ,
3δ

= +
d ciq x t q x t
a a

 

中，最终得到基础型三阶怪波解的具体表达式。通过改变 jS 与 *
jS ， 1,2j = 的取值，我们可得到多种怪波

的组合方式。令， 1 8S = ， *
1 8S = 可以得到三角型三阶怪波解；令 2 100S = ， *

2 100S = ，可以得到圆型三

阶怪波解。以上三种类型的三阶怪波的动力学行为如图 10 所示。
  

   
(a)                                     (b) 

   
 

(c)                                    (d) 

(a) ( ) 1x =￡ , 1
55 3
8 8

iλ = + , 1a = , 1δ = , 1α β= = , 1 2 1h h= = ; 

(c) ( )x x=￡ , 1
55 3
8 8

iλ = + , 1a = , 1δ = , 1α β= = , 1 2 1h h= = . 

Figure 8. Fundamental 2-order rogue wave solution of Eq. (1). (a) and (c) are 3D plots, and (b) and (d) are density plots cor-
responding to (a) and (c) 
图 8. 方程(1)的基础型二阶怪波解。(a)和(c)为 3D 图，(b)和(d)为(a)和(c)对应的密度 
 

   
(a)                                  (b) 
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(c)                                  (d) 

(a) ( ) 1x =￡ , 1
55 3
8 8

iλ = + , 1a = , 1δ = , 1α β= = , 1 2 1h h= = ; 

(b) ( )x x=￡ , 1
55 3
8 8

iλ = + , 1a = , 1δ = , 1α β= = , 1 2 1h h= = . 

Figure 9. Triangular 2-order rogue wave solution of Eq. (1). (a) and (c) are 3D plots, and (b) and (d) are density plots cor-
responding to (a) and (c) 
图 9. 方程(1)的基础型三阶怪波解。(a)和(c)为 3D 图，(b)和(d)为(a)和(c)对应的密度 
 

    
(a)                       (b)                       (c)                       (d) 

    
(e)                       (f)                       (g)                       (h) 

    
(i)                        (j)                      (k)                      (l) 

1
55 3
8 8

iλ = + , 1a = , 1δ = , 1α β= = , 1 2 1h h= = ; (a), (e), (i): ( ) 1x =￡ ; (c), (g), (k): ( )x x=￡ . 

Figure 10. 3-order rogue wave solutions of Eq. (1). (a)~(d) are basic types, (e)~(h) are triangular types, and (i)~(l) are circular 
types. (a), (c), (e), (g), (i), (k) are 3D plots, (b), (d), (f), (h), (j), (l) are density plots corresponding to (a), (c), (e), (g), (i), and (k) 
图 10. 方程(1)的三阶怪波解。(a)~(d)为基础型，(e)~(h)为三角型，(i)~(l)为圆型。(a), (c), (e), (g), (i), (k)为 3D 图，(b), 
(d), (f), (h), (j), (l)为(a), (c), (e), (g), (i), (k)所对应的密度图 
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6. 结论 

本文主要以非均匀弹性梁介质中的变系数混合非线性薛定谔方程为研究对象，通过达布变换方法，

求得了该方程的一、二阶孤子解、呼吸子解，一、二、三阶怪波解，具体如下： 
1) 从变系数混合非线性薛定谔方程的 Lax 对出发，构造出一阶达布变换，并将其推广到 N 阶，并得

到了方程在不同系数下的一、二阶孤子解，并借助数学软件绘制图像，分析其动力学性质。 
2) 选取方程的平面波解，得到了色散关系，在不同系数下求出了方程的一、二阶呼吸子解，并利用

图像描绘了其动力学性质。 
3) 令呼吸子的周期趋于无限大，得到了一阶及高阶怪波解。对于高阶怪波，通过改变控制函数的取

值，得到了三角型二、三阶怪波和圆型三阶怪波，并由图像观察到了怪波具有局域性的特征。 
4) 论文的结果可为非均匀弹性梁介质中的怪波实验研究提供理论支撑。 
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