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摘  要 

本文用多级蒙特卡洛有限元方法求解具有对数势的随机Cahn-Hilliard-Cook方程。为了估计方程的温和

解，运用Ciarlet-Raviart有限元方法进行空间离散化，对时间则采用向后欧拉格式离散，得到方程的全

离散数值格式。同时运用多级蒙特卡洛方法进行数值模拟，相较于标准蒙特卡洛方法，提高了计算效率。

文中主要给出了全离散格式的误差估计以及分别应用标准蒙特卡洛方法和多级蒙特卡洛方法进行数值模

拟时的总误差估计。 
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Abstract 
In this paper, a multilevel Monte Carlo finite element method is used to solve the stochastic 
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Cahn-Hilliard-Cook equation with logarithmic potential. To estimate the mild solution of the equa-
tion, the Ciarlet-Raviart finite element method is applied for spatial discretization and the back-
ward Euler scheme is applied for time discretization to obtain the full discrete numerical scheme 
of the equation. Numerical simulations were conducted using the multilevel Monte Carlo method, 
which enhances computational efficiency compared to the standard Monte Carlo method. The er-
ror estimates for the fully discrete scheme and the total error estimates are provided for the nu-
merical simulations using the standard Monte Carlo method and the multilevel Monte Carlo me-
thod, respectively. 
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1. 引言 

Cahn-Hilliard-Cook 方程由 Cook 在[1]中首次提出，是 Cahn-Hilliard 方程随机版本，受到噪声的扰动。

Da Prato 和 Debussche [2]建立了方程全局温和解的存在性、唯一性和正则性。文献[3]对 CHC 方程和线性

化 CHC 方程的有限元近似进行了研究。文献[3]和[4]分别证明了半离散和全离散有限元方法对 CHC 方程

具有强收敛性，但未给出收敛速率。后来，Qi 在[5]中证明了强收敛率。有关 CHC 方程数值研究的更多

信息，请参阅文献[6] [7] [8] [9]。 
蒙特卡洛方法是估计随机模拟期望的一种非常普遍和有用的方法。多级蒙特卡洛方法[10]在蒙特卡洛

方法的基础上，使用分层网格来近似空间和时间，在非常细的网格上进行少量蒙特卡洛采样，在较粗的

网格上增加采样量，这两种方法的结合确保了采样与计算成本之间的最佳平衡，大大降低了计算成本。

文献[11]解释了多级蒙特卡洛方法的相关信息。 
本文主要研究了具有对数 Flory-Huggins 势的 Cahn-Hilliard-Cook 方程。采用多级蒙特卡洛有限元法

对其进行数值求解，在空间和时间上分别用有限元法和向后欧拉格式进行离散化，给出其全离散数值格

式，并推导得到其数值解与温和解之间的误差估计，包括空间离散误差，时间离散误差，以及统计(抽样)
误差。 

2. 预备知识 

Cahn-Hilliard-Cook 方程是被噪声扰动的 Cahn-Hilliard 方程，其形式如下： 

( ]
( ) ( ]

( ]
( ) 0

d d d , in 0, ,
, in 0, ,

0, on 0, ,

0 , in .

u w t W D T
w u f u D T

u w D T
n n

u u D

 − ∆ = ×
 = −∆ + ×
∂ ∂

= = ∂ ×∂ ∂
=

                             (1) 

其中D是 ( )1,2,3d d = 中的有界区域，n是区域边界 D∂ 上的外法向量，解 u是一种材料成分的质量浓度，

在大多数应用中 [ ]1,1u∈ − 。 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2024.135186
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


尹萍 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.135186 1984 应用数学进展 
 

对于方程中的势，本文选取 Flory-Huggins 对数势[12]。 

( ) ( ) ( ) ( )2ln 1 ln 1 ,F u u u u u u uθ= + − − + −  

( ) ( ) ( )ln 1 2 .
1

uf u F u u
u

θ ′= = + − − 
 

参照文献[13]的框架，可以将(1)写成一个抽象的演化方程，其形式为： 

( )( ) ( ] ( )2
0d d d , 0, , 0 .X A X Af X t W t T X X+ + = ∈ =                       (2) 

其中 A 表示负拉普拉斯，是希尔伯特空间 ( )2H L D= 中的无界算子；而 W 是 H 中关于滤波概率空间

{ }( ), , , tΩ    的 Q-Wiener 过程。 
按照[13]的半群方法，我们把(2)写成如下的积分方程(温和解)： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0
d d .

t t
X t E t X AE t s f X s s E t s W s= − − + −∫ ∫                    (3) 

其中 ( ){ } { }2

0 0
e tA

t t
E t −

≥ ≥
= 是由 2A− 生成的解析半群。 

设空间 ( )2H L D= 具有标准内积 ( ),⋅ ⋅ 和范数 ⋅ ， { }: d 0
D

H v H v x= ∈ =∫ ，并记 ( )s sH H D= 为标准

Sobolev 空间。 
现定义 :P H H→  为正交投影算子。则 ( ) 1 d

D
I P v D v x−− = ∫ 是 v 的均值。 

定义算子 A = −∆，其定义域为： 

( ) 2 : 0 on .vD A v H D
n
∂ = ∈ = ∂ ∂ 

 

则 A 是 H 上具有紧逆的正定、自伴、无界、线性算子。当延拓到 H 为 Av APv= 时，它具有一组正

交特征基{ } 0j j
ϕ

∞

=
，并有相应的特征值{ } 0j j

λ
∞

=
满足： 

0 1 20 , .i j jλ λ λ λ λ λ= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ →∞    

第一个特征函数是常数，
1
20 Dϕ −= 。因此{ } 1j j

ϕ
∞

=
构成空间 H 上的一组正交基。 

现定义范数和半范数如下： 

( )
1
22

1
, , .j j

j
v vα
α

λ ϕ α
∞

=

 
= ∈ 
 
∑   

( )( )
1

22 2
0, , .v v v

α α
ϕ α= + ∈  

其相应的空间为： 

{ }2 , .H D A v H v
α

α
α

 
= = ∈ < ∞  

 
   

{ }, .H v H vα
α

= ∈ < ∞  

则 0H H=  ，并且 2v A v
α

α
= 。对于整数阶 0sα = ≥ ， sH 与标准 Sobolev 空间重合，范数 k⋅ 等价于

标准范数 kH⋅ 。 
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对于任意Hilbert空间H，定义 ( ) ( ){ }2 22 , : dH HL H v v v P w
Ω

Ω = = < ∞∫ ，具有范数 ( ) { }2

1
2 2 2

,L H Hv v
Ω

=  。 

令 ( )2 ,v L H∈ Ω ，则可以定义 ( )
0

d
t
v s s∫ ，且有如下等距性质成立： 

( ) ( ) ( )
2 2

0 0
d d .

t t
v s W s v s s=∫ ∫                                (4) 

用 ( )L H 表示 H 中有界线性算子的空间， ( )HSL H 表示 H 中所有 Hilbert-Schmidt 算子的空间，即 

( ) ( ) 2

1
: .HS j

j
L H v L H vϕ

∞

=

 
= ∈ < ∞ 
 

∑  

具有范数

1
22

1
jHS

j
v vϕ

∞

=

 
=  
 
∑ 。 

设空间 ( ) 2V D A H= =  ， Vv Av= ，由[14]中定理 6.13 可知，存在常数 0C > ，使得对于所有的

[ ]0,t T∈ 和 v V∈ ， 

( )E t v C v≤                                       (5) 

依据文献[6]，算子 ( )A E tα 是有界的，且有 

( ) 2 2e , , 0, 0.ctA E t Ct Ct v H t
α α

α α
− −−≤ ≤ ∈ > >                          (6) 

( ) ( ) [ ]2

1

2 21
2 1 2 1d , , 0,1 , 0.

t

t
A E s v s C t t v v H t tαα α−≤ − ∈ ∈ > >∫                   (7) 

( )( )
1 1 1
2 2 2 .VE t I v Ct A v Ct v− ≤ =                               (8) 

由此可得对于 0 s t T≤ ≤ ≤ 和 v V∈  

( ) ( )( ) .VE t E s v C t s v− ≤ −                                (9) 

假设 2.1 设 ,B H V= 。假设存在常数 1 2, 0C C > ，使得对于 1 2, ,B Hφ φΦ∈ ∈ 成立 

( ) ( )
( ) ( )

1

1 2 2 1 2

1 ,

.
BB

f C

f f Cφ φ φ φ

Φ ≤ + Φ

− ≤ −
 

易证 ( )f u 满足上述假设。 
引理 2.1 [11]如果假设 2.1 成立且 ( )20 ,L VX

Ω
< +∞则(3)中定义的解 X 在空间 ( )2 ,L VΩ 中。特别地，对

所有 [ ]0,t T∈ 成立 

( ) ( ) ( ) ( )( )22 0 ,,
1 .L VL V

X t C T X
ΩΩ

≤ +  

其中， ( )C T 表示依赖 T 变化的常数。 
为方便后续证明，此处引入关于温和解 X 在时间上正则性的引理。 
引理 2.2 [11]如果假 2.1 成立且 ( )20 ,L VX

Ω
< +∞，则存在常数 ( )C T 使得(3)中定义的温和解 X 满足， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )22 0 ,,
,1 0 .L VL H

X t X s C T t s X s t T
ΩΩ

− ≤ − + ≤ ≤ ≤  

引理 2.1，2.2 主要参考[11]进行证明，其中不同之处引入式(5)~(9)即可证明。有了上述假设和定理，
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就可以推导出温和解与其近似值之间的误差估计值。 

3. 数值格式 

本节定义 CHC 方程的有限元近似，为构造其数值格式，首先引入方程(1)的弱形式，求 ( ),u w H H∈ × 

使得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0
, , , d , ,

, , , , ln 1 2 , .
1

t
u t v u v w s v s W t v v H

uw q u q f u q u q u q q H
u

θ

 − + ∇ ∇ = ∀ ∈

   = ∇ ∇ + = ∇ ∇ + + − ∀ ∈   −  

∫ 



           (10) 

{ }
0lh l

∞

=
 表示区域 D 上最大网格大小为 lh 的准均匀三角剖分族，

lh 的网格大小表示为 

( ).a: m x
hl

l K
h diam K

∈
=


                                    (11) 

网格的均匀细化可以通过规则细分来实现。由此得到网格尺寸为 02 l
lh h−= ，其中 0h 表示最粗三角剖

分的网格大小。 
假设 ( )0lV l∈ 是 H 的有限元子序列的嵌套族，细化水平 0l > ，网格大小 ( )0lh l∈ 。 1

lV H⊂ 是关

于
lh 的连续函数空间，这些函数是最高阶为 1 的分片多项式。 
此外，定义 l lV PV= ， 

{ }: d 0 ,l l l lD
V v V v x= ∈ =∫  

因此(10)的混合有限元形式定义为 ( ) ( )( ),l l l lu t w t V V∈ × 使得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0
, , , d , ,

, , , , ln 1 2 , .
1

t
l l l l l l l l

l
l l l l l l l l l l l l

l

u t v u v w s v s W t v v V

u
w q u q f u q u q u q q V

u
θ

 − + ∇ ∇ = ∀ ∈


   
= ∇ ∇ + = ∇ ∇ + + − ∀ ∈    −   

∫ 

        (12) 

接下来，定义“离散拉普拉斯算子” :l l lA V V→ 为 

( ) ( ), , , .l l l l l l l l lA v w v w v V w V= ∇ ∇ ∀ ∈ ∀ ∈   

则有 
1 1
2 2

1 , .l l l l l l lv A v v A v v V= = ∇ = ∀ ∈  

算子 lA 是自伴算子，在 lV 上正定、 lV 上半正定，且在空间 lV 上具有正交特征基{ },
l

j l j o
ϕ

=


，并有相应

的特征值{ },
l

j l j o
λ

=


，满足 

0, 1, 2, , ,0 ,
ll l l j l lλ λ λ λ λ= ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤    

其中 ( ):l ldim V= 且
1
20, 0l Dϕ ϕ −= = 。 

另外，定义正交投影算子 :l lP H V→ 为 

( ) ( ), , , .l l l l lPv w v w v H w V= ∀ ∈ ∀ ∈  

令 ( ){ } { }2

0 0
e ltA

l t t
E t −

≥ ≥
= ，结合定义的算子 ,l lA P ，(12)式可以化作 lV 中的抽象方程： 

( )( )( ) ( ) ( ] ( )2
0d d d , 0, , 0 .l l l l l l l lX A X A P f X t t P W t t T X P X+ + = ∈ =                (13) 
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方程(13)有一个唯一的温和解 lX ，满足以下条件： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0
d d .

t t
l l l l l l l l lX t E t P X A E t s P f X s s E t s P W s= − − + −∫ ∫               (14) 

对于时间离散，设 ( )0,n nΘ ∈ 为步长为 2n nt Tδ −= 的等距时间离散序列，即对于 0n∈   

{ }: 2 , 0, ,2 .n n n n n
kt T k t k kδ−Θ = = = =   

采用向后欧拉格式对(13)进行时间离散化，得到的全离散问题是求随机变量 ( ),
n

l n kX t ，使得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
, , 1 , , 1 .n n n n n n n n

l n k l n k l l n k l l l n k l k kX t X t t A X t t A P f X t PW t W tδ δ− −− + + = −  

则对 0, , 0 2nl n k∈ ≤ ≤ ，全离散近似值为 

( ) ( )( ) ( )
1 1

1 1
, 0 ,, , ,

1 1
d d .

n n
j j

n n nn n
j j

k kt tn k k j n k j
l n k l l l l n j lt l t l t lt t

j j
X t E P X A E P f X t s E P W s

δ δ δ− −

− + − +

= =

= − +∑ ∑∫ ∫           (15) 

其中 ( )2
,

:n

kk n
lt l

E I t A
δ

δ
−

= + 。 

为了后续证明，此处引入算子
,n

k
t l

E
δ

的一些性质。记 ( ) ( ) 1: 1r z z −= + ，则 ( )2
,n

kk n
lt l

E r t A
δ

δ= 。如[5]所示，

存在常数 C 和 c，使得 

( ) [ ]2e 0,1 ,zr z Cz z−− ≤ ∀ ∈                                (16) 

( ) [ ]e 0,1 .czr z z−≤ ∀ ∈                                  (17) 

上述两个不等式足以确保，对 1,2,3,k = ， 

( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]
1 1 12

0
e e e e 0,1 .

kk k l c k zzk z zl

l
r z r z r z Ckz z

−
− − − −− − −

=

− ≤ − ≤ ∀ ∈∑                (18) 

4. 误差分析 

引理 4.1 在离散情形下，依据[5]以下估计成立： 

,
,n

k
lt l

E Pv C v v H
δ

≤ ∈                                 (19) 

2
,

,n
k

l l kt l
A E Pv Ct v v H

α
α

δ

−
≤ ∈                              (20) 

( )( ) ( )2
,

,n
k n

l l Vt l
E t E P v C h t v v V

δ
δ− ≤ + ∈                        (21) 

( )( ) ( )2 1
,

,n
k n

l l lt l
AE t A E P v C h t t v v H

δ
δ −− ≤ + ∈                      (22) 

1

1
2 21

,
d 1, , ,

n
j

nn
j

t k j
l lt lt

A E Pv s C v v H j k
δ−

− +  ≤ ∈ = 
 ∫ 

                      (23) 

( )( ) ( )
1

2
,

1
.

n
j

nn
j

k t k n
l l lt lt

j
AE t A E P v C h t v v H

δ
δ

−=

− ≤ + ∈∑∫                     (24) 

定义标准蒙特卡洛估计器为： 

[ ]
1

1 ˆ .
N

i
N

i
E Y Y

N =

= ∑                                     (25) 
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其中 N ∈， ( )ˆ , 1, ,iY i N=  是随机变量 Y 的独立同分布样本序列。 
设 ( )0,lY l∈ 是 V-值随机变量序列，使得 l lY V∈ 对所有 0l∈ 。则对于 0l∈ ， LY 可表示为： 

( )1
0

.
L

L l l
l

Y Y Y −
=

= −∑  

其中 1 0Y− = 。根据期望的线性性质，可得 

[ ] ( ) [ ]1 1
0 0

.
L L

L l l l l
l l

Y Y Y Y Y− −
= =

 = − = −  
∑ ∑    

为了从上述表达式中推导出期望值的多级估计器，用蒙特卡洛方法对 [ ]1l lY Y −− 进行近似估计，样

本数为 lN ，然后可以定义多级蒙特卡洛估计器 

[ ] [ ]1
0

.
l

L
L

L N l l
l

E Y E Y Y −
=

= −∑                                  (26) 

有了上述两个估计器，就可以进行本节的主要工作，推导出误差的收敛结果。 

4.1. 单级蒙特卡洛近似 

引理 4.2 [11]对于任意 N ∈和 ( )
2

;HY L Ω∈ ，成立 

[ ] [ ]
( )

[ ]
( )
22

;;

1
21 1 .

HH
N LL

Y E Y Var Y Y
N N ΩΩ

− = ≤                        (27) 

注释 4.1 引理 4.2 是针对 ( )
2

;HL Ω 中的任意随机变量 Y 而提出的。在接下来的证明中，对于 0,l n∈ 和
nt∈Θ ，我们估计离散温和解的蒙特卡洛误差，根据引理 4.2，其边界为 

( ) ( )
( )

( )
( )
22

;;

1 .
HH

n n n
l N l l LL

X t E X t X t
N ΩΩ

    − ≤   

另外，对于 n
kt t= ，运用假设 2.1，(4)，(20)，(23)和离散 Gronwall 不等式[15]可得类似引理 2.1 的结论 

( )
( )

( )
( )( )2

;;
, 01 .

HH
l n LL

X t C T X
ΩΩ

≤ +  

由此估计进一步可得 

( ) ( )
( )

( )
( )
22

;;
0

1sup 1 .n
HH

n n
l N l Lt L

X t E X t C T X
N ΩΩ

∈Θ
      

 − = + 
 

  

定理 4.1 如果 X 是(3)的温和解， ( ), 0, ,l nX l n∈ 是(15)中引入的离散解序列，那么存在常数 ( )C T ，

使得对于所有 0,l n∈ 成立 

( ) ( )
( )

( )( )
( )
22

;;

2
, 0sup 1 .n

VH

n
l n l Lt L

X t X t C T h t Xδ
ΩΩ

∈Θ

 − ≤ + + 
 

 

证明对于 0,l n∈ ， n n
kt ∈Θ ，误差为 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

( )( ) ( )
( )

( )

2 2
; ;

1 2
;

1 2
;

, 0,

1
,,

1

1
,

1

d

d : 3 .

n
H H

n
j

nn
j

H

n
j

nn
j

H

n n n k
k l n k k lt lL L

k t n k j n
k l l l n jt lt

j L

k t n k j
k lt lt

j L

X t X t E t E P X

AE t s f X s A E P f X t s

E t s E P W s

δ

δ

δ

Ω Ω

−

Ω

−

Ω

− +

=

− +

=

− ≤ −

+ − −

+ − − = + +

∑∫

∑∫   
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对第一项，由式(21)可以推得 

( )
( )

( ) ( )22
;

2
, 0 0 , .

H

n k n
k l l l L VL

E t E P X C h t Xδ δ
Ω

Ω
= − ≤ +  

第二项可以分解为 

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )( )
( )

( )( ) ( )( )( )

1 2
;

1 2
;

1 2
;

1

;

1
,,

1

1
,

1

1
,

1

1
,,

1

d

d

d

d

n
j

nn
j

H

n
j

nn
j

H

n
j

nn
j

H

n
j

nn
j

k t n k j n
k l l l n jt lt

j L

k t n k j
k l lt lt

j L

k t k j n
l l jt lt

j L

k t k j n n
l l j l n jt lt

j L

AE t s f X s A E P f X t s

AE t s A E P f X s s

A E P f X s f X t s

A E P f X t f X t s

δ

δ

δ

δ

−

Ω

−

Ω

−

Ω

−

Ω

− +

=

− +

=

− +

=

− +

=

= − −

≤ − −

+ −

+ −

∑∫

∑∫

∑∫

∑∫



( )

( )

2

1 2 3

)

: 3 .

H

= + +  

 

由假设 2.1，(24)，注释 4.1 得 

( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( )
22

;;

22 2
1 01 .

HH

n n
l l LL

C T h t f X s C T h t Xδ δ
ΩΩ

 ≤ + ≤ + + 
 

  

运用(4.2)，引理 2.2 可得 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )
221 ;;

1
22

2 1 0
1

d 1 .
n
j

n
j HH

k t n n n
k j j Lt Lj

C t X s X t s C T t Xδ
− ΩΩ

−

− +
=

 ≤ − ≤ + 
 

∑∫  

通过假设 2.1，(24)得到 

( )( ) ( )( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

21
;

2
;

2
;

1
22

1
3 ,,

1

1
22

,
1

,
1

d

.

n
j

nn
j

H

H

H

k t k j n n
l l j l n jt lt Lj

k
n n
j l n j Lj

k
n n
j l n j Lj

A E P f X t f X t s

C T X t X t

C T X t X t

δ−
Ω

Ω

Ω

− +

=

=

=

≤ −

≤ −

≤ −

 
 
 
 

 
 
 

∑∫

∑

∑



 

对第三项，由(22)得
 

( )( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )

1 2
;

2
1 ;

1
,

1

2

2

1

d

1 d

.

n
j

nn
j

H

n
j

n
j H

k t n k j
k lt lt

j L

k tn
Lt

j

l
n

l

E t s E P W s

C h t s

C T h t

δ

δ

δ

−

Ω

− Ω

− +

=

=

= − −

≤ +

≤ +

∑∫

∑∫



 

综上，运用离散 Gronwall 引理可得 
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( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )( )

( )( )
( )

( )

2
;

2 2
; ;

2
;

2
;

,

2
0 ,

1

2
0

1

2
0

1

1 1

1 e .

H

V H

V

V

n n
k l n k L

k
n n n

l j l n jL Lj

k
n

l L
j

T C Tn
l L

X t X t

C T h t X C T X t X t

C T h t X C T

C T h t X

δ

δ

δ

Ω

Ω Ω

Ω

Ω

=

=

⋅

−

≤  +  + + −

≤ +


 

 
 
 

 
 
 

+ +

≤ + +

∑

∏
 

定理 4.2 如果 X 是(3)的温和解， ( ), 0, ,l nX l n∈ 是(15)中引入的离散解序列，那么存在常数 ( )C T ，

使得对于所有 0,l n∈ ， N ∈成立
 

( ) ( )
( )

( )
( )
22

;;

2
, 0

1sup 1 .n
HH

n
N l n l Lt L

X t E X t C T h t X
N

δ
ΩΩ

∈Θ

  − ≤ + + +        
    

对于任意给定的离散级别 0l∈ ，最优时间离散级别为 0n∈ ，蒙特卡罗抽样规模为 lN N= 。

2 l
lh −= ，由定理 4.2 当 4n

lt hδ  时，空间误差和时间误差达到平衡，因此 4n l= 。根据定理 4.2 所示的收

敛速率，易知对于 0l∈ 的离散化和采样误差，可以通过以下选择实现平衡： 

( )
1

2 42 , . .l l l lN h resp N h− −
   

4.2. 多级蒙特卡洛近似 

在上一小节中确定了单级蒙特卡洛法的误差界，接下来在本小节中将证明多级蒙特卡洛近似的误差

界。 
根据之前关于单级蒙特卡洛方法收敛性和各种误差贡献平衡的结论，使用时间区间 [ ]0,T= 的等距

剖分 ( )0,l lΘ ∈  

( ) ( ) ( ){ }4 42 , 0, ,2 ,l l l l
k lt T k l k l−Θ = = =   

根据前一节的概念，有 4n l= 。用 42l lt Tδ = 表示 0l∈ 中 lΘ 的时间步长。设置 02 ,l
lh l− ∈  ，在

多级蒙特卡洛离散化误差分析中，用 4n l= 将空间离散化级别与时间离散化级别联系起来，这解释了时

间网格的重新定义。 
对 , 0, ,l l LΘ =  ，我们对解应用如下插值： 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 1
1 1 11 1 1 .L l l

l l l l lk l k l k lX t a X t b X t− −
− − −− − += +                           (28) 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( )1 ,
16 16 16 16l l

k l k l k l k l
a b

    
= − − = −         

 

[ ]⋅ 为取整符号。迭代(28)式得 

( )( ) ( )( ) ( )( ): : 1 .L L l
l l L l l L lk L k l k lX t a X t b X t += +                             (29) 

其中， 

( )( ) ( )( ): 1 : 14 2 1 4 2 1
2 2

1 1,
2 2

L L

l L l i l L l ii l i l
i l i l

a a b b b b+ +− + + − + +
= + = +

= − = +∑ ∑  
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注意 : : 1l L l La b+ = ， 0, , 1l L= − 。通过该线性插值，可以证明得到如下关于多级蒙特卡罗估计收敛

性的结论。 
定理 4.3 如果 X 是(3)的温和解， ( )0,lX l∈ 是(15)中引入的离散解序列，那么存在常数 ( )C T ，使得

对于所有 0L∈ 成立 

( ) ( )
( )

( )
( )
22

;;

2 2
0

00

1 1sup 1 .L
HH

L
L

L L l Lt L i l

X t E X t C T h h X
N N ΩΩ

∈Θ
=

 
− ≤ + + +            

  
∑  

证明对 0L∈ ，选择 ( )
L L
k Lt ∈Θ ，将误差分解为 

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

2
;

2 2
; ;

1
0

.

H

l
H H

L L L
Lk L k L

L

L
L L L L

L N l lk L k L k L k L
L Ll

X t E X t

X t X t E X t X t

Ω

Ω Ω

−
=

   −   

 ≤ − + − − 

= +

∑





 

 

由定理 4.1 及 4n
lt hδ  得 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )
22 ;;

2
01 .

VH

L L
L Lk L k L LL

X t X t C T h X
Ω

Ω

≤ + 
 
 

−  

对于 ，运用引理 4.2 

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

2
;

2
;

2 2
; ;

1
0

1

1

1 2

1

1

.

l
H

H

H H

L
L L

N l lk L k L
Ll

L L
l lk L k L

L
l

L L L L
l lk L k L k L k L

L L
l

E X t X t

X t X t
N

X t X t X t X t
N

Ω

Ω

Ω Ω

−
=

−

−

 − − 

≤ −

≤
 
 − + −

≤

 


+



∑ 

 

 

运用定理 4.1，引理 2.2 和(29)可得 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( )

( )( ) ( )( )( )
( )

( )( ) ( )( )( )
( )

( )( ) ( )( )( )
( )

( )( ) ( )( )( )
( )

2
;

2 2
; ;

2 2
; ;

1 : : : :1

: :

: :1 1 1

1 2 3 4 .

H

H H

H H

l l L L
l L l l L l l L l Lk l k l k L k L

L

l l l L
l L l l Lk l k l k l k L

L L

l l l L
l L l l Lk l k l k l k L

L L

a X t b X t a X t b X t

a X t X t a X t X t

b X t X t b X t X t

Ω

Ω Ω

Ω Ω

+

+ + +

≤ + − +

≤ − + −

+ − + −

≤ + + +



   

 

由定理 4.1， 

( )( )
( )
2

;

2
1 3 01 .

V

l
l LC T h t Xδ

Ω

 
 


+ ≤ + +


   

根据引理 2.2， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 22 0 0, ,1 1 .l L l
k l k L L V L VC T t t X C T t Xδ

Ω Ω
≤ − + ≤ +  
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第四项 4 有类似结果。从而可得 

( )( )
( )

( )( )
( )

2
;

2
;

2
1 0

2 1
2 1 0

1

1 .

V

V

l
l L

l
l L

C T h t X

C T h t X

δ

δ

Ω

Ω

−
−

≤ + +

≤

 
 
 
 
 


+ +





 

因为 1
12l lh h−
−= ， 4 12l lt tδ δ− −= ， 4l

lt hδ = ，则 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )
22 ;;

2
1 01 .

VH

L L
l l lk L k L LL

X t X t C T h X
Ω

Ω
−

 



≤ + 


−  

当 0l = ， 

( )( )
( )

( )
( )
22 ;;

2 01 .
VV

L
k L LL

X t C T X
Ω

Ω

=  



≤ + 


  

由上述结果可得 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )
22 ;;

2
1 0

0 00

1 1 1 1 .
VH

L L
L L

l l lk L k L LLl ll l

X t X t C T h X
N N N Ω

Ω
−

= =

 
= − ≤ + +  





 



∑ ∑  

综上 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
;

2 2
; ;

2
;

2 2
0 0

00

2 2
0

00

1 11 1

1 1 1 .

H

V V

V

L L L
Lk L k L

L

L

L lL L
l l

L

L l L
l l

X t E X t

C T h X C T h X
N N

C T h h X
N N

Ω

Ω Ω

Ω

=

=

  − 

 
≤ + + + +  

 
 

≤ + + +  
 

 
 

   
   
   

 
 
 

∑

∑



 

定理得证。 

5. 总结 

本文运用多级蒙特卡洛有限元方法求解对数势 Cahn-Hilliard-Cook 方程，首先给出方程温和解的相关

正则性结果，随后在空间和时间上分别用有限元法和向后欧拉格式进行离散化，得到了方程的全离散数

值格式，给出了方程解的正则性结果，最终进行了误差分析和收敛阶的估计。 
多级蒙特卡洛方法存在取样不均匀、部分取样过密过疏的缺点，从而影响模拟结果。而多级准蒙特

卡洛方法在这方面加以改进，进一步提高了数值精度。接下来我们考虑利用多级准蒙特卡洛方法来求解

Cahn-Hilliard-Cook 方程。 
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