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摘 要

本文研究了具有 Stein-Weiss 卷积部分的临界椭圆方程 −∆u = λ|u|p−2u+ 1
|x|α

(∫
Ω

|u(y)|2
∗
α,µ

|x−y|µ|y|α dy
)
|u|2∗α,µ−2u

u ∈ H1
0 (Ω)

, (1)

其中 α ≥ 0，N > 4，0 < µ < N，0 < 2α + µ < 4，2∗α,µ = 2N−2α−µ
N−2

且 Ω 是 RN 中包含原点的

C1 开有界域。我们证明了当 > 0 且 2 < p < 2∗α,µ 时，方程 (1) 存在一个正的基态解。
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Abstract

In this paper, we investigate the following critical elliptic equation with Stein-Weiss
type convolution parts −∆u = λ|u|p−2u+ 1

|x|α

(∫
Ω

|u(y)|2
∗
α,µ

|x−y|µ|y|α dy
)
|u|2∗α,µ−2u

u ∈ H1
0 (Ω)

, (1)

where α ≥ 0, N > 4, 0 < µ < N, 0 < 2α+ µ < 4, 2∗α,µ = 2N−2α−µ
N−2

and Ω is a C1 open bounded
domain in RN that contains the origin. We show that when > 0 and 2 < p < 2∗α,µ,
problem (1) possesses a positive ground state solution.
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1. 引言

近年来, 许多学者对如下临界椭圆方程进行了研究{
−∆u = |u|2∗−2u+ λu

u ∈ H1
0 (Ω)

, (2)

其中 > 0, Ω 是 RN 中的有界区域, 2∗ = 2N
N−2

是临界 Sobolev 指数. Brézis 和 Nirenberg [1] 证
明了若 N ≥ 4 且 ∈ (0,1 ), 其中 1 是 −∆ 的第一个特征值, 则方程 (2) 存在一个非平凡解. 若
N = 3, 则存在一个常数 ∗ ∈ (0,1 ), 其中 λ∗ = π2

4R0
2 , R0 = sup {R | x ∈ Ω, BR(x) ⊂ Ω}, 使得对于

任意 λ ∈ (λ∗, λ1), 方程 (2) 都存在一个正解. 随后, Capozzi, Fortunato 和 Palmieri [2] 证明了若
N ≥ 4, 则对于任意 λ > 0, 方程 (2) 都存在一个非平凡解. 关于临界指数的椭圆问题已有大量的研

DOI: 10.12677/aam.2024.135199 2111 应用数学进展

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://doi.org/10.12677/aam.2024.135199


顾啸风

究工作, 具体可参考文献 [3–6].

在本文中, 我们将考虑以下非局部方程解的存在性:
−∆u = λ|u|p−2u+ 1

|x|α

(∫
Ω

|u(y)|2
∗
α,µ

|x−y|µ|y|α dy
)
|u|2∗α,µ−2u

u ∈ H1
0 (Ω)

, (3)

其中 α ≥ 0, N > 4, 0 < µ < N, 0 < 2α + µ < 4, 2∗α,µ = 2N−2α−µ
N−2

且 Ω 是 RN 中包含原点的 C1 开

有界域. 方程 (3) 与如下具有 Stein-Weiss 卷积项的非线性椭圆方程密切相关：

−∆u =

(∫
RN

|u(y)|2∗,µ
|x||x− y|µ|y|dy

)
|u|2

∗
,µ−2u, x ∈ RN . (4)

事实上, 方程 (3) 的变分方法源自于 Stein 和 Weiss 在 1958 年提出的加权 H-L-S 不等式.
命题 1. (加权 H-L-S 不等式 [7]) 假设 1 < t, r < ∞, 0 < µ < N , + ≥ 0, 0 < + + µ ≤ N ,
f ∈ Lt

(
RN
)
且 h ∈ Lr

(
RN
)
, 那么存在一个最佳常数 Ct,r,,,µ,N 使得∫

RN

∫
RN

f(x)h(y)

|x|α|x− y|µ|y|β
dxdy ≤ C(t, r, α, β, µ,N)∥f∥t∥h∥r,

其中 1
t
+ 1

r
+ α+β+µ

N
= 2 且 1− 1

t
− µ

N
< α

N
< 1− 1

t
, C 不依赖于 f 和 h.

当 = 且 t = r 时, 若 |u|p ∈ Lt
(
RN
)
, 则有∫

RN

∫
RN

|u(x)|p|u(y)|p

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy ≤ C(t,N, α, µ)∥u∥ppt∥u∥

p
pt,

其中 t 满足

2

t
+

2α+ µ

N
= 2.

此外, 如果 u ∈ Ḣ1
(
RN
)
, 结合 Sobolev 嵌入定理我们可以得到

2 ≤ pt ≤ 2N

N − 2
,

从而

2− 2 + µ

N
≤ p ≤ 2N − 2− µ

N − 2
.

在这里, 称 2∗,µ = 2− 2+µ
N
为下临界指数及 2∗,µ := 2N−2−µ

N−2
为上临界指数. 结合加权 H-L-S 不等式,

可以得到 ∫
RN

∫
RN

|u(x)|2∗,µ |u(y)|2∗,µ
|x|α|x− y|µ|y|α

dxdy ≤ C(N, , µ)∥u∥2·2
∗
,µ

2N
N−2

≤ C(N, , µ)∥∇u∥2·2
∗
,µ

2 . (5)
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我们定义

∥u∥2·2
∗
,µ

,µ :=

∫
RN

∫
RN

|u(x)|2∗,µ |u(y)|2∗,µ
|x|α|x− y|µ|y|dxdy,

并且用 S,µ 来表示最佳常数, 其中

S,µ := inf
u∈Ḣ1(RN )\{0},∥u∥,µ=1

∫
RN

|∇u|2dx.

对于任意的 u ∈ Ḣ1
(
RN
)
, 有

∥u∥2,µ ≤ C(N, , µ)
1

2∗,µ ∥u∥22∗ .

从而

S,µ ≥ S

C(N, , µ)
1

2∗,µ

> 0,

其中 S 是最佳 Sobolev 常数. 不难发现方程 (4) 是如下 Hartree 方程的加权形式：

−∆u =

(∫
Rn

|u(y)|p

|x− y|µ
dy

)
|u|p−2u, p =

2N − µ

N − 2
, x ∈ RN . (6)

对于方程 (6), Liu [8], Lei [9], Du 和 Yang [10] 通过对正则性、对称性以及唯一性的讨论, 将其正解
进行了完整分类, 并得到正解的具体表达形式. 在他们结果的基础上, Gao 和 Yang [6] 研究了如下
带有 Hartree 项的非局部 Brezis-Nirenberg 型问题 −∆u = λu+

(∫
Ω

|u(y)|p
|x−y|µ dy

)
|u|p−2u

u ∈ H1
0 (Ω)

, (7)

得到了在一定条件下方程 (7) 正解的存在性与不存在性.

自然地, 我们想问, 对于具有 Stein-Weiss 卷积部分的方程 (4) 能否得到类似的结果. 然而, 由
于 Stein-Weiss 卷积项的存在, 我们不能得到正解的具体表达形式, 这对我们解决问题造成了很大的
困难. 幸运地是, Du, Gao 和 Yang [11] 利用第二集中紧性原理得到方程 (4) 有一个正的基态解 U ,
并且有 U ∈ L∞

loc(RN ). Melgaard, Yang 和 Zhou 在 [12] 中证明 U 在无穷远处拥有合适的衰减性

U(x) ≤ C

|x|N−2
, ∀|x| ≥ 1. (8)

再利用标准的梯度估计, 我们可以得到

|∇U(x)| ≤ C

|x|N−1
, ∀|x| ≥ 1. (9)

受著名的文献 [1] 的启发, 并结合以上基态解 U 的渐进估计, 我们得到了在一定条件下方程 (3)
正的基态解的存在性.
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2. 预备知识

在本文中, 我们定义

Ḣ1
(
RN
)
=
{
u ∈ L2∗

(
RN
)
: |∇u| ∈ L2

(
RN
)}

, ∥u∥Ḣ1 =

(∫
RN

|∇u|2dx
) 1

2

,

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) : |∇u| ∈ L2(Ω)

}
, ∥u∥ =

(∫
Ω

|∇u|2dx
) 1

2

,

∥u∥2·2
∗
α,µ

α,µ =

∫
RN

∫
RN

|u(x)|2∗α,µ |u(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy,

|u|2·2
∗
α,µ

α,µ =

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)|2∗α,µ |u(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy.

方程 (1) 对应的能量泛函为 I : H1
0 (Ω) → R, 其中

I(u) =
1

2
∥u∥2 − λ

p
|u|pp −

1

2 · 2∗α,µ
|u|2·2

∗
α,µ

α,µ . (10)

方程 (5) 对应的能量泛函为 E : Ḣ1
(
RN
)
→ R, 其中

E(u) =
1

2
∥u∥2

Ḣ1 −
1

2 · 2∗α,µ
∥u∥2·2

∗
α,µ

α,µ . (11)

与 I 和 E 相关的 Nehari 流形记为

N :=
{
u ∈ H1

0 (Ω)\{0} : 0 = J(u) = ⟨I ′(u), u⟩ = ∥u∥2 − λ|u|pp − |u|2·2
∗
α,µ

α,µ

}
, (12)

M :=
{
u ∈ Ḣ1

(
RN
)
\{0} : 0 = F (u) = ⟨E′(u), u⟩ = ∥u∥2

Ḣ1 − ∥u∥2·2α,µ2
∗
α,µ

}
. (13)

3. 主要结果及证明

我们知道, 利用变分方法, 找一个方程的解等价于找它对应的能量泛函的临界点. 因此在本文
中, 找方程 (1) 的正解等价于找能量泛函 (10) 的基态解. 但是, 对于有界区域上的临界椭圆方程, 存
在的困难之一在于紧性缺失. 通过 Brezis 和 Nirenberg [1] 发展出来的方法, 我们知道紧性门槛值依
赖于所对应的极限问题的能量, 即

m(RN ) = inf {E(u) : u ∈ M} . (14)

为了证明能量泛函 I(u) 满足 (PS)c 条件, 即当 n → ∞ 时, 对于任意满足

I(un) → c, I ′(un) → 0 (15)
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的序列 un ⊂ H1
0 (Ω), 都存在一个收敛子列, 我们需要证明 (10) 所对应的基态解的能量严格小于它

所对应的极限问题的能量 (见引理 9) .

为了清楚地证明我们的主要结果, 本节首先介绍一些与变分法相关的重要引理.

引理 1. 假设 N ≥ 4, α ≥ 0, 0 < µ < N, 0 < 2α+ µ < 4, 2 < p < 2∗α,µ 且 λ > 0, 则当 N 为闭集且下
有界时, 对任意 u ∈ H1

0 (Ω) \{0}, 都存在唯一的 tu > 0 使得 tuu ∈ N .

䇷᱄. N 显然是闭的. 由 Sobolev 不等式以及 (5) 式可知, 对任意 u ∈ N , 都存在常数 C > 0 使得

∥u∥2 = λ|u|pp + |u|2·2
∗
α,µ

α,µ ≤ C
(
∥u∥p + ∥u∥2

∗
α,µ

)
.

因为 p > 2 且 2∗α,µ > 2, 所以存在 δ > 0 满足

∥u∥ ≥ δ, ∀u ∈ N , (16)

则 N 关于 0 有下界.

对任意 u ∈ H1
0 (Ω) \{0} 以及 t > 0, 记

g(t) := I(tu) =
t2

2
∥u∥2 − λtp

p
|u|pp −

t2·2
∗
α,µ

2 · 2∗α,µ
|u|2·2

∗
α,µ

α,µ .

那么可以得到

g′(t) = t∥u∥2 − λtp−1|u|pp − t2·2
∗
α,µ−1|u|2·2

∗
α,µ

α,µ = t
(
∥u∥2 − λtp−2|u|pp − t2·2

∗
α,µ−2|u|2·2

∗
α,µ

α,µ

)
.

如果能够证明对任意满足 g′ (t0) = 0 的 t0 都有 g′′ (t0) < 0, 那么 t0 就是 g′ (t) = 0 的唯一解. 事实
上,

g′′ (t0) = ∥u∥2 − λ(p− 1)t0
p−2|u|pp −

(
2 · 2∗α,µ − 1

)
t0

2·2∗α,µ−2|u|2·2
∗
α,µ

α,µ

= λ(2− p)tp−2
0 |u|pp +

(
2− 2 · 2∗α,µ

)
t
2·2∗α,µ−2

0 |u|2·2
∗
α,µ

α,µ ≤ Cλ(2− p)t0
p−2|u|pp < 0.

因此, 对任意 u ∈ H1
0 (Ω) \{0}, 都存在唯一的 tu > 0 使得 tuu ∈ N 且

I (tuu) = sup
t>0

I(tu).

证毕.

引理 2. 在引理 1 的假设下, 如果 {un} 为 I 的 (PS)c 序列, 那么 {un} 在 H1
0 (Ω) 中有界.

䇷᱄. 设 {un} 为 I 的 (PS)c 序列, 即

I (un) =
1

2
∥un∥2 −

λ

p
|un|pp −

1

2 · 2∗α,µ
|un|2·2

∗
α,µ

α,µ = c+ o(1),
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J (un) = ∥un∥2 − λ |un|pp − |un|2·2
∗
α,µ

α,µ = o(1) ∥un∥ .

由假设 2 < p < 2∗α,µ 可以得到

c+ o(1) (1 + ∥un∥) =
(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2 −

(
1

2 · 2∗α,µ
− 1

p

)
|un|2·2

∗
α,µ

α,µ ≥
(
1

2
− 1

p

)
∥un∥2 ,

所以 {un} 在 H1
0 (Ω) 中有界.

引理 3. 在引理 1 的假设下, 设 {un} 为 I|N 的 (PS)c 序列, 即 I (un) → c, 且在 H−1 (Ω) 中有

I ′|N (un) → 0, 那么 {un} 也为 I 的 (PS)c 序列.

䇷᱄. 由 (12) 式和 (16) 式, 对任意 u ∈ N , 可以得到

⟨J ′(u), u⟩ = 2∥u∥2 − λp|u|pp − 2 · 2∗α,µ
∫
Ω

∫
Ω

|u(x)|2∗α,µ |u(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

≤ (2− p)∥u∥2 ≤ −(p− 2)δ2 < 0. (17)

设 {µn} 是一列拉格朗日乘子序列满足

I ′|N (un) = I ′ (un) + µnJ
′ (un) .

取 un ∈ N 作为试验函数, 则当 n → ∞ 时有

µnJ
′ (un) → 0.

除此之外, 由 (17) 式可得当 n → ∞ 时有 µn → 0. 与引理 2 中证明类似, 我们可以得到 {un} 在
H1

0 (Ω) 中有界. 因此, 在 H−1 (Ω) 中有 I ′ (un) → 0.

定义

c1 = inf{I(u) : u ∈ N}, (18)

c2 = inf
u∈H1

0 (Ω)\{0}
sup
t>0

I(tu), (19)

c3 = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ (t)), (20)

其中

Γ :=
{
γ ∈ C

(
[0, 1],H1

0 (Ω)
)
: γ(0) = 0, I(γ(1)) ≤ 0, γ(1) ̸= 0

}
.

类似于 (定理 4.2 [13]) 中的证明, 可以得到

c1 = c2 = c3. (21)

下面介绍在文献 ( 引理 2.2 [11]) 中证明的 Brezis-Lieb 引理.
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引理 4. (Brezis-Lieb ᕋ⨼) 设 N ≥ 3, α ≥ 0, 0 < µ < N , 若 {un} 为 L
2Np

2N−2α−µ

(
RN
)
中有界序列,

且当 N → ∞ 时在 RN 中几乎处处有 un → u, 那么当 n → ∞ 时有∫
RN

∫
RN

|un(x)|2
∗
α,µ |un(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy −

∫
RN

∫
RN

|(un − u) (x)|2
∗
α,µ |(u− un) (y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

→
∫
RN

∫
RN

|u(x)|2∗α,µ |u(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy. (22)

由引理 4 可以得到以下的结果.

引理 5. 在引理 1 的假设下, 若 c < m
(
RN
)
, 则泛函 I 满足 (PS)c 条件.

䇷᱄. 设 {un} 为 I 的 (PS)c 序列, 由引理 2 可得 {un} 在 H1
0 (Ω) 中有界. 设 u0 ∈ H1

0 (Ω) 为序列

{un} 的弱极限, 那么

un ⇀ u0 于 H1
0 (Ω); un → u0 几乎处处于 Ω; un → u0 于 Lp(Ω).

设 vn := un − u0, 则由 Brezis-Lieb 引理可得

∥un∥2 = ∥vn∥2 + ∥u0∥2 + o(1),

|un|pp = |vn|pp + |u0|pp + o(1),

|un|2·2
∗
α,µ

α,µ = |vn|2·2
∗
α,µ

α,µ + |u0|2·2
∗
α,µ

α,µ + o(1).

进一步可以得到 I ′ (u0) = 0, 即 u0 为方程 (1) 的弱解. 由此可得

0 = ⟨I ′ (u0) , u0⟩ = ∥u0∥2 − λ |u0|pp − |u0|2·2
∗
α,µ

α,µ .

因此,

I (u0) =
1

2
∥u0∥2 −

λ

p
|u0|pp −

1

2 · 2∗α,µ
|u0|2·2

∗
α,µ

α,µ

= λ

(
1

2
− 1

p

)
|u0|pp +

(
1

2
− 1

2 · 2∗α,µ

)
|u0|2·2

∗
α,µ

α,µ ≥ 0. (23)

因为在 H1
0 (Ω) 中有 vn ⇀ 0 且在 LP (Ω) 中有 vn → 0, 所以

o(1) = ⟨I ′ (vn) , vn⟩ = ∥vn∥2 − λ |vn|pp − |vn|2·2
∗
α,µ

α,µ

= ∥vn∥2 − |vn|2·2
∗
α,µ

α,µ + o(1) = ⟨E′ (vn) , vn⟩+ o(1)
(24)

假设在 H1
0 (Ω) 中 un 9 u0, 即在 H1

0 (Ω) 中 vn 9 0. 将 vn 延拓到全空间 Rn 上, 设 vn 在区域

Ω 外取值为 0. 由 (24) 式可以推出 lim
n→∞

E (vn) ≥ m
(
RN
)
. 由 I (un) = E (vn) + I (u0) + o(1) 以及
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(23) 式可以得到
c = lim

n→∞
I (un) ≥ lim

n→∞
E (vn) ≥ m (Rn) ,

这与 c < m
(
RN
)
矛盾. 因此, 在 H1

0 (Ω) 中有 un → u0.

下面我们验证引理 5 中的条件. 不妨设当 ρ 充分小时 B2ρ (0) ⊂ Ω. 设 ϕ ∈ C∞
0 为截断函数, 在

Bρ (0) 上满足 ϕ ≡ 1. 将 B2ρ (0) 和 Bρ (0) 简记为 B2ρ 和 Bρ. 定义

Uε(x) = ε
2−N

2 U
(x
ε

)
, uε(x) = φ(x)Uε(x),

其中 U (x) 为 m (Rn) 的极小值点, 也就是方程 (4) 的解.
引理 6. 我们得到 ∫

Ω

|∇uε|2 dx =

∫
RN

|∇U |2dx+O
(
εN−2

)
䇷᱄. 因为

∇uε = ∇φ · Uε + φ · ∇Uε,

|∇uε|2 = |∇φ|2U2
ε + 2φUε∇φ∇Uε + |∇Uε|2 φ2.

从而有 ∫
Ω

|∇Uε|2 φ2dx ≤
∫
RN

|∇Uε|2 dx =

∫
RN

|∇U |2dx,∫
Ω

|∇φ|2Uε
2dx ≤ Cε2−N

∫
ρ<|x|<2ρ

U2
(x
ε

)
dx ≤ Cε2

∫
ρ
ε<|y|< 2ρ

ε

U2(y)dy

≤ Cε2
∫

ρ
ε<|y|< 2ρ

ε

|y|4−2Ndy = Cε2
∫ 2ρ

ε

ρ
ε

r3−Ndr = O
(
εN−2

)
,

∣∣∣∣∫
Ω

φUε∇φ∇Uεdx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
ρ<|x|<2ρ

Uε |∇Uε| dx ≤ Cε1−N

∫
ρ<|x|<2ρ

U
(x
ε

) ∣∣∣∇U
(x
ε

)∣∣∣ dx
≤ Cε

∫
ρ
ε<|y|< 2ρ

ε

|y|3−2Ndy = Cε

∫ 2ρ
ε

ρ
ε

r2−Ndr = O
(
εN−2

)
.

上述估计可得 ∫
Ω

|∇uε|2 dx =

∫
Ω

|∇Uε|2 φ2dx+

∫
Ω

|∇φ|2U2
ε dx+ 2

∫
Ω

φUε∇φ∇Uεdx

≤
∫
RN

|∇U |2dx+O
(
εN−2

)
.

注意到∫
Bc

ρ

(
1− φ2

)
|∇Uε|2 dx ≤

∫
Bc

ρ

|∇Uε|2 dx = ε−N

∫
|x|>ρ

∣∣∣∇U
(x
ε

)∣∣∣2 dx =

∫
|y|> ρ

ε

|∇U(y)|2dy

≤ C

∫
|y|> ρ

ε

|y|2−2Ndy = C

∫ ∞

ρ
ε

r1−Ndr = O
(
εN−2

)
.
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因此, ∫
Ω

|∇uε|2 dx =

∫
Ω

|∇Uε|2 φ2dx+

∫
Ω

|∇φ|2U2
ε dx+ 2

∫
Ω

φUε∇φ∇Uεdx

=

∫
RN

|∇Uε|2 φ2dx+O
(
εN−2

)
≥
∫
RN

|∇U |2dx+O
(
εN−2

)
.

结合以上两个估计, 引理 6 成立.

引理 7. 我们得到∫
Ω

∫
Ω

|uε(x)|2
∗
α,µ |uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy =

∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy +O

(
ε

2N−2α−µ
2

)
.

䇷᱄. 通过直接计算可得∫
Ω

∫
Ω

|uε(x)|2
∗
α,µ |uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy ≥

∫
Bρ

∫
Bρ

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

=

∫
RN

∫
RN

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy − 2D− E =

∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy − 2D− E,

其中

D
2N

2N−2α−µ =

(∫
RN\Bρ

∫
Bρ

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

) 2N
2N−2α−µ

≤ C

(∫
RN\Bρ

Uε(x)
2N

N−2 dx

)(∫
Bρ

Uε(y)
2N

N−2 dy

)

≤ O
(
εN
)
+O

(
εN
) ∫

|z|> ρ
ε

U(z)
2N

N−2 dz = O
(
εN
)
+O

(
ε2N
)
= O

(
εN
)

因此, D ≤ O
(
ε

2N−2α−µ
2

)
. 并且

E
2N

2N−2α−µ =

(∫
RN\Bρ

∫
RN\Bρ

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

) 2N
2N−2α−µ

≤ C

(∫
RN\Bρ

Uε(x)
2N

N−2 dx

)(∫
RN\Bρ

Uε(y)
2N

N−2 dy

)

= C

(∫
|y|> ρ

ε

U(y)
2N

N−2 dy

)(∫
|z|> ρ

ε

U(z)
2N

N−2 dz

)
= O

(
ε2N
)
.
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因此, E ≤ O
(
ε2N−2α−µ

)
. 由上述估计可得

∫
Ω

∫
Ω

|uε(x)|2
∗
α,µ |uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

≥
∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy +O

(
ε

2N−2α−µ
2

)
.

另一方面,∫
Ω

∫
Ω

|uε(x)|2
∗
α,µ |uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy ≤

∫
B2ρ

∫
B2ρ

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

≤
∫
RN

∫
RN

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy + 2

∫
RN\B2ρ

∫
β2ρ

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

+

∫
RN\B2ρ

∫
RN\B2ρ

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy =

∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy + 2F+G

类似于对 D 和 E 的估计, 有

F =

∫
RN\B2ρ

∫
B2ρ

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy = O

(
ε

2N−2α−µ
2

)
,

G =

∫
RN\B2ρ

∫
RN\B2ρ

|Uε(x)|2
∗
α,µ |Uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy = O

(
ε2N−2α−µ

)
.

从而有 ∫
Ω

∫
Ω

|uε(x)|2
∗
α,µ |uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

≤
∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy +O

(
ε

2N−2α−µ
2

)
+O

(
ε2N−2α−µ

)
=

∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy +O

(
ε

2N−2α−µ
2

)
.

结合以上两个估计, 可以得到∫
Ω

∫
Ω

|uε(x)|2
∗
α,µ |uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy =

∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy +O

(
ε

2N−2α−µ
2

)
.

引理 8. 我们得到 ∫
Ω

up
εdx = dεN− (N−2)p

2 +O
(
ε

(N−2)p
2

)
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其中

d =

∫
RN

|U(y)|pdy =

∫
B1

|U(y)|pdy +
∫
Bc

1

|U(y)|pdy ≤ C

∫
B1

dy +

∫
Bc

1

|y|(2−N)pdy

= C

(
|B1|+

∫ ∞

1

r(2−N)p+N−1dr

)
≤ C1.

䇷᱄. 通过直接计算可得∫
Ω

uε
pdx ≥

∫
Bρ

Up
ε dx =

∫
RN

Up
ε dx−

∫
Bc

ρ

Up
ε dx

≥ εN− (N−2)p
2

∫
RN

|U(y)|pdy − CεN− (N−2)p
2

∫
|y|> ρ

ε

|y|(2−N)pdy

= dεN− (N−2)p
2 +O

(
ε

(N−2)p
2

)
.

另一方面, ∫
Ω

up
εdx ≤

∫
B2ρ

Up
ε dx =

∫
RN

Up
ε dx−

∫
Bc

2ρ

Up
ε dx = dεN− (N−2)p

2 +O
(
ε

(N−2)p
2

)
.

结合以上两个估计, 引理 8 成立.

引理 9. 在引理 1 的假设下, 可以得到 c1 < m(RN ).

䇷᱄. 我们知道存在唯一的 t(ε) > 0 使得 uε ∈ N, 也就是

∥uε∥2 = λt(ε)p−2 |uε|pp + t(ε)2·2
∗
α,µ−2 |uε|2·2

∗
α,µ

α,µ . (25)

由引理 6 ∼ 引理8, 可以得到∫
RN

|∇U |2dx+O
(
εN−2

)
= λt(ε)p−2

(
dεN− (N−2)p

2 +O
(
ε

(N−2)p
2

))
+ t(ε)2·2

∗
α,µ−2

(∫
RNRN

|U(x)|2∗α,µ|U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy +O

(
ε

2N−2α−µ
2

))
.

通过对 ε 进行求导, 可以得到

O
(
εN−3

)
= λ(p− 2)t′(ε)t(ε)p−3

(
dεN− (N−2)p

2 +O
(
ε

(N−2)p
2

))
+ λt(ε)p−2

(
d

(
N − (N − 2)p

2

)
εN− (N−2)p

2 −1 +O
(
ε

(N−2)p
2 −1

))

+
(
2 · 2∗α,µ − 2

)
t′(ε)t(ε)2·2

∗
α,µ−3

(∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗,µ|U(y)|2α, µ
|x|α|x− y|µ|y|α

dxdy +O
(
ε

2N−2α−µ
2

))
+ t(ε)2·2

∗
α,µ−2 ·O

(
ε

2N−2α−µ
2 −1

)
.
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从而有

t′(ε) =
P (ε)

Q(ε)
,

其中

P (ε) = O(εN−3)− λt(ε)p−2

(
d

(
N − (N − 2)p

2

)
εN− (N−2)p

2 −1 +O(ε
(N−2)p

2 −1)

)
− t(ε)2·2

∗
α,µ−2 ·O(ε

2N−2α−µ
2 +1)

且

Q(ε) = λ(p− 2)t(ε)p−3
(
dεN− (N−2)p

2 +O
(
ε

2N−2α−µ
2

))
+
(
2 · 2∗α,µ − 2

)
t(ε)2·2

∗
α,µ−3

(∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy +O(ε

2N−2α−µ
2 )

)
.

根据方程 (25) 及 U ∈ M 可得 t(0) = 1. 因此当 ε → 0 时, t(ε) → 1 .

从而若 ε → 0,

P (ε) = −λd

(
N − (N − 2)p

2

)
εN− (N−2)p

2 −1 (1 + o(1)) ,

Q(ε) =
(
2 · 2∗α,µ − 2

)(∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

)
(1 + o(1)) .

因此,

t′(ε) = −Λ

(
N − (N − 2)p

2

)
εN− (N−2)p

2 −1(1 + o(1)),

其中

Λ =
λd(

2 · 2∗α,µ − 2
)
∥U∥2·2

∗
α,µ

α,µ

.

从而有

t(ε) = 1− ΛεN− (N−2)p
2 (1 + o(1)),

t(ε)2 = 1− 2ΛεN− (N−2)p
2 (1 + o(1)),

t(ε)p = 1− pΛεN− (N−2)p
2 (1 + o(1)),

t(ε)2·2
∗
α,µ = 1− 2 · 2∗α,µΛεN− (N−2)p

2 (1 + o(1)).
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因此,

c1 = c2 ≤ I (t(ε)uε)

=
t(ε)2

2

∫
Ω

|∇uε|2 dx− λt(ε)p

p

∫
Ω

|uε|p dx− t(ε)2·2
∗
α,µ

2 · 2∗α,µ

∫
Ω

∫
Ω

|uε(x)|2
∗
α,µ |uε(y)|2

∗
α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy

=
1

2

∫
RN

|∇U |2dx− 1

2 · 2∗α,µ

∫
RN

∫
RN

|U(x)|2∗α,µ |U(y)|2∗α,µ

|x|α|x− y|µ|y|α
dxdy − λdεN− (N−2)p

2

p
(1 + o(1))

= m
(
RN
)
− λdεN− (N−2)p

2

p
(1 + o(1)) < m

(
RN
)
.

证毕.

在本文中, 我们得到问题 (1) 存在一个正基态解的充分条件. 我们的主要结果陈述如下：
定理 1. 䇴ٽ λ > 0 ъ 2 < p < 2∗α,µ, 䛙Ѿ䰤从 (1) ᆎ൞жѠ↙Ⲻะᘷ䀙.

䇷᱄. 令 {un} ⊂ N 是能量泛函 I 的极小化序列. 引理 5 和引理 9 说明 {un} 包含一个收敛的子列,
从而定理得证.

4. 总结与展望

本文主要研究具有 Stein-Weiss卷积部分的临界椭圆方程 Brezis-Nirenberg型问题,其中 Stein-
Weiss 卷积部分是文章的创新点. 就此类 Brezis-Nirenberg 型问题, 我们还可以研究在不同扰动项
(例如低阶扰动、高阶扰动、凹凸非线性项) 下, 方程解的存在性和多解性. 此外, 我们还期望通过
经典的 Pohožaev 恒等式, 获得方程正解的不存在性.
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