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摘 要

多重集上的 quasi-Stirling 排列作为 Stirling 排列的推广, 其关于统计量的计数多项式的 γ-正
性、实根性等组合性质引起了众多学者的广泛关注。本文通过应用由 Yan-Zhu 引入的 quasi-
Stirling 排列与相关标号树之间的组合双射给出了 (M, i)-quasi-Stirling 排列的欧拉多项式的递
归关系，并在此基础上证明了该类多项式的实根性，从而得到了 Ma-Pan 关于 (M, i)-多重集排
列的欧拉多项式实根性结论的类比结果。
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Abstract

quasi-Stirling permutations were introduced as a generalization of Stirling permuta-
tions. The combinatorial properties of associated polynomials on quasi-Stirling permu-
tations including the gamma-positivity and the real-rootedness have been extensively
exploited in the literature. The main objective of this paper is to prove that the
Eulerian polynomial on (M, i)-quasi-Stirling permutations is real-rooted. This is ac-
complished by deriving the recurrence relations on the related polynomials via the
bijection between quasi-Stirling permutations and certain labeled trees introduced
by Yan-Zhu. Our result is an analogue of the result due to Ma-Pan concerning the
real-rootedness of the Eulerian polynomial on (M, i)-permutations.
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1. 引言

设一般多重集M = {1p1 , 2p2 , . . . , npn},其中 pi为数字 i出现的次数,且 pi > 1. 记M上的全体

排列 σ = σ1σ2 . . . σN (N = p1+p2+· · ·+pn)构成的集合为SM. 特别地,当M = [n] = {1, 2, . . . , n}
时, 用 Sn 来表示. 若给定排列 σ 满足 σi > σi+1, 其中 i ∈ [N ], σ0 = σN+1 = 0, 则称指标 i 为下降

位, 记 σ 的下降位的个数为 des(σ). 对于给定的 i ∈ M, 所有满足 σ1 = i 的多重集排列构成的集合

记作 SM,i, 并且 (M, i) - 多重集排列的欧拉多项式定义如下：

AM,i(x) =
∑

σ∈SM,i

xdes(σ),

特别地，AM(x) =
∑

σ∈SM
xdes(σ). 当 M = [n] 时，AM,i(x) 和 AM(x) 可以简记作 An,i(x) 和

An(x), 其中 An(x) 是经典的欧拉多项式.

若一个多重集 M 上的排列 σ 中不存在四个指标 i < j < k < l 使得 σi = σk, σj = σl,
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σi ̸= σj , 则称其为 quasi − Stirling 排列 [1]. 我们用 QM 表示 M 上全体 quasi-Stirling 排列构
成的集合，用 QM,i 表示满足 σ1 = i 的全体 quasi-Stirling 排列构成的集合. 如M = {12, 22}, 则
QM,1 = {1122, 1221}. 类似地，(M, i) - quasi-Stirling 排列多项式定义为：

QM,i(x) =
∑

σ∈QM,i

xdes(σ),

研究多项式的对称性、对数凹性、实根性和单峰性等性质是组合学领域一项重要的工作. 由于
Foata, Schuẗzenberger [2] 和 Strehl [3] 对经典欧拉多项式 γ - 正性的研究, 多项式的 γ - 正性也开
始受到广泛的关注.

1984 年，Simon [4] 给出了多重集上欧拉多项式 AM (x) 实根性的证明. 后来，Savage 和
Visontai [5] 给出了欧拉多项式的另一种推广形式，并证明了多项式 An,i(x) 的实根性. Brändén 在
文献 [6]中证明了若回文多项式的系数为非负且它只有实根，那么它就是 γ -正多项式. 受 Ma-Pan
[7] 给出的多项式 AM,i(x) 实根性研究的启发, 本文得到了一般多重集上的 quasi-Stirling 排列中关
于该结论的类比结果。

2. quasi-Stirling 排列对应的标号树

Yan-Zhu [8] 引入了一类新的有序标号树, 并建立了标号树与 quasi-Stirling 排列之间的双射 ϕ.
这样的标号树满足如下要求:

1. 树上的顶点标号取自于 {0} ∪M;

2. 根节点标为 0;

3. 定义点 v 到根节点的距离为点 v 的层数. 对于一个奇数层标号为 i 的顶点 v, 其恰好有 pi − 1

个孩子, 并且每个孩子标号与 v 相同.

设 TM 为满足上述条件的有序标号树的集合. 图 1是一棵有序标号树 T ∈ TM, 其中
M = {1, 22, 3, 4, 53, 6, 7}.

对于排列 σ, 它的最左端 (最右端) 用 first(σ) (last(σ)) 表示. 类似地, 对于一个标号树 T , 我们
用 first(T ) (last(T )) 表示根的最左端 (最右端) 的孩子. 下面我们来介绍这个双射 ϕ. 如果 T 仅有

一个顶点, 令 ϕ(T ) = ϵ, 其中 ϵ 表示空排列. 否则, 假设 first(T ) = r.

1. 当根的最左端孩子为叶子时. 设 T0 为将 T 去除掉以它的最左端孩子为根的子树所得到的树.
定义 ϕ(T ) = rϕ(T0).

2. 当根的最左端孩子有 k个孩子. 对于 1 6 i 6 k,设 Ti为根的最左端孩子的第 i个孩子为根的子

树. 用 T ′
i 表示将 Ti 的根标号为 0所得到的树. 设 T0 为将 T 去除掉所有的子树 T1, T2, . . . , Tk

以及所有标号为 r的顶点和关联的边所得到的树. 定义 ϕ(T ) = rϕ(T ′
1)rϕ(T

′
2) . . . rϕ(T

′
k)r ϕ(T0).

例如, 对于图 1的树 T , 有 ϕ(T ) = 2275164553.

DOI: 10.12677/aam.2024.136284 2977 应用数学进展

https://doi.org/10.12677/aam.2024.136284


陈梦瑜

Figure 1. Labeled tree T ∈ TM
where M = {1, 22, 3, 4, 53, 6, 7}

图 1. 标号树 T ∈ TM, 其中
M = {1, 22, 3, 4, 53, 6, 7}

对于一个排列 σ = σ1σ2 . . . σN , 令 σN+1 = σ1, σ0 = σN . 定义 σi 为 σ 的循环下降 (循环上
升), 若满足 σi > σi+1 (σi < σi+1), 其中 i ∈ [N ]. 记 σ 上循环下降 (循环上升) 的个数为 cdes(σ)
(casc(σ)). 记 σ 中循环下降构成的集合为 CDES(σ).

对于标号树 T ∈ TM, 设 T 的一个顶点 u 标号为 v0, 假设点 u 的孩子标号从左到右依次

为 v1, v2, . . . , vl. 点 u 的循环下降数 cdes(u) (循环上升数 casc(u)) 定义为 cdes(v0v1v2 . . . vl)
(casc(v0v1v2 . . . vl)). 树 T 的循环下降数以及循环上升数分别定义为 cdes(T ) :=

∑
u∈V (T )

cdes(u),

casc(T ) :=
∑

u∈V (T )

casc(u), 其中 V (T ) 表示 T 的点集. 如图 1, cdes(T ) = 5, casc(T ) = 4.

对于双射 ϕ, 我们有如下性质.

引理 2.1. [8] ሯӄ䶔グཐ䠃䳼M, ϕ Ѱ TM ф QM ҁ䰪ⲺжѠਂሺֵᗍ

(cdes, first, last)T = (des, first, last)ϕ(T ),

ެѣ T ∈ TM.

设M = {1p1 , 2p2 , ..., npn} , 其中 1 ≤ i ≤ n , pi ≥ 1 . Yan [9] 等人建立了标号树 TM 与标号树

TMj
之间的双射 ψj , 其中Mj 是通过改变M 中的元素 j 到 j − 1 得到的多重集，换言之，若存

在 pj > 1(j ≥ 2), 则Mj = {1p1 , 2p2 , ..., (j − 1)pj−1+1, jpj−1..., npn}. 下面我们给出 ψj(T ) 的构造.

1. 当奇数层顶点 j − 1 是最右边偶数层顶点 j 的后代时, 假设最右边的偶数层顶点 j 有 k 个孩

子, 依次标号为 x1, x2, . . . , xk. 设 Tp 是第 p (从左到右数) 个偶数层顶点以 j − 1 为根的子树,
其中 1 ≤ p ≤ kj−1 − 1. 类似的, 设 T ′

q 是第 q (从左到右数) 个偶数层顶点以 j 为根的子树﹐其

中 1 ≤ q ≤ kj − 2. 首先, 我们从 T 中移除子树 Tp 和 T ′
q. 然后, 用 j − 1 重新标记最右边的偶

数层顶点 j, 并且奇数层顶点 j 由 j − 1 标记, j − 1 由 j 标记. 最后, 我们将 Tp 附加到奇数层

顶点 j − 1 使其成为它的第 p 个子树 (从左到右数), 将 T ′
q 附加到奇数层顶点 j 使其成为它的

第 q 个子树 (从左到右数). 令 T ∗ 为所得到的树. 下面我们将展示如何从 T ∗ 变化成树 ψj(T ).

(a) 若存在 1 ≤ l ≤ k, xl = j− 1, 则通过 T ∗ 的构造, 奇数层顶点 j 是 T ∗ 中最右边的偶数层顶
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点 j− 1 的第 l 个孩子. 令 ψj(T ) 是通过重新安排 T ∗ 中最右边的偶数层顶点 j− 1 的孩子

使得奇数层顶点 xl+1, . . . , xk, j, x1, x2, . . . , xl−1 是它从左到右的孩子而形成的树. 如图 2所
示.

Figure 2. Subcase (a)
图 2. 子情形 (a)

(b) 若对任意的 1 ≤ l ≤ k, xl ̸= j − 1, 令 ψj(T ) = T ∗. 如图 3所示.

Figure 3. Subcase (b)
图 3. 子情形 (b)

2. 否则. 令 T ′ 是以最右边偶数层顶点 j 为根的子树. 从 T 中移除子树 T ′, 用 j − 1 重新标记

T ′ 的根, 并将其附加到奇数层顶点 j − 1 作为它的最右边子树. 令 ψj(T ) = T ∗ 为所得到的树.
如图 4所示.
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Figure 4. Case 2
图 4. 情形 2

同理可以建立标号树 TM 与标号树 TM′
j
之间的双射 ψj , 其中M′

j 是通过改变M 中的元素

j 到 j + 1 得到的多重集. 对于双射 ψj , 我们有如下性质.
引理 2.2. 䇴 M = {1p1 , 2p2 , ..., npn} , ެѣ 1 ≤ i ≤ n , pi ≥ 1. 㤛ᆎ൞ pj > 1(j ≥ 2), ࡏ TM ૂ

TMj
ҁ䰪ᆎ൞ਂሺ ψj ֵᗍሯԱᝅⲺ T ∈ TM θᴿ

(cdes, casc)T = (cdes, casc)ψj(T ).

在上述双射的基础上，我们可以构造出 QM,i(x) 与 QM′,i(x) 之间的双射 Φ，

Φ = ϕ ◦ ψ p1+...+pi−2−(i−2)

i−2 ◦ ... ◦ ψ p1−1

1 ◦ ψpi+2+...+pn−(n−i−1)
i+2 ◦ ... ◦ ψpn−1

n ◦ ϕ,

其中M = {1p1 , ..., (i− 1)pi−1 , ipi , (i+ 1)pi+1 , ..., npn},M′ = {1, ..., (i− 2), (i− 1)a, ipi , (i+ 1)b, (i+

2), ..., n}, a = p1 + ...+ pi−1 − (i− 2), b = pi+1 + ...+ pn − (n− i− 1).

3. (M, i)-quasi-Stirling 排列多项式的实根性

Ma-Pan 将欧拉多项式推广至一般多重集，证明了 (M, i) - 多重集欧拉多项式的实根性. 受
Yan 等人证明的启发, 本文将 Ma-Pan 的结果推广至一般多重集上的 quasi-Stirling 排列. 下面是本
文的主要结论:

定理 3.1. 䇴 M = {1p1 , 2p2 , . . . , npn} ᱥжѠཐ䠃䳼θሯӄԱᝅⲺ i ∈ M , ཐ亯ᕅ QM,i(x) ᱥᇔ

ṯⲺ.

首先我们讨论 n ≤ 3的情况.当M = {1p1}时, QM,1(x) = x显然只有实根. 当M = {1p1 , 2p2}
时, 考虑 QM,1(x) 的展开式, 任意 QM,1 中的排列 σ 可以表示成如下的形式：

111 . . . 11
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根据 quasi− Stirling 排列的定义, 排列中所有的 2 只能同时出现在其中一个方框内,

1. 若 2 出现在前 p1 − 1 个方框内, 则 des(σ) = 2.

2. 若 2 出现在第 p1 个方框内, 则 des(σ) = 1.

因此 QM,1(x) = (p1 − 1)x2 + x 只有实根. 类似地 QM,2(x) = p2x
2 也只有实根.

当M = {1p1 , 2p2 , 3p3} 时, 任意 QM,1 中的排列 σ 同样可以表示成如下的形式：

111 . . . 11

其中排列中所有的 2 和 3 只能分别同时出现在其中一个方框内,

1. 若 2 和 3 出现在不同的方框内,

(a) 2 和 3 均出现在前 p1 − 1 个方框内, 则共有 (p1 − 1)(p1 − 2) 种排列方式, 此时 des(σ) = 3.
(b) 2 和 3 中有一个出现在第 p1 个方框内, 则共有 2(p1 − 1) 种排列方式, 此时 des(σ) = 2.

2. 若 2 和 3 出现在同一个方框内, 并且所有的 3 在 2 之后, 则 3 只有 1 种排列方式, 即

22 . . . 233 . . . 3

(a) 2 和 3 出现在前 p1 − 1 个方框内, 则 des(σ) = 2.
(b) 2 和 3 出现在第 p1 个方框内, 则 des(σ) = 1.

3. 若 2 和 3 出现在同一个方框内, 并且所有的 3 介于两个 2 之间, 则 2 和 3 之间会产生一个下

降并且 3 共有 p2 − 1 种排列方式, 即
222 . . . 22

(a) 2 和 3 出现在前 p1 − 1 个方框内, 则 des(σ) = 3.
(b) 2 和 3 出现在第 p1 个方框内, 则 des(σ) = 2.

4. 若 2 和 3 出现在同一个方框内, 并且以 3 为首, 则 2 和 3 之间会产生一个下降并且 2 共有 p3

种排列方式, 即
333 . . . 33

(a) 2 和 3 出现在前 p1 − 1 个方框内, 则 des(σ) = 3.
(b) 2 和 3 出现在第 p1 个方框内, 则 des(σ) = 2.

因此有 QM,1(x) = (p1 − 1)(p1 + p2 + p3 − 3)x3 + (3p1 + p2 + p3 − 4)x2 + x, 同样的方法可以得到

QM,2(x) = [p2(p1 + p2 + p3)− 3p2 − p3 + 1]x2 + (2p2 + p3 − 1)x,

QM,3(x) = p3(p1 + p2 + p3 − 2)x3 + p3x
2.

为了证明一般的 (M, i) - quasi-Stirling 排列多项式的实根性，本文需要用到Wang-Yeh [10] 给
出的关于两个相互作用的实多项式线性扩展的实根性的命题.
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定义 3.1. 䇴 f(x) ૂ g(x) ᱥњѠᇔṯཐ亯ᕅθެѣ s1 ≥ ... ≥ sn ૂ r1 ≥ ... ≥ rm ᱥࡡ࠼ f ૂ g

Ⲻṯθ㤛 m = n− 1 ᒬъ

r1 ≥ s1 ≥ r2 ≥ ... ≥ rn−1 ≥ sn−1 ≥ rn

〦ࡏ g Ӛᴵӄ f .

命题 3.1. [10] 䇴 f(x) ૂ g(x) ᱥњѠ䶔䍕㌱ᮦⲺᇔṯཐ亯ᕅθᒬъ g Ӛᴵӄ f θ㤛 ad ≥ bc , ࡏ
(ax+ b)f(x) + x(cx+ d)g(x) ᱥᇔṯⲺ.

在第二节中我们已经构造出了 QM,i(x) 与 QM′,i(x) 之间保持下降数不变的双射 Φ，因此只需

证明 QM′,i(x) 的实根性.

定理 3.2. 䇴ཐ䠃䳼 M = {1p1 , 2p2 , . . . , npn}θެѣ pi ≥ 1, N = p1 + · · · + pn. ሯӄԱᝅⲺ
i ∈ M , ཐ亯ᕅ QM′,i(x) ᱥᇔṯⲺ, M′ = {1, ..., (i − 2), (i − 1)a, ipi , (i + 1)b, (i + 2), ..., n},
a = p1 + ...+ pi−1 − (i− 2), b = pi+1 + ...+ pn − (n− i− 1).

证明. ᖉ n ≤ 3 ᰬ, QM,i(x) Ⲻᇔṯᙝᐨ㔅㔏࠰θс䶘㘹㲇 n ≥ 4 Ⲻ᛻߫.

ሯ䠃ᮦ N 䘑㺂ᖈ㓩䇷᱄. ᖉ N = 1 ᰬθQM′,i(x) = x ᱴ❬ਠᴿᇔṯ. 䇴䠃ᮦѰٽ N − 1 ᰬθ

ཐ亯ᕅ QM′,i(x) ਠᴿᇔṯᡆ㄁.

1. ᖉ i ≤ n−2 ᰬ, ԚM′′ = {1, ..., i−2, (i−1)a, ipi , (i+1)b, i+2, ..., n−1}, ԱᝅⲺࡏ σ ∈ QM′,i

䜳ਥԛ䙐䗽 QM′′,i ѣⲺᧈࡍ σ′ ᨈޛжѠ n ᗍࡦ.

(a) 㤛 n ᨈ൞ σ′ Ⲻс䲃փ, ࡏ des(σ) = des(σ′).

(b) 㤛 n ᨈ൞ σ′ ѣ䲚ㅢжѠփ㖤ԛཌⲺрॽփ, ࡏ des(σ) = des(σ′) + 1.

䇦 QM′,i(x) =
∑

m>0 amx
m, QM′′,i(x) =

∑
m>0 bmx

m, ࡏ am, bm ┗䏩

am = mbm + [N − 1− (m− 1)]bm−1.

Ԅ㙂

QM′,i(x) =
∑
m>0

amx
m

=
∑
m>0

mbmx
m +

∑
m>0

(N − 1)bm−1x
m −

∑
m>0

(m− 1)bm−1x
m

= x
∑
m>0

mbmx
m−1 + x

∑
m>0

(N − 1)bm−1x
m−1 − x2

∑
m>0

(m− 1)bm−1x
m−2

= (N − 1)x · QM′′,i(x) + (x− x2)Q′
M′′,i(x)

2. ᖉ i > n − 2 ᰬ, Ԛ M′′ = {2, ..., i − 2, (i − 1)a, ipi , (i + 1)b, i + 2, ..., n}, ԱᝅⲺࡏ σ ∈ QM′,i

䜳ਥԛ䙐䗽 QM′′,i ѣⲺᧈࡍ σ′ ᨈޛжѠ 1 ᗍࡦ. ↚ᰬ am, bm ੂṭ┗䏩

am = mbm + [N − 1− (m− 1)]bm−1.
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陈梦瑜

ṯᦤᖈ㓩ٽ䇴ԛ਀ᇔṯ࡚ᇐᇐ⨼ਥ⸛θཐ亯ᕅ QM′,i(x) ᱥᇔṯⲺ.
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