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摘  要 

基于有向距离、行列式等理论，推导直线上、平面内、空间内三个恒等式的坐标表达式，从而使中学数学

中几何内的求解和证明问题变成简捷、系统的代数问题，实例的应用展示所得结论的可靠性和实用价值。 
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Abstract 
Based on the theory of directed distance and determinant, the coordinate expressions of three 
identities on a line, in a plane and in space are derived, thus, the problem of solving and proving in 
geometry in middle school mathematics becomes a simple and systematic algebra problem. The 
application of examples shows the reliability and practical value of the proposed conclusions. 
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1. 简介 

对抽象、复杂的空间几何问题的简化计算的研究已有了多种方法。[1]对空间几何问题转化为线性代

数问题再求解进行了分析，同时举例进行了阐述，但是并没有对此转化所需的基础理论知识进行说明。

[2]一文中，举例使用向量恒等式对抽象几何问题进行解决，优化解题过程。本文提出使用向量、行列式

性质解决几何问题，是一种全新的方法。 

文献[3] [4]中提到，对于直线 AB 上的点 P，用向量表示 ( )1t t= + −OP OA OB 或
x y

x y
+

=
+

OA OBOP   

(在线性代数中，称OP 为 OA和OB 的线性组合)，两者实质一样，OA和OB 的系数和为 1，但是其中

的 , ,t x y 具体等于多少，没有明确给出，能否将这种直线上的度量关系拓展到平面、空间中去，均没有

相应结果。 
相当多的中学几何问题均可以用向量去证明、计算，使问题简捷化。向量法解决问题的关键是点的

数值化，就是用点的坐标去量化、推理、演算等，从而将几何问题变成代数问题。 
本文在文献[3] [4]内容的基础上，利用有向距离、行列式的性质得到直线上、平面内、空间内点坐

标恒等式的坐标表示。 

2. 基础知识及主要结论 

设 O 为原点(记为 0O = )，向量 , = −OA AB OB OA ，分别简记为 ,A B A− ；向量的内积 ⋅OA OB 简记

为 A B⋅ 。 
定义 设点 ,A B 在平面内，点 A 指向点 B 的距离称为 A 到 B 的有向距离，记为 ( ),A Bδ 。 
注：根据有向距离的定义知， ( ) ( ), ,A B B Aδ δ= − 。 
引理 1 [5] [6]：在 ABC∆ 中，设 ( )0 0,A x y ， ( )1 1,B x y ， ( )2 2,C x y ，令 ( ) ( )1 0 1 0, ,B A x x y y a b− = − − = ， 

( ) ( )2 0 2 0, ,C A x x y y c d− = − − = ，则有
1 1
2 2ABC

a b
S ad bc

c d∆ = = − ，其中外层的 i 表示绝对值，内层的

i 表示行列式。 

引理 2 [7] [8]：行列式的性质： 
1) 行列式 D 与其转置行列式 TD 相等。 
2) 交换行列式两行(列)，行列式改变符号。 
3) 把一个行列式的某一行(列)的所有元素同乘以数 k，则等于用数 k 乘以这个行列式。 
4) 若行列式的某一行(列)的所有元素都是两项之和，则该行列式可以表示成如下两个行列式的和，

即 

11 12 1 11 12 1 11 12 1

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

.

n n n

i i i i in in i i in i i in

n n nn n n nn n n nn

a a a a a a a a a

b c b c b c b b b c c c

a a a a a a a a a

+ + + = +

� � �
� � � � � � � � � � � �

� � �
� � � � � � � � � � � �

� � �
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5) 把一个行列式的某一行(列)的所有元素同乘以数 k 后，加到另一行(列)的对应元素上，所得行列

式与原行列式相等。 
6) 行列式中两行(列)对应元素成比例，则该行列式的值为零。 
7) 行列式按一行(列)展开定理：n 阶行列式 nD 等于它的一行(列)元素与其相应的代数余子式乘积之

和。 
定理 1 空间线段 AB 所在的直线上任意一点 P，设 ( ), ,A A AA x y z ， ( ), ,B B BB x y z ， ( ), ,P P PP x y z ，则

有 ( ) ( ) ( ), , ,P A B A P B B A Pδ δ δ⋅ = ⋅ + ⋅ 。 
证明：1) 当线段 AB 平行于 x 轴时， ( ), B AA B x xδ = − ， ( ), P AA P x xδ = − ， ( ), B PP B x xδ = − ，如图

1 所示。 
 

 
Figure 1. Line segment AB is parallel to the x-axis 
图 1. 线段 AB 平行于 x 轴 

 

A B Py y y= = ， A B Pz z z= = ，满足 ( ) ( ) ( )P B A A B P B P Ax x x x x x x x x⋅ − = ⋅ − + ⋅ − ， 

( ) ( ) ( )P B A A B P B P Ay x x y x x y x x⋅ − = ⋅ − + ⋅ − ， ( ) ( ) ( )P B A A B P B P Az x x z x x z x x⋅ − = ⋅ − + ⋅ − ， 
所以有 ( ) ( ) ( ), , ,P A B A P B B A Pδ δ δ⋅ = ⋅ + ⋅ 成立。 
同理，当线段 AB 平行于 ,y z 轴时，也有 ( ) ( ) ( ), , ,P A B A P B B A Pδ δ δ⋅ = ⋅ + ⋅ 成立。 
2) 当线段 AB 不平行于坐标轴时，如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. Line segment AB is not parallel to the axis 
图 2. 线段 AB 不平行于坐标轴 
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若线段 AB 在 xOy 平面内，过点 , ,A B P 向 x 轴作垂线，垂足分别为 , ,M N Q，则由平行线分线段成比

例定理知，
( )
( )

( )
( )

( )
( )

, , ,
, , ,

A B P B A P
M N Q N M Q

δ δ δ
δ δ δ

= = ， A Mx x= ， B Nx x= ， P Qx x= 。 

由上述证明，得： ( ) ( ) ( ), , ,Q M Nx M N x Q N x M Qδ δ δ⋅ = ⋅ + ⋅ 。 
所以 ( ) ( ) ( ), , ,P A Bx A B x P B x A Pδ δ δ⋅ = ⋅ + ⋅ 。 
同理，过点 , ,A B P 向 y 轴作垂线，得到 ( ) ( ) ( ), , ,P A By A B y P B y A Pδ δ δ⋅ = ⋅ + ⋅ 。 

( ) ( ) ( ), , ,P A Bz A B z P B z A Pδ δ δ⋅ = ⋅ + ⋅ 。 
所以有 ( ) ( ) ( ), , ,P A B A P B B A Pδ δ δ⋅ = ⋅ + ⋅ 成立。 
3) 当线段 AB 为空间直线时，将线段 AB 分别向 , ,xOy yOz zOx 面内作投影，仿照上述推理，可得到

类似结论。如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Line segment AB is a spatial straight line 
图 3. 线段 AB 为空间直线  

 
说明：1) 当线段 AB 为平面线段时， ( ) ( ) ( ), , ,P A B A P B B A Pδ δ δ⋅ = ⋅ + ⋅ 两端同除以 ( ),A Bδ 时，所

得公式为高中课本《解析几何》中的定比分点坐标公式。 
2) 当 ( ),A Bδ ， ( ),P Bδ ， ( ),A Pδ 分别为点 A 和 B、点 P 和 B、点 A 和 P 之间的距离时，结论同样

正确。 
3) 利用本公式可以推导出文献[4]中的性质 2~性质 5。 
定理 2 在 ABC∆ 中， , ,A B C 三点的坐标分别为 ( ) ( ) ( ), , , , ,A A B B C CA x y B x y C x y ， , ,A B C 确定的平面 

上任意一点 P 的坐标为 ( ),P PP x y ，则有 1 2 3P A B C⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅� � � � ，其中 B A B A

C A C A

x x y y
x x y y

− −
=

− −
� ， 

1
B P B P

C P C P

x x y y
x x y y

− −
=

− −
� ， 2

C P C P

A P A P

x x y y
x x y y

− −
=

− −
� ， 3

A P A P

B P B P

x x y y
x x y y

− −
=

− −
� ， 1 2 3, , ,� � � � 中点的坐标排列依

照逆时针顺序， i 表示行列式。如图 4 所示。 

证明：由引理 2 知， 

( )

1 2 3

1 20 1 ,
0

A B C

A A P A P A A P A P

B B P B P B A B A B A

C C P C P C A C A C A

A P A P
B A B A

B A B A P P
C A C A

C A C A

x x x
x x x y y x x x y y
x x x y y x x x x y y
x x x y y x x x x y y

x x y y
x x y y

x x y y x x
x x y y

x x y y

+

⋅ + ⋅ + ⋅

− − − −
= − − = − − −

− − − − −

− −
− −

= − − = − ⋅ − = ⋅
− −

− −

� � �

�
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同理有 1 2 3A B C Py y y y⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅� � � �。 
所以有 1 2 3P A B C⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅� � � � 成立。 
 

 
Figure 4. Three points of A, B, C in the plane 
图 4. 平面中的 A，B，C 三点 

 
说明：1) 1 2 3, , ,� � � � 中点的坐标排列也可以按照顺时针顺序； 

2) 由行列式性质， B A B A

C A C A

x x y y
x x y y

− −
=

− −
� 换成 C B C B

A B A B

x x y y
x x y y

− −
=

− −
� ， A C A C

B C B C

x x y y
x x y y

− −
=

− −
� 均可以。 

3) 如果本定理采取如下证法： 

1

1
1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1
,

1 1

B P B P B B P B P
A A A P

C P C P C C P C P

B B B B
A P P P P

C C C C

B B B B
A P P

C C C C

x x y y x y y y y
x x x x

x x y y x y y y y

x y x y
x y x x y

x y x y

x y x y
x y x

x y x y

 − − − −
⋅ = ⋅ = ⋅ − − − − − 

 
= ⋅ − − − 

 
 

= ⋅ − − 
 

�

 

2

1 1
,

1 1
C C C C

B B P P
A A A A

x y x y
x x y x

x y x y
 

⋅ = ⋅ − − 
 

�  

3

1 1
,

1 1
A A A A

C C P P
B B B B

x y x y
x x y x

x y x y
 

⋅ = ⋅ − − 
 

�  

所以 

1 2 3

1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1

1 1
1 1
1 1

1
1
1

A B C

B B BC C A A C A
A B C P A B C

C C CA A B B A B

B C A
P A B C

C A B

A A A A A A A

B B B P B B P B B

C C C C C C C

A A A

P B B P

C C

x x x

x y xx y x y x x
x x x y x x x

x y xx y x y x x

y y y
x x x x

y y y

x x y x x x y
x x y y x x x x y
x x y x x x y

x y x
x x y x

x y

⋅ + ⋅ + ⋅

 
= + + − + + 

 
 

− + + 
 

= − −

= − = −

� � �

1
0 .
0

A

B A B A P

C A C A

y
x x y y x
x x y y

− − = ⋅
− −

�
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同理有 1 2 3A B C Py y y y⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅� � � �。 
从上述证明过程得知： 

1 2 3

1
1 ,
1

A A

A B C P B B

C C

x y
x x x x x y

x y
⋅ + ⋅ + ⋅ =� � �  

1 2 3

1
1 .
1

A A

A B C P B B

C C

x y
y y y y x y

x y
⋅ + ⋅ + ⋅ =� � �  

4) 由文献[9]知：设三角形 ABC∆ 的三个顶点 ( )1 1,A x y ， ( )2 2,B x y 和 ( )3 3,C x y ，那么三角形的面积为

1 1

2 2

3 3

1
1 1
2

1
ABC

x y
S x y

x y
∆ = 。参考上述说明 2 可以得到：当 P 点在 ABC∆ 内时，有 

ABC PBC PAC PABP S A S B S C S∆ ∆ ∆ ∆⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ .                          (1) 

5) 当P点在 ABC∆ 的边上时，上述结论也成了，并且(1)式成立的充分必要条件为P点在 ABC∆ 的内

部或者边上。 
定理 3 在空间直角坐标系中， , , ,A B C P 四点不共面，坐标分别为 ( ), ,A A AA x y z ， ( ), ,B B BB x y z ，

( ), ,C C CC x y z ， ( ), ,P P PP x y z ，空间任意一点 Q 的坐标为 ( ), ,Q Q QQ x y z ，则有 

1 2 3 4 ,Q A B C P⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅� � � � �  

其中
A P A P A P

B P B P B P

C P C P C P

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
= − − −

− − −
� ， 1

B Q B Q B Q

P Q P Q P Q

C Q C Q C Q

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
= − − −

− − −
� ， 2

A Q A Q A Q

C Q C Q C Q

P Q P Q P Q

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
= − − −

− − −
� ，

3

A Q A Q A Q

P Q P Q P Q

B Q B Q B Q

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
= − − −

− − −
� ， 4

A Q A Q A Q

B Q B Q B Q

C Q C Q C Q

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
= − − −

− − −
� ， 1 2 3 4, , , ,� � � � � 中点的坐标排列依照右

手系顺序， i 表示行列式。如图 5 所示。 

 

 
Figure 5. Right hand spatial four points 
图 5. 右手系空间四点 

 
证明：由引理 2 知， 
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1 2 3 4

0
0

A B C P

A A Q A Q A Q A P A P A P A P

B B Q B Q B Q B P B P B P B P

P P Q P Q P Q P P Q P Q P Q

C C Q C Q C Q C P C P C P C P

A P A P A P

B P B P B

x x x x
x x x y y z z x x x x y y z z
x x x y y z z x x x x y y z z
x x x y y z z x x x y y z z
x x x y y z z x x x x y y z z

x x y y z z
x x y y z

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

− − − − − − −
− − − − − − −

= =
− − − − − −
− − − − − − −

− − −
− −

=

� � � �

( )2 31 .

0

A P A P A P
P

Q B P B P B P Q
P Q P Q P Q

C P C P C P
C P C P C P

x x y y z z
z

x x x y y z z x
x x y y z z

x x y y z z
x x y y z z

+
− − −

−
= − ⋅ − − − − = ⋅

− − −
− − −

− − −

�

 

同理有 1 2 3 4 1 2 3 4,A B C P Q A B C P Qy y y y y z z z z z⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅� � � � � � � � � �。 
所以有 1 2 3 4Q A B C P⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅� � � � � 成立。 

说明：1) 由行列式的性质知，
A P A P A P

B P B P B P

C P C P C P

x x y y z z
x x y y z z
x x y y z z

− − −
= − − −

− − −
� 也可以换成其他的表示形式。 

2) 如果本定理作如下证明：首先有 1 2 3 4A B C P Qx x x x x⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅� � � � �。 
由引理 2 得， 

1

1
1
1

1
1
1

B Q B Q B Q

A A P Q P Q P Q

C Q C Q C Q

B B Q B Q B Q B Q

A P P Q P Q Q P Q P Q

C C Q C Q C Q C Q

B B B Q B B Q

A P P P Q Q P P Q

C C C Q C C Q

x x y y z z
x x x x y y z z

x x y y z z

x y y z z y y z z
x x y y z z x y y z z

x y y z z y y z z

x y z z x z z
x x y z z y x z z

x y z z x z z

− − −
⋅ = ⋅ − − −

− − −

 − − − −
 

= ⋅ − − − ⋅ − − 
 − − − − 

− −
= ⋅ − − ⋅ −

− −

�

1 1 1
1 1 1
1 1 1

1 1 1
1 1 1 .
1 1 1

B B Q B Q

Q P P Q Q Q P Q

C C Q C Q

B B B B B B B B B

A P P P Q P P Q P P Q P P

C C C C C C C C C

y z z z z
x y z z x y z z

y z z z z

x y z x y x z y z
x x y z z x y y x z x y z

x y z x y x z y z

 − −
 

− ⋅ − + ⋅ − 
 − − 
 
 = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 
 
 

 

2

1 1 1
1 1 1 .
1 1 1

A A A A A A A A A

B B C C C Q C C Q C C Q C C

P P P P P P P P P

x y z x y x z y z
x x x y z z x y y x z x y z

x y z x y x z y z

 
 ⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 
 
 

�  

3

1 1 1
1 1 1 .
1 1 1

A A A A A A A A A

C C P P P Q P P Q P P Q P P

B B B B B B B B B

x y z x y x z y z
x x x y z z x y y x z x y z

x y z x y x z y z

 
 ⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 
 
 

�  

4

1 1 1
1 1 1 .
1 1 1

A A A A A A A A A

P P B B B Q B B Q B B Q B B

C C C C C C C C C

x y z x y x z y z
x x x y z z x y y x z x y z

x y z x y x z y z

 
 ⋅ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 
 
 

�  

于是有 
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1 2 3 4

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

A B C P

B B B A A A A A A A A A

A P P P B C C C C P P P P B B B

C C C P P P B B B C C C

B B A A A A A A

Q A P P B C C C P P P B B

C C P P B B C C

x x x x

x y z x y z x y z x y z
x x y z x x y z x x y z x x y z

x y z x y z x y z x y z

x y x y x y x y
z x x y x x y x x y x x y

x y x y x y x y

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

 
 

− ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 
 
 

−

� � � �

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

B B A A A A A A

Q A P P B C C C P P P B B

C C P P B B C C

B B A A A A A A

Q A P P B C C C P P P B B

C C P P B B C C

A A A A

B B B B

P P P P

x z x z x z x z
y x x z x x z x x z x x z

x z x z x z x z

y z y z y z y z
x x y z x y z x y z x y z

y z y z y z y z

x x y z
x x y z
x x y z

 
 

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 
 
 

 
 

− ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 
 
 

=

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 0

1 0

1 1

1 0

A A A A A A A A A

B B B B B B B B B
Q Q Q

P P P P P P P P P

C C C C C C C C C C C C C

A A A A P A P A P

B B B B P B P B P
Q Q

P P P P P P

C C C C P C P C P

x x y x x z x y z
x x y x x z x y z

z y x
x x y x x z x y z

x x y z x x y x x z x y z

x y z x x y y z z
x y z x x y y z z

x x
x y z x y z
x y z x x y y z z

x

− ⋅ − ⋅ − ⋅

− − −

− − −
= − ⋅ = − ⋅

− − −

= − ( )3 21 .
A P A P A P

Q B P B P B P Q

C P C P C P

x x y y z z
x x y y z z x
x x y y z z

+

− − −

⋅ − ⋅ − − − = ⋅

− − −

�

 

同理有 

1 2 3 4

1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

0
0
1

A B C P

A A A A A A A A A A A A A

B B B B B B B B B B B B B
Q Q Q

P P P P P P P P P P P P P

C C C C C C C C C C C C C

A P A P A P

B P B P B P
Q

P P P

C

y y y y

y x y z y x y y x z y y z
y x y z y x y y x z y y z

z y x
y x y z y x y y x z y y z
y x y z y x y y x z y y z

y y x x z z
y y x x z z

y
y x z

y y

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= − ⋅ − ⋅ − ⋅

− − −

− − −
= − ⋅

−

� � � �

( )3 3

0

1 .

P C P C P

A P A P A P

Q B P B P B P Q

C P C P C P

x x z z

y y x x z z
y y y x x z z y

y y x x z z

+

− −

− − −

= − ⋅ − ⋅ − − − = ⋅

− − −

�
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1 2 3 4

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0

0

1

A B C P

A A A A A A A A A A A A A

B B B B B B B B B B B B B
Q Q Q

P P P P P P P P P P P P P

C C C C C C C C C C C C C

A P A P A P

B P B P B P
Q

P P P

C P

z z z z

z x y z z x y z x z z y z

z x y z z x y z x z z y z
z y x

z x y z z x y z x z z y z

z x y z z x y z x z z y z

z z x x y y

z z x x y y
z

z x y

z z

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

= − ⋅ − ⋅ − ⋅

− − −

− −
= − ⋅

−

� � � �

.

0

Q

C P C P

z

x x y y

= ⋅

−

�

 

所以有 1 2 3 4Q A B C P⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅� � � � � 成立。 
我们能得到： 

1 2 3 4

1

1
,

1

1

A A A

B B B
A B C P Q

P P P

C C C

x y z

x y z
x x x x x

x y z

x y z

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅� � � �  

1 2 3 4

1

1
,

1

1

A A A

B B B
A B C P Q

P P P

C C C

x y z

x y z
y y y y y

x y z

x y z

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅� � � �  

1 2 3 4

1

1
.

1

1

A A A

B B B
A B C P Q

P P P

C C C

x y z

x y z
z z z z z

x y z

x y z

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅� � � �  

3) 与定理 2 的说明 4 类似，设 , , ,A B C P 四点不共面，坐标分别为 ( ), ,A A AA x y z ， ( ), ,B B BB x y z ，

( ), ,C C CC x y z ， ( ), ,P P PP x y z ，则三棱锥 P-ABC 的体积(见文献[10] [11])为： -

1

11
6 1

1

A A A

B B B
P ABC

P P P

C C C

x y z

x y z
V

x y z

x y z

= 。 

点 Q 在三棱锥 P-ABC 的内部或者棱上的充分必要条件为 

- - - - -P ABC Q PBC Q PAC Q PAB Q ABCQ V A V B V C V P V⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 。 

3. 应用 

例 1 (2021 年全国高考一卷)如图 6 所示，在三棱锥 A-BCD，平面 ABD ⊥平面 BCD， AB AD= ，O
为 BD 的中点，1) 证明OA CD⊥ ；2) 若 OCD∆ 是边长为 1 的等边三角形，E 在棱 AD 上， 2DE EA= ，

且二面角 E-BC-D 的大小为 45˚，求棱锥 A-BCD 的体积。 
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Figure 6. Diagram of example one 
图 6. 例 1 图示  

 

 
Figure 7. Right-hand coordinate system of example one 
图 7. 建立右手系坐标后的例 1 

 
证明：以 O 为坐标原点，射线 OB 为 x 轴正半轴，按照右手法则建立如图 7 所示的坐标系，则

( )0,0,0O 。 
1) 设 ( ) ( ) ( ) ( )0,0, , ,0,0 , ,0,0 , , ,0A b B a D a C x y− ，则 ( )0,0,A b= =OA ， ( ), ,0C D a x y− = = − − −CD 。

又 ( ) ( ) ( ) ( )0,0, , ,0 0 0 0 0b a x y a x y b⋅ − − − = ⋅ − − + ⋅ − + ⋅ = ，所以 ⊥OA CD ，所以OA CD⊥ 。 

2) 由(1)得， ( ) ( ) 1 31,0,0 , 1,0,0 , , ,0
2 2

B D C
 

− −  
 

。设 ( )0,0,A b ，则由定理 1 知：
1 2,0,
3 3

E b − 
 

。过

点E在 ABD∆ 内作 EF BD⊥ ，垂足为F，则
1 ,0,0
3

F  − 
 

， BFC∆ 是 BEC∆ 在平面BCD上的射影三角形。 

所以
4 ,0,0
3

B F  − =  
 

，
1 3, ,0
6 2

C F
 

− = −  
 

，
4 2,0,
3 3

B E b − = − 
 

，
1 3 2, ,
6 2 3

C E b
 

− = − −  
 

， 

所以

4 0
1 4 1 330 0
2 3 2 31 3

1 3 6 20
6 2

BFC

i j k

S k∆ = = =
−

−

， 
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( )2

2 42 40 0
1 4 2 1 13 33 30 1 ,

2 12 3 3 2 33 2 1 3
3 61 3 2 2 3 6 2

6 2 3

BEC

i j k
b b

S b i j k b
bb

b

∆

− −
= − = + + = +

− −− −
− −

 

其中 , ,i j k 分别为 , ,x y z 正半轴上的单位向量。 

所以

( )2

3
3cos45

1 1
3

BFC

BEC

S
S

b

∆

∆

= =
+

� ，所以 1b = ± 。 

不妨取 1b = ，则 ( )0,0,1A ， ( )1,0, 1B A− = − ，
1 3, , 1
2 2

C A
 

− = − −  
 

， ( )1,0, 1D A− = − − 。 

由引理得 -

1 0 1

1 1 3 31
6 2 2 6

1 0 1

A BCDV

−

= − − =

− −

。 

例 2 [1] [12] (《步步高大一轮复习讲义》配套《课时作业》(文科)第 244 页第 14 题)  
在等腰直角 ABC∆ 中， 90ABC∠ = �， 2AB BC= = ， ,M N  (不与 ,A C 重合)为 AC 边上的两个动点，

且满足 2=MN ，则 ⋅BM BN 的取值范围为(     ) 

(A) 3 ,2
2
 
  

 (B) 3 ,2
2

 
 
 

 (C) 3 ,2
2
 

 
 (D) 3 ,

2
 +∞ 

 

解：以点 B 为坐标原点，向量 BA
→

正方向为 x 轴正方向，过点 B 与 BA 垂直的直线为 y 轴建系，如图

8 所示，则 ( )0,0B ， ( )2,0A ， ( )0,2C 。 
 

 
Figure 8. Diagram of example two 
图 8. 例 2 图示 

 
设 ,CM ANλ µ= = ，则有 2λ µ+ = ， ( )2 2M N Cλ λ+ = + ， ( )2 2N M Aµ µ+ = + 。 
所以有 ( )2 2M N Cλ λ+ − = ， ( )2 2N M Aµ µ+ − = 。 
于是得到： ( )( ) ( )2 2 2 2 2M C Aλ µ µ λ+ + = + + ， 

( )( ) ( )2 2 2 2 2N A Cλ µ λ µ+ + = + + ， 
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所以 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2M N A C A Cλ µ λ µ λµ λ λ µ µ + + ⋅ = + + + ⋅ + + + +  。 
又 0A C⋅ = ，所以 ( ) ( )2 216 2 2 2 2M N A Cλ λ µ µ⋅ = + + + 。 

又 2 4A = ， 2 4C = ， 2λ µ+ = ，所以 ( )
2

2 21 2 31
2 2 2

M N λ µ λ
 

⋅ = + + = − +  
 

。 

又 0 2λ< < ，所以
3 2
2

M N≤ ⋅ < 。 

即 ⋅BM BN 的取值范围为
3 ,2
2
 

 
。 

例 3 已知三棱锥 D-ABC 的顶点坐标分别为： ( )1,3,1A − ， ( )1, 1,2B − ， ( )2, 2, 1C − − ， ( )3,1, 3D − ，点

P 在三棱锥 D-ABC 的内部，且三棱锥 P-DBC、三棱锥 P-ADC、三棱锥 P-ABD 和三棱锥 P-ABC 的体积比

为1: 2 :3: 4，求点 P 到 ABC∆ 所在平面的距离。 
解 由题意知，三棱锥 D-ABC 的体积[10] [11]为 

-

1 1 3 1
1 1 1 21 1 30 5,
1 2 2 16 6
1 3 1 3

D ABCV

−
−

= = × =
− −

−

 

所以 -
1
2P DBCV = ， - 1P ADCV = ， -

3
2P ABDV = ， - 2P ABCV = 。 

设点 P 的坐标为 ( ), ,x y z ，则有 

1 35 1 2 ,
2 2

P A B C D⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

即 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 35 , , 1,3,1 1 1, 1,2 2, 2, 1 2 3,1, 3
2 2

x y z⋅ = ⋅ − + ⋅ − + ⋅ − − + ⋅ − ， ( ) ( )10 ,10 ,10 19, 1, 10x y z = − − ， 

所以点 P 的坐标为
19 1, , 1
10 10

− − 
 

。 

由题意知， ( ) ( )2, 4,1 , 3, 5, 2= − = − −AB AC 。 
设 ABC∆ 所在平面的法向量为 ( ), ,m n r=α ，则有 ,⊥ ⊥AB ACα α ，即 

2 4 0,
3 5 2 0.

m n r
m n r
− + =

 − − =
 

取 13m = ， 7n = ， 2r = ，得到 ( )13,7,2=α ，所以 ABC∆ 所在平面的方程为 

( ) ( ) ( )13 1 7 3 2 1 0,x y z+ + − + − =  

于是点 P 到 ABC∆ 所在平面的距离为

( )
2 2 2

19 113 1 7 3 2 1 1
10 10 6 222

11113 7 2

−   + + − + − −   
    =

+ +
。 

4. 结论 

文中提出的基于有向距离、行列式等理论基础，对直线上、平面内和空间内的点坐标恒等式进行转

化，可以很好地将抽象的几何问题转化为代数问题，进而进行求解。此时，要求学生具有较好的行列式

基础知识、知识转移能力，这对于大多数中学生来说是有一定难度的。同时，对中学教师的教学方法和

教学知识的储备也有了更高的要求。文中只是列举了部分例题，并没有对空间几何问题进行全面地分析
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和分类，因此应继续对空间几何问题进行归纳、总结、分类，能够、对空间几何问题转化为可用行列式

知识解决进行更全面的分析、研究和阐述。 
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