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摘 要

图的单变量匹配多项式是图的匹配生成函数的等价形式之一，Farrell 引入的图的双变量匹配多项

式是图的单变量匹配多项式的推广。本文研究了一类 2-树的双变量匹配多项式，利用匹配矩阵行
列式的一种特殊展开形式得到该类 2-树的双变量匹配多项式的显示表达式，进一步, 获得了相应
的 Hosoya 指数。
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Abstract

The univariate matching polynomial of a graph is one of the equivalent forms of the
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graph matching generating function. The bivariate matching polynomial of a graph
introduced by Farrell is a generalization of the univariate matching polynomial of a
graph. This paper studies the bivariate matching polynomial of a class of 2-trees. By
using a special expansion form of the determinant of the matching matrix, the explicit
expression of the bivariate matching polynomial of this class of 2-trees is obtained.
Further, the corresponding Hosoya index is obtained.
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1. 引言

设图 G = (V,E), 其中 V 是顶点集且 |V | = p, E 是边集, 当 S ⊆ V 时, 则 G− S 表示从 G 中

删去 S 中的所有顶点及其关联边得到的图. 特别地, S = {v} 时, G− S 简记为 G− v, m(G) 为图

G 的双变量匹配多项式, 其定义为

m(G;ω1, ω2) =

[ p2 ]∑
k=0

ak(G)ωp−2k
1 ωk

2 ,

其中 ak(G) 是图 G 中含有 k 条边的匹配数, ω1,ω2 分别是图 G 的顶点权重与边权重. 得出匹配多
项式的定义之后, Farrell 注意到, 假如一个匹配包含一条边, 那么这个匹配就不包含所有和它相邻
的那些边, 因此, 通过选定一条特定的边, 他把图的所有匹配的集合分为两类: 一类包含一条给定的
边 e, 另一类不包含边 e . 通过这样的一个划分, Farrell 便得到了匹配多项式的一个递归公式, 记
作:

m(G;ω1, ω2) = m(G1;ω1, ω2) + ω2m(G2;ω1, ω2)

其中 G1 表示删去图 G 的一条边 e 后得到的图, G2 表示删去边 e 两个顶点后得到的图. 这个递归
公式的意义在于通过重复应用这个定理, 可以计算一个图的匹配多项式. 对于完全图 K2, K3, K4

以及空图 K̄p, 它们的双变量匹配多项式为 [1]
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m(K2;ω1, ω2) = ω2
1 + ω2;

m(K3;ω1, ω2) = ω3
1 + 3ω1ω2;

m(K4;ω1, ω2) = ω4
1 + 4ω2

1ω2 + 2ω2
2 ;

m(K̄p;ω1, ω2) = ωp
1 .

特别地, 当 ω2 = −1 时, 得到单变量匹配多项式 (Heilmann 和 Lieb [2]) 的定义

m(G;ω1,−1) =

[ p2 ]∑
k=0

ak(G)(−1)kωp−2k
1 .

目前, 许多特殊图类的单变量匹配多项式已经有确定的表达式. 例如, n 个顶点的路图 Pn 和 n 个顶

点的星图 Sn 的匹配多项式有以下结果：

m(Pn;ω1) =
(ω1 −

√
ω2
1 − 4)n+1 − (ω1 +

√
ω2
1 − 4)n+1

2n+1
√
ω2
1 − 4

;

m(Sn;ω1) = ωn−2
1 (ω2

1 − n+ 1).

1971 年, Hosoya [3] 提出了图 G 的 Hosoya 指数概念, 其定义为

Z(G) =
∑
k≥0

ak(G),

其中 ak(G) 表示图 G 中含有 k(k ≥ 0) 条边的匹配数. 2-树是树概念的推广, Harary [4] 首先用单
形与复形的概念定义了 2-树, 1986 年,Arnborg [5] 给出了更一般的 k-树的递归定义. 因此通过 k-树
的递归定义, 也可得到 2-树的递归定义: 由 2 个顶点连接的一条边是最小的 2-树. 如果 G 是一个

2-树, 那么添加一个新顶点连接 G 中某条边的两个端点得到的图也是一棵 2-树. 本文将研究一类
2-树的双变量匹配多项式, 并根据其结构特征, 利用图匹配矩阵行列式的一种特殊展开形式与图匹
配矩阵 d− 函数进行比对, 找出差异及其规律, 进而求得其双变量匹配多项式的显性表达式, 进而得
到其 Hosoya 指数.

2. 相关定义与引理

定义 2.1. ( [1]) 䇴 G = (V,E), ъ V = {v1, v2, . . . , vn}, E = {e1, e2, . . . , em}. 㤛 vi,vj ∈ V , ഴࡏ
G Ⲻ९䞃⸟䱫ᇐѿѰ M(G) = (mij)n×n, ެѣ

mij(G) =



√
ω2 京⛯ vi ф vj 䛱᧛ъi < j,

−√
ω2 京⛯ vi ф vj 䛱᧛ъi > j,

0 京⛯ vi ф vj у䛱᧛,

ω1 i = j.
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定义 2.2. ( [1]) 䇴 G = (V,E), ъ V = {v1, v2, . . . , vn}, E = {e1, e2, . . . , em}. 㤛 vi,vj ∈ V , ഴࡏ
G Ⲻ९䞃⸟䱫 M(G) Ⲻ d− ᮦ࠳ d(M(G)) ᇐѿྸс:

(i) ᖉ n = 0 ᰬ, d(M(G)) = 1;

(ii) ᖉ 0<n≤3 ᰬ, d(M(G)) = det(M(G));

(iii) ᖉ n>3 ᰬ, d(M(G)) = ω1d(M(G− vi)) + ω2

∑
vivj∈E

d(M(G− vi − vj)).

引理 2.1. ( [1,6]) 䇴 G = (V,E) ъ vi, vj ∈ V , ࡏ

(i) d(M(G)) = m(G;ω1, ω2);

(ii) m(G;ω1, ω2) = ω1m(G− vi) + ω2

∑
vivj∈E

m(G− vi − vj).

引理 2.2. ( [7]) 㤛 A = (aij)n×n ѰжѠ n× n ⸟䱫, Aij ф Air,sj Ѱ A Ⲻሯᓊ֏ᆆᕅ, ࡏ

|A| = (−1)i+jaijAij +
n∑

r=1

n∑
s=1

(−1)v1+v2aisarjAir,sj ,

ެѣ v1 Ѱ i ф r, s ф j Ⲻ䘼ᓅᮦૂ v2 = i+ s+ r + j.

引理 2.3. ( [8]) 䇴⸟䱫 M1, M2, M3 ૂ M4 Ⲻ䱬ᮦࡡ࠼Ѱ p× p, p× q, q × p ૂ q × q. 㤛 M1 ૂ

M4 ᱥਥ䘼Ⲻ, ࡏ

det
(
M1 M2

M3 M4

)
= det(M4)× det(M1 −M2M

−1
4 M3)

= det(M1)× det(M4 −M3M
−1
1 M2),

ެѣ M1 −M2M
−1
4 M3 ᱥ M4 Ⲻ Schur 㺛, M4 −M3M

−1
1 M2 ᱥ M1 Ⲻ Schur 㺛.

3. 主要结论

本文讨论的 2-树图序列 {Bn}n≥0 如图图 1所示:

Figure 1. Bn (n = 0, 1, 2, . . .)

图 1. Bn (n = 0, 1, 2, . . .)

不难看出 B0 = K2（V (B0) = {x, y}), Bn (n ≥ 1) 表示在 K2 的基础上添加了 n 个 2 度
顶点 u1, u2, . . . , un 且它们与 K2 的两个顶点 {x, y} 都相邻, 即 V (Bn) = {x, y, u1, u2, . . . , un},
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E(Bn) = {xuk|k = 1, 2, · · · , n} ∪ {yuk|k = 1, 2, · · · , n} ∪ {xy}.

定理 3.1. Bn Ⲻਂ਎䠅९䞃ཐ亯ᕅѰ

m(Bn;ω1, ω2) = ωn+2
1 + (2n+ 1)ωn

1ω2 + (n2 − n)ωn−2
1 ω2

2 (n = 0, 1, 2, . . .).

Proof. 根据图匹配矩阵的定义, 有

M(B0) =

( x y

x ω1
√
ω2

y −√
ω2 ω1

)
,M(B1) =


u1 x y

u1 ω1
√
ω2

√
ω2

x −√
ω2 ω1

√
ω2

y −√
ω2 −√

ω2 ω1

,

M(B2) =



u2 u1 x y

u2 ω1 0
√
ω2

√
ω2

u1 0 ω1
√
ω2

√
ω2

x −√
ω2 −√

ω2 ω1
√
ω2

y −√
ω2 −√

ω2 −√
ω2 ω1

,

对匹配矩阵 M(Bn) 作适当分块得

M(Bn) =

(
D U

V W

)
,

其中, D = ω1In, U =
√
ω2Jn×2, V = −√

ω2J2×n, W =

(
ω1

√
ω2

−√
ω2 ω1

)
.

利用引理2.2, 对上述匹配矩阵按元素 m11 进行展开得

det(M(B2)) = m11M11 −m13m31M13,31 −m14m41M14,41 +m13m41M14,31

+ m14m31M13,41

= ω1 det(M(B1)) + 2ω2 det(M(K1,1)) + ∆(u2),

det(M(B3)) = m11M11 −m14m41M14,41 −m15m51M15,51 +m14m51M15,41

+ m15m41M14,51

= ω1 det(M(B2)) + 2ω2 det(M(K1,2)) + ∆(u3),

...

det(M(Bn)) = m11M11 −m1(n+1)m(n+1)1M1(n+1),(n+1)1 −m1(n+2)m(n+2)1M1(n+2),(n+2)1

+ m1(n+1)m(n+2)1M1(n+2),(n+1)1 +m1(n+2)m(n+1)1M1(n+1),(n+2)1

= ω1 det(M(Bn−1)) + 2ω2 det(M(K1,n−1)) + ∆(un),
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其中

∆(un) = m1(n+1)m(n+2)1M1(n+2),(n+1)1 +m1(n+2)m(n+1)1M1(n+1),(n+2)1 (n = 1, 2, 3, . . .).

经过计算, 得
∆(un) = −ω2[(det(A )) + (det(B))],

其中

A =

(
ω1In−1

√
ω21n−1

−√
ω21T

n−1

√
ω2

)
, B =

(
ω1In−1

√
ω21n−1

−√
ω21T

n−1 −√
ω2

)
.

由引理2.3的 Schur 补公式, 有

det(A ) = ωn−1
1

√
ω2 + (n− 1)ωn−2

1 ω2,

det(B) = −ωn−1
1

√
ω2 + (n− 1)ωn−2

1 ω2.

因此,
∆(un) = (2− 2n)ωn−2

1 ω2
2 (n = 1, 2, . . .).

根据匹配矩阵的 d− 函数定义, 有

d(M(B0)) = det(M(B0)),

d(M(B1)) = det(M(B1)),

d(M(B2)) = ω1d(M(B1)) + 2ω2d(K1,1),

d(M(B3)) = ω1d(M(B2)) + 2ω2d(K1,2),

...

d(M(Bn)) = ω1d(M(Bn−1)) + 2ω2d(K1,(n−1)).

由于 det(M(K1,n)) = d(M(K1,n)) (n = 0, 1, 2, . . .), 有

det(M(B0))− d(M(B0)) = det(M(B1))− d(M(B1)) = 0,

det(M(B2))− d(M(B2)) = ω1[det(M(B1))− d(M(B1))] + ∆(u2)

= ∆(u2),

det(M(B3))− d(M(B3)) = ω1[det(M(B2))− d(M(B2))] + ∆(u3)

= ω1∆(u2) + ∆(u3),

...

det(M(Bn))− d(M(Bn)) = ω1[det(M(Bn−1))− d(M(Bn−1))] + ∆(un)

= ωn−2
1 ∆(u2) + ωn−3

1 ∆(u3) + ωn−4
1 ∆(u4) + . . .+ ω1∆(un−1) + ∆(un).
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由于 ∆(un) = (2− 2n)ωn−2
1 ω2

2 (n = 1, 2, . . .), 故

det(M(Bn))− d(M(Bn)) = (n− n2)ωn−2
1 ω2

2 (n = 0, 1, 2, . . .).

易知矩阵 A 为非奇异的, 由 Schur 补公式, 有

det(M(Bn)) = ωn+2
1 + (2n+ 1)ωn

1ω2,

因此, 根据引理2.1, 得

m(Bn;ω1, ω2) = d(M(Bn)) = det(M(Bn))− (n− n2)ωn−2
1 ω2

2

= ωn+2
1 + (2n+ 1)ωn

1ω2 + (n2 − n)ωn−2
1 ω2

2 (n = 0, 1, 2, . . .).

推论 3.1. Bn Ⲻঋ਎䠅९䞃ཐ亯ᕅѰ

m(Bn;ω1,−1) = ωn+2
1 − (2n+ 1)ωn

1 + (n2 − n)ωn−2
1 (n = 0, 1, 2, . . .).

推论 3.2. Bn Ⲻ Hosoya ᤽ᮦѰ

Z(Bn) = n2 + n+ 2 (n = 0, 1, 2, . . .).

Proof. 根据 Hosoya 指数的定义, 当 ω1 = ω2 = 1, 则 m(G; 1, 1) = Z(G). 因此,

m(Bn; 1, 1) = 1 + (2n+ 1) + (n2 − n) = n2 + n+ 2 (n = 0, 1, 2, . . .).

n det(M(Bn)) m(Bn;ω1, ω2) Z(Bn) ∆(un)

0 ω2
1 + ω2 ω2

1 + ω2 2 0
1 ω3

1 + 3ω1ω2 ω3
1 + 3ω1ω2 4 0

2 ω4
1 + 5ω2

1ω2 ω4
1 + 5ω2

1ω2 + 2ω2
2 8 −2ω2

2

3 ω5
1 + 7ω3

1ω2 ω5
1 + 7ω3

1ω2 + 6ω1ω
2
2 14 −4ω1ω

2
2

4 ω6
1 + 9ω4

1ω2 ω6
1 + 9ω4

1ω2 + 12ω2
1ω

2
2 22 −6ω2

1ω
2
2

4. 小结

本文研究了一类 2-树的双变量匹配多项式, 利用行列式的一种特殊展开式对该类 2-树的匹配矩
阵对应的行列式进行展开, 通过与该图匹配矩阵的 d− 函数进行比对, 再计算两者之差发现规律进
而求得了其双变量匹配多项式的显性表达式, 进一步获得了该类 2-树的 Hosoya 指数. 这种方法可
能可以推广到其他 2-树, 特殊单圈图, 特殊双圈图等图的双变量匹配多项式的计算问题上, 对于顶
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点数众多且图匹配矩阵对应的行列式不易计算的图, 因此该方法存在一定的局限性.
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