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摘  要 

本文探讨了在求解大规模稀疏线性方程组时，多项式预处理技术在GMRES方法中的应用，提高了其计算

效率和计算精度。我们分析了多项式预处理如何增加用于形成近似解的多项式的阶数。同时为了简化多

项式预处理的过程，我们提出了基于Arnoldi过程的多项式预处理方法，通过直接利用Arnoldi基向量和

递归系数来构造多项式 ( )p A b ，从而有效避免了对多项式系数的直接计算。通过数值算例验证了这种方

法简单且高效，为多项式预处理在GMRES中的应用提供了新的视角。 
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Abstract 
In this paper, the application of polynomial preprocessing technology in the GMRES method is dis-
cussed when solving large-scale sparse linear equations, which improves its computational effi-
ciency and computational accuracy. We analyze how polynomial preprocessing increases the order 
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of the polynomial used to form an approximate solution. At the same time, in order to simplify the 
process of polynomial preprocessing, we propose a polynomial preprocessing method based on the 
Arnoldi process, which directly uses the Arnoldi basis vector and recursive coefficients to construct 
the polynomial ( )p A b , which effectively avoids the direct calculation of the polynomial coefficients. 
Numerical examples verify that this method is simple and efficient, which provides a new perspec-
tive for the application of polynomial preprocessing technology in the GMRES method. 
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1. 引言 

大规模稀疏线性方程组 Ax b= 的求解是科学与工程计算中的核心问题之一。随着问题规模的增大和

复杂性的提高，传统的直接求解方法往往面临计算量巨大和存储需求高的挑战。而迭代方法很好地解决

了这一问题，迭代算法通过逐步逼近解的方式，对于大规模问题通常更加高效。它们不需要一次性计算

整个矩阵的逆或分解，因此可以显著减少计算量和存储需求[1]。Krylov 子空间方法也是一种迭代算法，

其特别适用于处理大规模稀疏矩阵问题。在求解过程中，它只需要存储和计算矩阵向量乘积，而不需要

显式地存储整个矩阵，大大降低了存储需求并提高了计算效率。相比之下，一些传统的迭代算法可能需

要更多的存储空间和计算资源来处理稀疏矩阵。同时，Krylov 子空间方法通过构建一个低维度的 Krylov
子空间来逼近原问题的解，实现了对原问题的降维处理。这种降维处理不仅降低了问题的复杂度，还使

得算法更加灵活和高效[2]。GMRES 是一种 Krylov 子空间方法，因其存储需求低和计算效率高的特点而

备受关注[3]。然而，对于矩阵 A 的谱特性复杂的问题，GMRES 的性能可能会受到限制[4]。 
为了进一步提高 GMRES 的性能，多项式预处理成为了一个重要的研究方向[5]。多项式预处理通过

在求解过程中引入一个多项式函数 ( )p A ，将原始线性方程组转化为 ( ) ( )p A Ax p A b= 。多项式预处理技

术通过对方程组的系数矩阵进行预处理，降低其条件数，从而加速迭代过程的收敛速度。然而，构造合

适的多项式 ( )p A 并非易事。切比雪夫多项式和最小二乘多项式是两种常见的方法[6]，但它们都依赖于

对矩阵 A 的谱特性的准确估计，而这在许多实际问题中是做不到的。由此推测，求解多项式的复杂也可

能阻碍了多项式预处理在 GMRES 中的广泛应用。因此，本文提出了一种基于 Arnoldi 过程的多项式预处

理方法。该方法利用 Arnoldi 算法生成的基向量和递归系数，直接实现多项式 ( )p A b ，而无需显式计算多

项式 p 的系数。这种方法不仅简化了多项式预处理的实施，还避免了系数计算精度不高所带来的问题。

数值算例的结果也说明了该方法的有效性。 

2. 广义极小残差法(GMRES)算法 

考虑线性方程组 

Ax b= ， 

其中矩阵 ,n n nA R b R×∈ ∈ 是已经给定的，而向量 nx R∈ 是待求的未知向量。这里假定系数矩阵 A 是非奇

异的大型稀疏矩阵，而且 TA A≠ 。广义极小残差法是求 ( ),k kx K A b∈ ， ( ) { }2 1, , , , , k
kK A b span b Ab A b A b−= 
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使得 

( ){ }22 min : ,k k kr b Ax x K A b= − ∈ ， 

其中 k kr b Ax= − ，即求 ( ),k kx K A b∈ ，使得残差向量 kr 的 2-范数最小。 

由 Arnoldi 分解[7]可以得到 
T

1 1
ˆ

k k k k k k k kAQ Q H q e Q Hβ + += + = ， 

其中 [ ] ( )1
1 1, n k

k k kQ Q q R × +
+ += ∈ 满足 T

1 1 1k k kQ Q I+ + += ，而矩阵 
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是上 Hessenberg 矩阵。对任意的 ( ),k kx Q y K A b= ∈ ，有 
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其中 0 2bβ = ，则极小化问题 ( ){ }22 min : ,k k kr b Ax x K A b= − ∈ 等价于求 k
ky R∈ ，使得 

{ }0 1 0 12 2
ˆ ˆmin : k

k k ke H y e H y y Rβ β− = − ∈ 。 

之后再利用 ˆ
kH 的 QR 分解来求解上述最小二乘问题。由于 ˆ

kH 是上 Hessenberg 矩阵，可以计算 k 个

Givens 旋转变换 
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使得 

( )1 2 1
ˆ

0k
k

k k

R
HG G G G−

 
=  
 

 ， 

其中 kR 是非奇异的上三角矩阵。由此可得最小二乘问题 { }0 1 0 12 2
ˆ ˆmin : k

k k ke H y e H y y Rβ β− = − ∈ 的解为 

1
k k ky R t−= ， 

其中 ( ) ( )T 1
1 2 1 0 1 0 1 2 1, , , , , 1 , 2,3, ,j

k k j j jt c s s s c j kτ τ τ τ β τ β−
−= = = − =   ，此时的残差向量的范数为 
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0 12 2
ˆ

k k k k kb A eQ y H yβ β− = − = ， 

其中 ( ) 0 1 21 k
k ks s sβ β= −  。 

在实际使用这一算法时，一般先选定一个不太大的正整数 m，用 GMRES 方法计算出 mx ，然后再以

mx 为初始向量重新运行。这就是所谓的 GMRES (m)算法，具体算法如下。 
 

Algorithm1：重新启动的 GMRES 算法(GMRES (m)) 
Input：稀疏矩阵 A，右端项 b，单次循环迭代次数 m 
Output：迭代近似解 x 

Step1：给定迭代初始值以及终止条件 

0mx = , 

0 mr b Ax= − , 

0 0 2
rβ = , 

1 0 0q r β= , 

2m bρ = , 

2

m

b
ρ

ε< . 

Step2：得到迭代解 mx  

先由 Arnoldi 算法可以得到一个长度为 m 的 Arnoldi 分解 

1
ˆ

m m mAQ Q H+=  

再利用 Givens 旋转变换计算 ˆ
kH 的 QR 分解 

T

0
ˆ m

k

R
H G  

=  
 

 

最后通过回代计算 mx  

m m m mx x Q y= +  

3. 多项式预处理 

我们在用 GMRES (m)子空间方法来解决线性方程组 Ax b= 时，由于 A 的条件数较大收敛速度较慢，

可以考虑使用多项式预处理方法降低其条件数，从而加速迭代过程的收敛速度。进而方程将会转化为 

( ) ( )p A Ax p A b=                                   (1) 

其中 p 是一个多项式用 GMRES (m)方法求解这个新的方程组时就会有着更快的收敛速度，此方法也可以

与其他预处理方法结合使用。 
设 p 是 d 次多项式，记 ( ) ( )s A p A A≡ ，则 s 的次数为 d + 1。设 GMRES (m)某一步迭代中的近似解

为 ( ) 0x̂ A rπ= ，其中π 是最高次为 1m − 次的多项式。则有 

( )( ) ( ) 0x̂ s A p A rπ=                                  (2) 

因此，实际用于形成近似解的组合多项式 ( )s pπ  的次数为 ( ) ( )1 1 1m d d m d m− ∗ + + = ∗ + − 。用于求
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近似解的最小化是在维度 m 的子空间上，而不是维度为 ( )1m d∗ + 的整个 Krylov 子空间上。 

4. 基于 Arnoldi 过程的多项式预处理 GMRES 算法 

接下来我们给出一种基于 Arnoldi 过程的多项式预处理方法，首先计算 Arnoldi 基向量，并找到将这

些基向量组合在一起以产生最小残差解的系数。这些系数来自标准 GMRES 方法中的中间步骤。然后，为

了实现 ( )p A b ，对于某个向量 b，必须应用相同的 Arnoldi 递归。就好像我们用起始向量 b 运行 Arnoldi，
但我们没有计算用来向量正交化的标量，而是使用与找到多项式信息的原始 Arnoldi 迭代中使用的相同的

递归系数。将其与生成的 Arnoldi 多项式组合表示多项式 p，最后应用于向量 b，得到 ( )p A b 。 
 

Algorithm2：使用 Arnoldi 基向量实现 ( )p A b  

Input：稀疏矩阵 A，右端项 b，预处理多项式的最高次项的次数 d 
Output：迭代近似解 y 

Step1：p 的初始形式 

1 2
v b b= , 

1 2 2, 1d d d dAV V H+ + + += . 

1 2, 1 2
min d de H g+ +− . 

Step2：对于任意向量 b，实现 ( )y p A b= . 

1y g b= ∗ , 

1w b= . 

for 1:j d=  

jt A w= ∗ , 

1

j
ij ii

t t h w
=

= − ∗∑ , 

1 1,j j jw t h+ += , 

1 1j jy y g w+ += + ∗ . 

End 

 
可以考虑对应于 Arnoldi 迭代生成的 Arnoldi 向量的多项式。例如，第二个 Arnoldi 向量( 1dV + 的第二

列)为 ( )( )2 21 1 11 11v h Av h v= − ，A 的相应多项式为 ( ) ( )( )21 111A h A h Iτ = − 。当这些 Arnoldi 多项式应用于起

始向量 1v 时，它们会产生正交向量。在上面的算法中，我们在步骤 2 中将这些相同的多项式应用于另一

个向量 b。但是，生成的 jw 向量不是正交的。 

计算 ( )p A b 的矩阵向量积的数量为 d (与之前相同)。向量运算的次数约为 2 2 2.5d d+ 。这里额外的

计算有时将很重要。 

5. 数值算例 

为了展示出基于 Arnoldi 过程的多项式预处理方法的有效性，我们一共给出了四个例子，分别是当稀

疏矩阵 A 为较低条件数、较高条件数、正定矩阵和不定矩阵四种不同性质的矩阵时，该算法均展现出了

良好的效果。 
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例 1：对于线性方程组 Ax b= 。矩阵 A 的大小为 50 × 50，对角线元素为{ }1,2, ,50 ，次对角线元素

为{ }0.2,0.2, ,0.2 ，向量 [ ]T1 501,1, ,1b
×

=  。 

我们分别用 GMRES (10)方法和基于 Arnoldi 过程的多项式预处理方法(以下简称 Arnoldi 多项式法)计
算方程组的解。结果显示如下： 

 
方法 GMRES (10) Arnoldi 多项式法 

误差范数 8.8 × 10−7 6.2177 × 10−15 

迭代时间/秒 0.2807 0.0068 

 
从本例的结果可以看出，在面对较低条件数的稀疏矩阵 ( )( )50.3431A cond A = 时，Arnoldi 多项式法

表现出了出色的收敛效果，无论是在迭代速度上还是在迭代精度上都要优于 GMRES (10)算法。同时我们

再来看下一个例子。 
例 2：对于线性方程组 Ax b= 。矩阵 A 的大小为 500 × 500，对角线元素为{ }0.1,0.2, ,1, 2, , 491  ，

次对角线元素为{ }0.2,0.2, ,0.2 组成的，向量 [ ]T1 5001,1, ,1b
×

=  。 

本例中稀疏矩阵 A 的条件数为 ( ) 38.3218 10cond A = × ，我们依旧对两种算法进行对比，结果如下： 
 

方法 GMRES (10) Arnoldi 多项式法 

误差范数(迭代 100 次) 0.0230 0.4787 

迭代时间/秒 0.0705 0.0316 

误差范数(迭代 200 次) 0.0025 2.5324 × 10−4 

迭代时间/秒 0.1144 0.0923 

 
通过对比可以看出，在此例中，Arnoldi 多项式法在迭代初期的收敛速度相对于 GMRES (10)来说较

慢，迭代精度较低，然而随着迭代的继续，在迭代后期 Arnoldi 多项式法的收敛速度要快于 GMRES (10)，
迭代精度也有所提升。并且从迭代所耗的时间上来看 Arnoldi 多项式法也有着不错的效果。 

例 3：对于线性方程组 Ax b= 。矩阵 A 的大小为 2000 × 2000，对角线元素为{ }0.1,0.2, ,1, 2, ,1981 

次对角线元素为{ }0.2,0.2, ,0.2
，向量 [ ]T1 20001,1, ,1b

×
=  。 

用一个更大规模的稀疏矩阵来比较两种算法，结果如下： 
 

方法 GMRES (10) Arnoldi 多项式法 

误差范数(迭代 100 次) 0.0390 2.3049 

迭代时间/秒 0.2721 0.4961 

误差范数(迭代 200 次) 0.0120 0.4993 

迭代时间/秒 0.5193 1.0246 

误差范数(迭代 400 次) 0.0013 2.5907 × 10−4 

迭代时间/秒 1.0702 2.6187 

 
在此例中，稀疏矩阵 A 正定且条件数为 ( ) 43.3744 10cond A = × ，Arnoldi 多项式法虽然在迭代初期表

现的不够出色，但随着迭代的进行，在迭代后期，在迭代精度上有着不错的迭代效果。仅仅牺牲了一点
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迭代时间，而在迭代精度上却提升了一位计算精度。 
例 4：对于线性方程组 Ax b= 。矩阵 1A SDS −= ， 1000 1000, ,A S D R ×∈ ， ( )1,0.9S = 是双对角阵，1 是主

对角元，0.9 是其上对角元，D 是对角阵，对角元为{ }10, 9, , 1,1, ,990− − − 
，向量 [ ]T1 10001,1, ,1b

×
=  。 

 
方法 GMRES (10) Arnoldi 多项式法 

误差范数(迭代 100 次) 0.0740 0.7254 

迭代时间/秒 0.5422 0.1105 

误差范数(迭代 200 次) 0.0480 0.2037 

迭代时间/秒 0.6253 0.3020 

误差范数(迭代 300 次) 0.0290 7.2663 × 10−6 

迭代时间/秒 0.8808 0.4780 

 
由此例结果可以看出，由于矩阵 A 有负特征值的影响，GMRES (10)方法并没有产生良好的迭代效果，

而 Arnoldi 多项式法却表现出了良好的迭代效果。 
除上面四个例子展示的结果之外，我们还对算法的收敛稳定性进行了对比，由于在各个例子中的收

敛稳定性均大致相同，所以只展示例 2 的结果图，如图 1 所示。 
 

 
Figure 1. Comparison of the residuals of the Arnoldi polynomial method and the GMRES algorithm 
图 1. Arnoldi 多项式法与 GMRES 算法的残差对比图 

 
如上图所示，基于 Arnoldi 过程的多项式预处理方法虽然会随着迭代的进行，迭代精度逐渐超过

GMRES 算法，但是当迭代一直进行下去时，会出现收敛不稳定的现象。 

6. 结论 

我们提出了一种基于 Arnoldi 过程的多项式预处理技术，并将其运用于 GMRES 算法中，通过计算一

些数值算例来与重启的 GMRES 算法进行对比，结果显示出该预处理方法在面对不同问题时，在计算精
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度以及迭代时间上都有着不错的表现结果，验证了该方法的有效性及可行性。未来还可以对该 Arnoldi 多
项式预处理方法进行进一步完善，就比如，使该方法能够具有更高的收敛精度，使其能够在面对更为复

杂的问题时依然具有良好的收敛稳定性。 
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