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摘  要 

2017年Nikiforov提出的Aα-矩阵是A矩阵和Q矩阵的一般形式，由于Aα-矩阵的结果随着参数的变化而变

化，Aα-矩阵具备很多A矩阵和Q矩阵没有的性质。本文计算了完全图，完全二部图，完全等多部图，友谊

图，风车图的Aα-特征值和能量，并给出删除任一条边后完全平衡二部图能量的变化。 
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Abstract 
The Aα-matrix proposed by Nikiforov in 2017 is a general form of both A and Q matrices. Due to the 
fact that the results of the Aα-matrix vary with the parameters, the Aα-matrix possesses many prop-
erties that are not present in A and Q matrices. In this paper, we calculate Aα-eigenvalues and ener-
gies of the complete graph, complete bipartite graph, complete equal multi-partite graph, friend-
ship graph and windmill graph, and give the energy changes of complete balanced bipartite graphs 
after deleting an arbitrary edge. 
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1. 引言 
设 ( ) ( ) ( ), ,A G D G Q G 分别表示图 G 的邻接矩阵，对角矩阵和无符号拉普拉斯矩阵，2017 年，Nikiforov 

[1]定义了 Aα -矩阵和 Aα -特征多项式如下，对于任意实数 [ ]0,1α ∈ ： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

1

, ,

,

nA det I A

A G D G A G

G Gα

α

α

α

φ λ

α

λ

= +

= −

−
 

其中 nI 是 n 阶单位阵。显然， ( ) ( )0A G A G= ， ( ) ( )1A G D G= 和 ( ) ( )1 22A G Q G= 。 

简单图 G 的能量 ( )
1

N

j
j

E G µ
=

= ∑ 由 Gutman 在[2]提出，其中 1 2, , , nµ µ µ 为 G 的邻接矩阵的特征值。

随后有各种各样的图矩阵的特征值被类似地用来计算图能量，例如，拉普拉斯能量[3]，Aα -能量[4]和 ABC 

能量[5]，路能量[6]。[7]中给出了完全二部图的邻接谱，[8]中给出了每个部分有相同点数的完全等多部图

的邻接谱，[9]中给出了路，完全图，完全二部图，友谊图，风车图的 ABC 能量。 
本文从 Aα -矩阵和多项式的定义出发，计算了完全图，完全二部图，每个部分有相同点数的完全等多

部图，友谊图，风车图等几类特殊图的 Aα -特征值和能量，并给出了删除任一边后完全平衡二部图的 Aα -
能量的大小变化。 

2. 完全图 nK 的 Aα -特征值 

定理 1. 完全图 nK 的 Aα -特征多项式是 

( ) ( )( ) 1, 1 1 .n
A nK n n
α

φ λ λ λ α −= − + − +  

证明：完全图 nK 的度矩阵和邻接矩阵是 

( ) ( ) ( )1 ,  ,n n n n nD K n I A K J I= − = −  

由 Aα -矩阵和多项式的定义得到 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

, 1 1

1 1 ,

A n n n n

n n

K n I J I

n I J
α

φ λ λ α α

λ α α

= − − − − −  

= − + − −
 

其中 nJ 表示全 1 的 n 阶方阵，通过简单计算 nJ 的特征值是单根 n 和 1n − 重 0，所以 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

, 1 1 1

1 1 .

n
A n

n

K n n n

n n
α

φ λ λ α λ α α

λ α λ

−

−

= − + − + − −  

= − + − +
。 

推论 1. 

( ) [ ] [ ]{ }1 11 , 1 ,n
A nSpec K n n
α

α −= − −  

nK 的 Aα -能量是 
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( ) ( )
( )( )

1 1 1

1 1 .1
nE K n n n

n n
α α

α

= − + − −

= − − +
 

推论 2. 

( ) [ ] [ ]{ }1 11 ,, 1n
nSpec K n−= − −  

nK 的能量是 ( ) ( )2 1nE K n= − 。 

3. 完全二部图 m nK , 的 Aα -特征值 

定理 2. 完全二部图 ,m nK 的 Aα -特征多项式是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
, , 1 2 .n

A m n
mK n m m n mn

α
φ λ λ α λ α λ αλ α = − − − + − −   

证明：完全二部图 ,m nK 的度矩阵和邻接矩阵是 

( ) ( ), ,

0 0
,  ,

0 0
m m n

m n m n
n n m

nI J
D K A K

mI J
×

×

   
= =   
   

 

由 Aα -矩阵和多项式的定义得到 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

,

2

2

21 1

1 1 2

1
,

1

1

1

1

1 2 .

m m n
A m n

n m n

m
n n

m n
n n

m n

m n

n I J
K

J m I

mn det m I J
n

n det m n I m J

n m m n mn

n m m n mn

α

λ α α
φ λ

α λ α

λ α λ α α
λ α

λ α λ α λ α α

λ α λ α λ α λ α α

λ α λ α λ αλ α

×

×

−

− −

− −

− − −
=
− − −

 = − − − − − 
 = − − − − − 

= − − − − − −  

 = − − − + − − 

 

推论 3. 

( ) [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) 1
1 1

,

2 2
,

2
,

2
4 1

,n m
A m n

m n p m n mn
Spec K m n

α

α α α
α α− −

 + ± + + −  =   
   

 

,m nK 的 Aα -能量是 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
, 2 4 1 2 .m nE K mn m n m n mnα α α α α= − + + + + −  

推论 4 [5]. 

( ) [ ]{ }12
, 0 , ,m n

m nSpec K mn+ −  = ±   

,m nK 的能量是 

( ), 2 .m nE K mn=  

星图作为特殊的二部图 1, 1n nS K −= ，可以通过上述定理得到其 Aα -特征值和能量。 

推论 5. 星图 nS 的 Aα -特征多项式， Aα -特征值是 
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( ) ( ) ( )( )

( ) [ ] ( )( )

2 2

1
2 2

2

, 1 1 2 ,

4 1 1 2
, ,

2

n
A n

n
A n

S n n

n n n
Spec S

α

α

φ λ λ α λ αλ α

α α α
α

−

−

 = − − − − − 

 ± + − −


 
 
 
 


 
 

=


 

nS 的 Aα -能量是 ( ) ( ) ( )( )2 22 4 1 1 2nE S n n nα α α α= − + + − − 。 
推论 6. 

( ) [ ]{ }120 , 1 ,n
nSpec S n−  = ± −   

nS 的能量是 ( ) 2 1nE S n= − 。 
定理 2. 如果 e 是完全平衡二部图 ,n nK 的任一条边，并且 ,n nK e− 通过删除 ,n nK 的边 e 得到，我们有 

( ) ( ), , .n n n nE K E K eα α> −  

证明： ,n nK e− 的 Aα -特征多项式 

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1

1 1 1 1
,

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

1 1

1 1 1 1 1

1 0 0 1
0 1 1 0

,
0 1 1

1 0 1

1 0 0 1
0 1 1 0

1 1 0

1

n n

n n
A n n

n n n n

n n n n

n

n

n n n

n

n J
n J

K e
J n I J

J J n I

n J
n J

n I J n I

J

α

λ α α
λ α α

φ λ
α λ α α

α α λ α

λ α α
λ α α

α λ α λ α

α

× − × −

× − × −

− × − × − −

− × − × − −

× −

× −

− × − × −

− − − −
− − − −

−
− − − − −

− − − − −

− − − −
− − − −

= − − − − −  
− −

=

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 11 1

11

11

1 1 1 1 1

1 1 11 1

1

0 0 0
0 0 0

,

1 0

1 1

1

0

0

nn

n n n

n nn

n n I

a
a

n I J n I

J n n I

α λ λ α

α λ α λ α

α α λ λ α

− × −− ×

− × − × −

− × −− ×

− − −  

= − − − − −  
− − − − −  

 

所以 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2
2 2

,

1 1 4 1
, ,

2
1

 = n
A n n

n n n n n n
Spec K e n

α

α α α α α
α −

  + − ± + − − − + −  −      

 

,n nK e− 的 Aα 能量是 

( ) ( ) ( ) ( )( )2
, 2 2 2 1 4 1 1 .n nE K e n n n n n nα α α α α− = − + + − − − + −  

由推论 2. 我们有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

, ,

22

2 2

2 2 2 2 2 1 4 1 1

4 2 2 2 2 1 3 1 ,

n n n nE K E K e

n n n n n n n n

n n n n n n

α α

α α α α α

α α α α

− −

= − − − − + − − − + −

= − − − + − + + −

 

因为 
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( )( ) ( )( ) 2

2 2

2 1 3 2 43 1 0,
n n n nn n

n n
+ − + −

+ − − = >  

所以 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

( )

2
2 2

2

2

2 1
2 2 2 1 3 1 2 2

2 1
2

2 2 1
4 2 ,

n n
n n n n n n

n

n n
n

n

n n
n

α α α

α

α
α α

+ − 
− + − + + − < − 

 

+ − 
= − 

 
< − +

< −

 

即 ( ) ( ), ,n n n nE K E K eα α> − 。 

4. 完全等 m 部图 ( )m rK 的 Aα -特征值 

用 ( )m rK 表示每个部分有相同点数 r 的完全等 m 部图。 

定理 3. 完全等 m 部图 ( )m rK 的 Aα -特征多项式是 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
, 1 1 1 1 .

m r m
A m rK m r m r m r r
α

φ λ λ α λ λ α α
− −

= − − − − − − + −            

证明：完全等 m 部图 ( )m rK 的度矩阵和邻接矩阵是 

( )( )
( )

( )

( )

( )( )

1
1

,

1

0
0

 .
0

0

r

r
m r

r

r r r

r r

m r

r r

r r

m rI
m rI

D K

m rI

J J J
J J

A K
J J

J J

 − 
 − =  
 

−  
 
 
 
 =
 
 
  





    



 

由 Aα -矩阵和多项式的定义得到 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1
, ,

1 1 1

1 1 1

r r r r

r r

A m r

r r r

r r r

m r I J J J

J m r I
K

J m r I J

J J m r I

α

λ α α α α

α λ α
φ λ

α λ α α

α α λ α

− − − − − − − −  
− − − −  

=

− − − − − −  
− − − − − −  



    



 

记 ( )( ),A mm rK A
α

φ λ = ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1

1 1

1
1 1 1

0

0

r r r r r

r r
m

r

r r r

J m r I J J J

J m r I
A

J
J J m r I

α λ α α α α

α λ α

α
α α λ α

− − + − − + − − − − −  
− − − −      

− −
− − − − − −     

=



+

+



 

  

 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.1310439


黄梦琪，买吐肉孜·买司地克 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.1310439 4585 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

11 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1

r r m

r r r r r

r r r r r

r r r r r

r r

r r r r r

r

m r I J A

J J J J J
J m r I J J J

J J m r I J J

m r I J

J J J J m r I

m r I

λ α α α

α α α α
λ α α α α

α λ α α α

λ α α

α α α λ α

λ α

− = − − + − − −   
− − − − − − − −
− − − − − − − −  
− − − − − − − −  

− − − −  
− − − − − − − −  

= − − +  







    



( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1

0 0 0
0

0

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

0

1 ,

0

r m

r

r r r

r r r

r r r

m

r r m r r r

J A

J
J m r I J

J m r I J

J m r I J

m r I J A J m r I J

α α

λ α α

λ α α

λ α α

λ α α α λ α α

−

−

−

 − − − 

− − − −  
− − − −  

− − − −  

   = − − + − − − − − − −         







 



 

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

11 1 1 1 1 .
m

m r r m r r rA m r I J A J m r I Jλ α α α λ α α
−

−   = − − + − − − − − − −           

由递推关系可得 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1 1

1 1

, 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 .

m

A r r r rm r

r

m r m

m r m

K m r I m J m r I J

m r m r m r

m r m r r

m r m r m r r

α
φ λ λ α α λ α α

λ α λ α α

λ α λ α α

λ α λ λ α α

−

−

− − −

− −

   = − − − − − − − + −   

= − − − − − − −      

− − − − + −      

= − − − − − − + −          

 

推论 7. 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1
1 , 1 , 1 1 ,

m r m
A m rSpec K m r r r m r r
α

α α α
− −

= − − − − −            

( )m rK 的 Aα -能量是 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 .

m rE K m r m r m r m r r m

m r m r m

α α α α

α α

= − − + − + − − − −

= −  − + + −  
 

推论 8. [9]. 

( )( ) [ ] ( ) ( ) [ ]{ }11 10 , 1 , ,m r m
m rSpec K m r r− −= − −    

( )m rK 的能量是 

( )( ) ( )2 1 .m rE K m r= −  

5. 友谊图 nF 的 Aα -特征值 

友谊图 nF 是通过 n 个 3 长圈图 3C 与一个顶点合并得到，有 2 1n + 个顶点和 3n 条边，如图 1 是友谊
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图 2 3, , nF F F 。 
 

 
Figure 1. 2 3, , nF F F  
图 1. 2 3, , nF F F  

 
定理 4. 友谊图 nF 的 Aα -特征多项式是 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
12 2, 2 1 2 1 2 1 .

n

A nF n n
α

φ λ λ α α λ α λ α λ α α
−

 = − + − − − − − − − −          

证明：友谊图 nF 的度矩阵和邻接矩阵是 

( ) ( )

0 1 1 1 1 1 1
2 1 0 1 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 1 0 0

,  .
1 0 0 1 0 0 0

2
2 1 0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1 0

n n

n

D F A F

 
             = =                
  









 

       





 

由 Aα -矩阵和多项式的定义得到 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) 2 1

1 12
2

2
2

,
2

1 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

1
2

2
1

1

A n

n

n

F
α

λ α
λ α

λ α
λ

α α α α α
α α
α α
α α
α α

α
φ λ

λ α

λ α
λ

α
α α α

+

− − − − − − − − − −
− − − −
− − − −
− − − −
− − − −

− −
− − − −

−
−

−
−

=
−

−
−



 

 

将上面的行列式展开第一行， 2nλ α− 的余子式是 

( )
( )

( )
( ) 2

2 1
1 2

,
2 1

1 2
n

λ α α
α λ α

λ α α
α λ α

− − −
− − −

− − −
− − −


 

其他的是 2n 个分别是 n 个 
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) 2

1 1
1 2

2 1
,1 2

2 1
1 1 2

n

α α
α λ α

λ α α
α λ α

λ α α
α α λ α

− − − −
− − −

− − −
− − −

− − −
− − − − −

 

 

和 n 个 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) 2

1 2
1 1

2 1
1 2

2 1
1 1 2

n

α λ α
α α

λ α α
α λ α

λ α α
α α λ α

− − −
− − − −

− − −
− − −

− − −
− − − − −



 

因此， 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

12 2 2 2

12 2

,

2 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 .

A n

n n

n

F

n n

n n

α
φ λ

λ α λ α α α λ α α λ α α

λ α α λ α λ α α λ α α

−

−

   = − − − − − − − + − − − −     

 = − + − − − − − − − − −        

 

推论 9. 

( ) [ ] [ ]
( ) ( )

1
2 2

1 2 1 8 2 1
3 1 , 1 , 2 ,

2
1n n

A n

n n
Spec F n

α

α α α α
α α α α+

  + + − + −  = − + + + ±      

 

nF 的 Aα -能量是 

( ) ( ) ( )2 22 2 3 1 2 1 8 2 1 .nE F n n n nα α α α α α α= − − + + + + − + −  

推论 10. 

( ) [ ] [ ]{ }111 , 1 , 1 1 8 ,n n
nSpec F n+  = − ± +   

nF 的能量是 ( ) 2 1 1 8nE F n n= + + + 。 

6. 风车图 nF 的 Aα -特征值 

风车图 4
nD 是通过 n 个 4 长圈图 4C 与一个顶点合并得到，有 3 1n + 个顶点和 4n 条边，如图 2 是风车

图 2 3
4 4 4, , nD D D 。 
定理 5. 风车图 4

nD 的 Aα -特征多项式是 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
12 2

4 , 2 1 2 1 2 1
n

n
A D n n
α

φ λ λ α α λ α λ α λ α α
−

 = − + − − − − − − − −         。 
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Figure 2. 2 3

4 4 4, , nD D D  

图 2. 2 3
4 4 4, , nD D D  

 
证明：风车图 4

nD 的度矩阵和邻接矩阵是 

( ) ( )4 4

0 1 1 0 1 1 0
2 1 0 0 1 0 0 0

2 1 0 0 1 0 0 0
2 0 1 1 0 0 0 0

,  

2 1 0 0 0 0 0 1
2 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 1 0

n n

n

D D A D

 
             = =                
  









        







 

由 Aα -矩阵和多项式的定义得到 

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

4

3 1

2 1 1 0 1 1 0
1 2 0 1 0 0 0
1 0 2 1 0 0 0
0 1 1 2 0 0 0

,

1 0 0 0 2 0 1
1 0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 1 1 2

n
A

n

n

D
α

λ α α α α α
α λ α α
α λ α α

α α λ α
φ λ

α λ α α
α λ α α

α α λ α
+

− − − − − − − − −
− − − − −
− − − − −

− − − − −
=

− − − − −
− − − − −

− − − − −









       







 

令 

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 0 1 1 0 0 1 0 1
0 2 1 ; 1 0 0 ; 1 2 1 .

1 1 2 0 0 0 0 1 2
A B C

λ α α α α α
λ α α α α λ α α

α α λ α α λ α

− − − − − − − − −     
     = − − − = − − = − − − − −     
     − − − − − − − −     

 

可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2 2 1 ; 0; 1 2 ,det A det B det Cλ α λ α α α λ α = − − − − = = − − −   

因此， 
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( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

4

1

12 2

2 2 2

12 2

3 2 2

0 0 0
0 0

, 2 2 1
0 0
0 0

2 2 1

2 2 2 1

2 2 2 1 2 1

2 2 2 1

2 2 2 3 1 2 1 1 8

nn
A

n

nn

nn

C
B A

D n det A n det
B A
B A

det A n det A n det C

n n

n n n n

α
φ λ λ α α

λ α α

λ α λ α α

λ α λ α α α

λ α λ α α

λ α λ α α λ

−

−

−

= − + −

= − + −  

 = − − − − 
  − − − − − −   

 = − − − − 

 − + + + + − − + − 





    





( )2 1 .nα α − 

 

推论 11. 

( ) [ ] ( ) [ ]{ }1 1
4 1 2 32 , 2 2 1 , , , ,

nnn
ASpec D
α

α α α λ λ λ
−

 = ± −   

2 3 2 3

3 3
1

2 3 2 3
23 3

2

2 3 2 3
2 3 3

3

;
2 2 3 2 2 3

;
2 2 3 2 2 3

,
2 2 3 2 2 3

q q p q q p

q q p q q p

q q p q q p

λ

λ ω ω

λ ω ω

       = − + + + − − +       
       

       = − + + + − − +       
       

       = − + + + − − +       
       

 

其中
1 3

2
iω − +

= ；
( ) ( ) ( ) ( )22 26 3 1 2 1 1 4 2

2

n n n n
p

α α α + + − − + − + = ； 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )32 3216 2 1 36 2 3 1 2 1 1 16 2
,

27

n n n n n n
q

α α α α α α − − + + + + − − + − + =  

取 0α = 时， ( )2 1p n= − + ; 0q = ，有 1 0λ = ； ( )2 2 1nλ = + ； ( )3 2 1nλ = − + 。 

推论 12. 

( ) [ ] ( ){ }111
4 0 , 2 , 2 1 ,

nnnSpec D n
−+   = ± ± +     

4
nD 的能量是 ( )4 4 2nE D n= 。 

7. 总结 

本文从 Aα -矩阵和多项式的定义出发，利用分块矩阵的性质，通过对完全图，完全二部图，每个部分

有相同点数的完全等多部图，友谊图，风车图等几类特殊图类的顶点分类，利用分块矩阵的性质，计算

了它们的 Aα -特征值和能量，并给出了删除任一边后完全平衡二部图的 Aα -能量的大小变化。但是由于对

点的划分选取困难和部分分块矩阵不规律使得一般完全等多部图的结果无法给出，由于风车图多项式的
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复杂性，其 Aα -能量的表达式尚未给出，还可以继续研究。 
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