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摘  要 

本文研究了具有布朗运动的污染物对河流种群影响的时空模型的长期行为。首先在传统控制策略的基础

上，创新性地引入了随机扰动，提出了一种新型的适应性控制策略，以应对环境变化带来的不确定性。

证明了该模型具有全局正解和平稳分布的存在唯一性，确保了模型的理论基础，为后续分析奠定基础。

然后，考虑到污染物对河流种群的影响，将河流种群扩散模型引入控制策略，利用庞特里亚金的随机极

大值原理，得到了随机河流种群扩散模型的近优性控制的充要条件。 
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Abstract 
This paper studies the long-term behavior of a spatiotemporal model concerning the impact of pol-
lutants with Brownian motion on river populations. First, based on traditional control strategies, 
we innovatively introduce stochastic perturbations and propose a novel adaptive control strategy 
to address the uncertainties brought about by environmental changes. We prove the existence and 
uniqueness of global positive solutions and stationary distributions for the model, ensuring its the-
oretical foundation and laying the groundwork for subsequent analyses. Next, considering the im-
pact of pollutants on river populations, we incorporate the river population diffusion model into 
control strategies and, using Pontryagin’s stochastic maximum principle, derive the necessary and 
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sufficient conditions for near-optimal control of the stochastic river population diffusion model. 
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1. 引言 

水污染是一个全球性的环境问题，涉及多种污染物的排放，包括杀虫剂、塑料微粒、病原体和化学

物质等。水体中的有毒物质不仅影响生态系统的健康，还对生物的行为、种群增长、群落结构和生态系

统的完整性产生不良影响[1]-[8]。数学模型通过将个体水平上的毒性效应推断到种群水平上，开发了几种

数学模型，包括矩阵种群模型[9]-[12]和常微分方程模型[12]-[15]，以研究环境毒物对受污染水生生态系

统中暴露种群动态的影响。 
在这些模型中，反应项描述了污染物的降解或生成；对流项表示污染物随河流向下游的传输，而扩

散项描述了污染物在水体中的随机扩散。因此，这些模型的解析解和数值解可以用来解释污染物浓度在

空间中的分布，以及在毒性转化和水流影响下这些浓度如何变化。Anderson [16] [17]等人提出“水流需

求”这个概念，旨在确定维持生态系统完整性所需的流量的大小、时机和变异性。Lam [18] [19]等提出解

决漂移悖论和水流需求的方法之一是，在扩散运动和平流之间找到平衡，从而使河流中的种群得以持续

存在。在 2022 年，Zhou 和 Huang [20]等人考虑污染物对河流种群影响的时空模型，描述了在流动环境中

种群与毒物之间的相互作用，他们探讨了该模型的稳态存在性和稳定性，此模型如下： 
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其中参数 1d ， 2d ， 1a ， 2a ， r ，c，m ， p 和 q 都是正常数。 ( )u t 代表种群密度， ( )w t 代表毒物浓度，

r 代表自然生长率， m 代表毒物对种群生长长度的影响系数， c代表竞争系数， 1a 和 2a 分别表示种群和

毒物的平流速率， 1d 和 2d 分别表示种群和毒物的扩散系数， ( )H x 表示毒物输入速率， p 表示吸收系数

长度， q 表示污染物的单位输出速率。 
从流行病学和经济学的角度来看，必须尽量减少控制成本和污染物。Akella 等人[21]发现具有跳跃马

尔可夫扰动的连续时间系统的最优控制，具有无限时域贴现成本准则，在随机情况下不易得到最优解，

需要结合随机耦合、线性系统参数、稳定和不稳定特征空间、更新理论、参数优化等理论方法，才能解

决之前被忽视的与具有不连续右手边的微分方程、最优控制问题的奇异性、动态规划方程的平滑性和有

效性等相关的数学困难。因此，在实际环境中，找到准确的最优控制是不易的。此外，最优控制可以通

过伴随方程和状态方程得到，但其精确解可能不容易得到。这使得很难实现对河流种群扩散的准确控制。
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因此，我们将研究控制毒物传播的接近最优的控制策略，同时考虑随机扰动和空间异质性的情况下，推

导出一种新的随机河流种群扩散模型： 
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为简单起见，令 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2, , , , , , ,M x t X x t X x t u x t w x t= = ，模型(1.2)也可以重写为 
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假设 是一个非线性算子，由 
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然后，系统(1.3)可以写成以下抽象的柯西问题： 

 ( ) ( )d , ,
d

M x t M x t
t

=  。 

2. 正解的唯一性 

本小节，主要考虑随机河流种群扩散模型(1.3)的解是唯一的，正的且是有界的解。 
设 ( )( )0

, , ,t t T
P

≤ ≤
Ω   是一个完整的过滤概率空间，它定义了标准布朗运动 ( )( )1, 2iB t i = ，其中

( )0t t T≤ ≤
 是 ( )B t 的自然过滤，让 

 ( ) ( ) ( )1 2 2| , .L L
x
ϕϕ ϕ− ∂ = Γ = ∈ Γ ∈ Γ 
∂ 

   

其中
x
ϕ∂
∂

是广义偏导数，符号 ( )1−′= Γ 是的对偶空间；我们用中的 ⋅ 表示范数； ,⋅ ⋅ 表示和

′ 之间的对偶性乘积。 ⋅ 表示欧几里得空间的范数。设 ( )b  表示上所有有界连续实值函数的集合；

( ) 是所有概率在 ( )( ),Γ B 上的空间，其中 ( )B 是上的 Borel 代数。 xf 表示 f 对 x 的偏导数；

表示集合 S 的指示函数， X Y+ 表示集合 x y+ ，对于任意集合 , ,X Y x X y Y+ ∈ ∈ 。 

为了证明我们的结果，我们给出了以下定义，引理和定理。我们首先引入一个引理来建立系统(1.3)
解的存在唯一性。 

引理 2.1. 对于任何初始值 ( )0 0
1 2,X X ，则随机河流种群扩散模型(1.3)的解 ( ) ( )( )1 2, , ,X x t X x t 存在，且

满足 
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 ( ) ( )1 2limsup , , d .
t
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证明：首先定义 
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其中 { }min ,A r q= − ， Γ 表示 Γ的体积。 ( )N x 是以下随机微分方程的解 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2d ( ) d , d d , d d ,N x H x AN t t X x t x B t X x t x B tζ ζ
Γ Γ

=  Γ −  + +  ∫ ∫  (2.1) 

并设 ( ) ( )0 0N W= ，通过常数变易法，得到方程(2.1)的解为 
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通过随机比较定理，得到 ( )0 0L = ，并且 ( )L t 是一个连续的局部鞅；可以得到 ( ) ( )W t N t≤ 。接下来，

( )N t 的定义如下： 
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当 0t = 时，则有 
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且它们是连续适应增加过程对于 0t ≥ 。应用非负半鞅收敛定理[22]，可以得到 ( )lim
t

N t
→∞

< ∞。因此，

存在一个正常数 C，使 ( )limsup
t

W t C
→∞

< 。C 表示一个通用的正实常数，其值在不同的情况下可能会发生

变化。下面的情况也是如此。 
通过引理 2.1 保证了系统(1.3)解的存在性。这对于证明正解的唯一性很重要，我们在定理 2.1 中证明

了这一点。 
定理 2.1. 对于任意初始值 ( )0 0

1 2,X X ，则随机河流种群扩散模型(1.3)存在唯一的正解 

( ) ( )( )1 2, , ,X x t X x t 。 

证明：随机河流种群扩散模型(1.3)的系数满足局部 Lipschitz 条件，因此，对于任意初始值 ( )0 0
1 2,X X

在 [ )0, et τ∈ 处存在一个唯一的局部解 ( ) ( )( ) 3
1 2, , ,X x t X x t R+∈ ，其中 eτ 为爆炸时间。假设 0h 足够大和 0 1h > ，

使得 ( ),M x t 位于 [ )0, et τ∈ 的区间 0
1 ,h
h
 
  

内。 

对于每个整数 0h h> ，定义停止时间 
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 [ ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 2 1 2
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hτ 是随着 h →∞增加，让 lim hh
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= ，然后 eτ τ∞ ≤ 。接下来，我们只需要证明τ∞ = ∞  a.s..因此，让

我们考虑一个函数 ( )( ) ( ) ( )2 2
1 2, , ,H M x t X x t X x t= + ，根据伊藤公式，我们可以得到 
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然后让 0h h> 和 0T > ，将(2.2)的两边从 0 积分到 h Tτ ∧ ，并取期望，利用引理 2.1 和基本不等式，得

到 
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其中 ( ){ }2
1 max nM H x τ= ， { }2 2

2 1 1 2max ,1M C ζ ζ= + + ，运用格朗沃尔不等式，可获得 

 ( ) ( )( ) 2
2 22 2 0 0

1 2 1 2 1, , .M T
h hE X x T X x T X X M eτ τ  ∧ + ∧ ≤ + +  

  (2.3) 

当 h →∞时，有 
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定义 
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结合(2.3)和(2.4)，可得 

 ( ) 2
2 20 0

1 2 1 .M T
h hP T X X M eµ τ  

  
≤ ≤ + +  

由于 lim hh
µ

→∞
= ∞，让 h →∞，可以得到 ( ) 0hP Tτ ≤ = ，则 

 ( ) 1P Tτ∞ > = 。 

因此，定理 2.1 得证。 
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3. 平稳分布 

本小节，主要研究随机河流种群扩散模型(1.3)的解平稳分布的存在性和唯一性。 
定义 3.1 [23]方程(1.3)的 ( ), , 0M x t t ≥ 的平稳分布被定义为一个概率测度 ( )λ ∈  满足 

 ( ) ( ) , 0,tf P f tλ λ= ≥  

其中 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ): d , : , , , .t bf f P f Ef M x t fλ φ λ φ φ φ= = ∈∫   

对于 ( )1 2,λ λ ∈  ，在 ( ) 上定义一个度量为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, sup d d ,
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∈
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其中 
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因此， ( ) 在度量 ( ),d ⋅ ⋅ 下是完备的。 
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。 

对于任何初始值 ,φ ϕ ，系统(1.3)的 ( ), ,M x t ϕ 过程具有平稳分布。 
定理 3.1 对于任何 0η > ，则随机河流种群扩散模型(1.3)的解满足 
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证明：令 1η ≥ ，运用伊藤公式，则有 
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对式子(3.1)取期望，并运用杨式不等式，获得 
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sup , ,

sup sup , , , ,

t T

t

t T t T

E X x t X x t

E X X E X x s X x s rX x s

η η

η η η
η

≤ ≤

−

≤ ≤ ≤ ≤

+


≤ + + 


∫
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
2 2 1 1

2
2 2 1 1 100

2 2 200

1, , , 1 ,
2

1 1 , d sup , d
2

sup , d ,

t

t T

t

t T

X x s X x s H x X x s

X x s s E s X x s B s

E s X x s B s

η η

η η

η

η η η ζ

η η ζ ηζ

ηζ

−

≤ ≤

≤ ≤

+ + −

+ − +


+

∫

∫

 

从而，有 

 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2
0

0 0 2
1 2 1 100 0

2
2 2

1 1 1 2 2 20 00 0

sup , ,

1sup sup 1 1 ,
2

11 1 , d
2

sup , d sup , d ,

t T

t

t T t T

t t

t T t T

E X x t X x t

E X X E r X x s

m X x s s

E s X x s B s E s X x s B s

η η

η η η

ηη

η η

η η η η ζ

η η η ζ

ηζ ηζ

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

+

 ≤ + + + − + − 
 

  + + − + −   
   

+ +

∫

∫ ∫

 

此外，运用 Burkholder-Davis-Gundy 不等式，可获得 

 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

1 2
0

0 0 2
1 2 1 100 0

2
2 2

1
22 22

1 1 100
1
22 22

2 2 200

sup , ,

1sup sup 1 1 ,
2

11 1 , d
2

4 sup , , d

4 sup , , d ,

t T

t

t T t T

t

t T

t

t T

E X x t X x t

E X X E r X x s

m X x s s

E X x t s X x s s

E X x t s X x s s

η η

η η η

ηη

η η

η η

η η η η ζ

η η η ζ

η ζ

η ζ

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

+


≤ + + + − + −


 + + − + −  

 
 
 



  

+


 
 

+

∫

∫

∫

 

再次运用杨氏不等式，得到 

 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )( )

1 2
0

0 0
1 2 1 1 200 0

1 2
0

sup , ,

sup sup , , d

1 sup , , ,
2

t T

T

t T t T

t T

E X x t X x t

E X X m E X x t X x t s

m T E X x t X x t

η η

η η η η

η ηη

≤ ≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

+

≤ + + +

+ + +

∫  

其中 

 ( ){ } ( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2

1 1max , , max 1 1 8 , 1 1 8 .
2 2

m r H x m rη η η η ζ η ζ η η η ζ η ζ = = + − + − + − + − + 
 

 

运用格朗沃不等式，获得 

 ( ) ( )( ) ( ) 120 0
1 2 1 2 1

0
sup , , 2 : ,m T

t T
E X x t X x t X X m T e C

η ηη η η

≤ ≤
+ ≤ + + =  

对于 0 1η< < ，根据柯西–施瓦茨不等式，有 
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 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

2 22 2
2

1 2 1 2
0 0
sup , , 1 sup , ,

t T t T
E X x t X x t E E X x t X x t

ηη

ηη η η ηη

−

−

≤ ≤ ≤ ≤

     + ≤ +          
1.C≤  

定理证明完毕。 
定理 3.2. 假设存在一个常数 0η > ，使得 2 0m < ，则对于 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , , 0M x t X x t X x t t= ≥ ，随机河

流种群扩散模型(1.3)存在一个唯一的平稳分布 ( )λ ∈  ，其中 

 ( ) ( ) ( )2 2
2 1 2

1 1max 2 1 , 1 ,
2 2

m C c m Cp Cp qη η η ζ η η η η ζ = − + − + − − − + − 
 

 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0, 1 2 0, 1 2min , , , , , , max , , , , , .t x t xC X x t X x t C X x t X x tϕ ϕ ϕ ϕ> ∈Γ > ∈Γ= =  

证明：对于 1, 0tη > > ，和初始值 ,ϕ φ ∈Γ，让 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

1 1 2 2

1 2

, , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , .

ıt

ıt ıt

F x t e X x t X x t X x t X x t

e e x t e x t e e x t

η η

η η η

ϕ φ ϕ φ ϕ φ

ϕ φ ϕ φ ϕ φ

= − + −

= + =
 

利用引理 2.1，结合伊藤公式，得到 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 2
1 1 1 1 1

1 2 1 2

2
2 2 1 2 1 2

2
2 1 1

d , , , , , , d

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , d

, , , , , , , , , , , , , , ,

1, , , d 1 , , ,
2

ıt

ıt

F x t ıe e x t t

e e x t e x t re x t c X x t X x t

m X x t X x t X x t X x t t

e x t e x t p X x t X x t X x t X x t

qe x t t e x t

η

η

η

ϕ φ ϕ φ

η ϕ φ ϕ φ ϕ φ ϕ φ

ϕ ϕ φ φ

η ϕ φ ϕ φ ϕ ϕ φ φ

ϕ φ η η ζ ϕ

−

−

≤

+ − −

− −

+ − −

− + − ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) }

2
2 2

2
1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2

1d 1 , , , d
2

, , , , , , , , , , d

, , , , , , , , , , d .

t e x t t

e x t e x t e x t B t

e x t e x t e x t B t

η η

η

η

φ η η ζ ϕ φ

η ϕ φ ϕ φ ζ ϕ φ

η ϕ φ ϕ φ ζ ϕ φ

−

−

+ −

+

+

  (3.2) 

因此，对上式(3.2)取期望，获得 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 2
1 1 1 1 1

1 2 1 2

2
2 2 1 2 1 2

2
2 1

d , , , , , , d

, , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , d

, , , , , , , , , , , , , , ,

1, , , d 1
2

ıt

ıt

E F x t Eıe e x t t

Ee e x t e x t re x t c X x t X x t

m X x t X x t X x t X x t t

e x t e x t p X x t X x t X x t X x t

qe x t t

η

η

η

ϕ φ ϕ φ

η ϕ φ ϕ φ ϕ φ ϕ φ

ϕ ϕ φ φ

η ϕ φ ϕ φ ϕ ϕ φ φ

ϕ φ η η ζ

−

−

≤

+ − −

− −



+ − −

− + −





( )

( ) ( )

1

2
2 2

, , , d

1 1 , , , d .
2

e x t t

e x t t

η

η

ϕ φ

η η ζ ϕ φ− 



+

  (3.3) 
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根据柯西–施瓦茨不等式，有 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1
1 1 2

1
2 1 2 2

2 2
1 1 2 2

d , , , , , , d , , , d 2 , , , d

, , , , , , , , , d

, , , , , , , , , d , , , d

1 11 , , , d 1 , , , d
2 2

ıt ıtE F x t Eıe e x t t Ee r e x t t Cc e x t t

mC e x t e x t e x t t

Cp e x t e x t e x t t q e x t t

e x t t e x t

η η η

η

η η

η η

ϕ φ ϕ φ η ϕ φ η ϕ φ

η ϕ φ ϕ φ ϕ φ

η ϕ φ ϕ φ ϕ φ η ϕ φ

η η ζ ϕ φ η η ζ ϕ φ

−

−

≤ + −


− +

− + −

+ − + − .t


  (3.4) 

其中初始值为 , , 0,t xϕ φ ∈Ω > ∈Ω， 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0, 1 2 0, 1 2min , , , , , , max , , , , , .t x t xC X x t X x t C X x t X x tϕ ϕ ϕ ϕ> ∈Γ > ∈Γ= =  

然后，取上确界，结合应用杨氏不等式，得到 

 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

2
1 1

0

2
2 2

sup , , ,

1sup e 2 1 , , ,
2

1 1 , , , d .
2

t T

ıt

t T

E dF x t

E ı C c m Cp e x t

ı Cp q e x t t

η

η

ϕ φ

η η η η ζ ϕ φ

η η η η ζ ϕ φ

≤ ≤

≤ ≤

 ≤ − + − + − 

 
 


 


+ − − + − 



  (3.5) 

对式(3.5)的两边进行积分，运用格朗沃不等式，获得 

 ( ) ( ) 2

0 0
sup , , , sup ,0, , e ,m t

t T t T
E e x t E e x

η η
ϕ φ ϕ φ

≤ ≤ ≤ ≤

 ≤   
 

其中 

 ( ) ( ) ( )2 2
2 1 2

1 1max 2 1 , 1 .
2 2

m C c m Cp Cp qη η η ζ η η η η ζ = − + − + − − − + − 
 

 

如果 2 0m < ，则有 

 ( )
0

lim sup , , , 0.
t t T

E e x t
η

ϕ φ
→∞ ≤ ≤

=  

因此，条件(i)成立。平稳分布的唯一性得证。 
如果 ( )λ ∈  也是 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , , 0M x t X x t X x t t= ≥ 的平稳分布。将 ( )LBf C∈  指定为上所有有

界函数和利普希茨连续函数的族，由此得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d e , 0,ıt
t tf f P f P f C tλ λ ϕ φ λ ϕ λ φ −

×
− ≤ − ≤ ≥∫ 

 

对于某些常数 0C > 。它表示当 t →∞时平稳分布的唯一性。 

4. 近忧性控制 

在本节中，主要研究随机河流种群扩散模型(1.3)的近优性控制问题。控制毒物的费用给社会造成了

巨大的经济负担。然而，精确的近优性控制可能只存在于某些特殊情况下， 
研究近优性控制问题具有重要的现实意义。下面将 ( ),u x t 作为控制变量。 ⋅ 表示欧几里得空间的范

数。系统(1.3)可以改写为： 
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( )) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1

2 2 2 2 2 1 2 2

2 2 2 2

0

d , , , , d , d ,

d , , , ,

, , d , d ,

,0 , 1, 2,

xx x

xx x

i i

X x t d X a X X x t r cX x t mX x t t X x t B t

X x t d X a X H x pX x t X x t qX x t

u x t X x t t X x t B t

X x X x i

ζ

ζ

 = − + − − +  
 = − + − −   
 − +


= =

  (4.1) 

其中 ( ),u x t 表示在一个单位时间内被消除的病毒的比例。目标函数为 

 ( )( ) ( ) ( )( ){ }2
0 1 2 20

0, ; , , , d d ,
T

J M u x t E A u x t A X x t x t
Γ

= +∫ ∫   (4.2) 

其中， ( )1, 2iA i = 被视为一个权重因子。 ( )( )2
10

, d d
T

A u x t x t
Γ∫ ∫ 给出了使用控制策略的总成本，而 

( )( )2 20
, d d

T
A X x t x t

Γ∫ ∫ 表示该时间段内被感染病毒的总数。最优控制问题是找到一个允许的控制，使目标

函数 ( )( )00, ; ,J M u x t 最小化的允许控制，其中任意 ( ) [ ]( ), 0,adu x t T∈ Γ× 。该值函数被定义为 

 ( ) ( ) ( )( )0 0,0, min 0, ; , .adu x tV M J M u x tυ= ∈   (4.3) 

定义 4.1. (近优性控制[25])由 ε 参数化的可允许对族 ( ){ },u x tε 和家族中的任何元素 u (x, t)都被称为邻

近最优，如果 

 ( )( ) ( )( ) ( )0 00, ; , 0, ; , ,J M u x t V M u x t rε ε− ≤  

对于足够小的 ε 成立，其中 r 是满足 ( ) 0r ε → 的 0ε → 的 ε 函数。估计 ( )r ε 称为误差界。 
定义 4.2. 设 nΞ∈ 是一个区域， : nϕ Ξ∈ 是一个局部利普希茨连续函数。φ在ξ ∈Ξ处的广义梯度

定义为 

 ( ) ( ) ( )
, , 0

| , lim .n

y y h

y h y
hξ

ϕ θ ϕ
ϕ ξ ζ ζ θ

→ ∈Ξ ↓

+ −  ∂ = ∈ ≤ 
  

  

4.1. 伴随方程和一些先验估计 

在本节中，为了给出具有随机河流种群扩散模型(1.3)的近优性控制的充要条件。首先，让我们定义

一个哈密顿函数 3 3 3: adH R R R+ + +× × × →  ，如下： 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 2 1

2 2 2 2 1 2 2 2 2

2
1 1 1 2 2 2 1 2 2

, , , , , , ,

, , , ,

, , , , , ,

, , , , , , .

xx x

xx x

H X u t u x t p u t q x t

d X a X X x t r cX x t mX x t p x t

d X a X H x pX x t X x t qX x t u x t X x t p x t

X x t q x t X x t q x t A u x t A X x tζ ζ

= − + − −  

+ − + − − −  

− − + +

  (4.4) 

给出了度量 d 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }0
, , , , , , d d ,

T
d u x t u x t E y x t u x t u x t x tε

Γ
= −∫ ∫    (4.5) 

其中 

 
2 2

1 1
( , ) 1 ( , ) ( , ) 1.i i

i i
y x t p x t q x tε ε ε

= =

= + + >∑ ∑   (4.6) 

为了证明 uH 可以用 ε 估计，我们在 [ ]( )0,ad TΓ× 上定义了一个新的度量 d，用来推导出模型(4.1)近

优性控制的充分条件。由于控制区域是封闭的，在度量被赋予后， [ ]( )0,ad TΓ× 成为一个完整的矩阵空
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间。为了得到必要的具有模型(4.1)的近优性控制条件，新的度量 d ′在 [ ]( )0,ad TΓ× 上被定义： 

 ( ) ( )( ) ( ) [ ] ( ) ( ){ }, , , , 0, : , , ,d u x t u x t E mes x t T u x t u x t ′ = ∈Γ× ≠    

其中， mes 代表勒贝格测度。与参考文献[26]类似，我们知道 [ ]( )0,ad Tυ Γ× 是 d ′下的一个完备空间。 

引理 4.1. 对于任何 0η > ，如果 ( ) [ ]( ), 0,adu x t Tυ∈ Γ× ，则 

 ( ) ( ){ }1 2
0
sup , , d ,

t T
E X x t X x t x C

η η

Γ≤ ≤
+ ≤∫  

其中 C 是一个常数。 
证明：引理 4.1 的证明方法与引理 2.1 相似，此处省略。 
伴随方程对推导近优性控制的充要条件起着至关重要的作用。接下来，我们介绍伴随方程： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 1

2 2 1 1 1 1

2 1 1 1 2

2 2 2 2

d , 2 , , ,

, , , d , d ,

d , , , , , ,

, d , d ,

, 0, 1, 2.i

p x t r x c x X x t m x X x t p x t

p x X x t p x t q x t t q x t B t

p x t m x X x t p x t p x X x t q x u x t p x t

q x t t q x t B t

P T x i

ζ

ζ

 = − − −
 − − +

 = − − + − − −
− + 


= =

  (4.7) 

引理 4.2. 对于任何 ( ) [ ]( ), 0,adu x t Tυ∈ Γ× ，则存在 

 ( ){ } ( ){ }2 22 2

001 1
sup , d , d d ,

T
i i

t Ti i
E p x t x E q x t x t C

Γ Γ≤ ≤= =

 + ≤

∑ ∑∫ ∫ ∫   (4.8) 

其中 C 是一个常数。 
证明：引理 4.2 的证明类似于参考文献[27]中的证明；因此，在这里省略。 
下面的引理将表示在度量 d ′下的状态过程 ( ) ( )( )1 2, , ,X x t X x t 的连续性。 

引理 4.3. 对于 0η ≥ 和 0 1< < ，且满足 1η < ，存在一个常数的 ( ),C C η=  ，使得对于任何

( ) ( ) [ ]( ), , , 0,adu x t u x t Tυ∈ Γ× 以及相应的轨迹 ( ) ( ), , ,X x t X x t ，则满足 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )2 2

1 1 2 2
0
sup , , , , d , , , .

t r
E X x t X x t X x t X x t x C d u x t u x t

η η η

Γ≤ ≤

 ′− + − ≤   ∫  



  

证明：当 1η > 时，对于任何 0r > ， ( ) ( )
2

1 1, ,X x t X x t
η

−  的估计值如下： 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }2 2 2

1 1 1 1 2 200
sup , , d , , , , d d ,

r

t r
E X x t X x t x CE X x t X x t X x t X x t x t

η η η

Γ≤ ≤
− ≤ − + −∫ ∫    

同理，可得 

 
( ) ( )

( ) ( )( ( ) ( ) ) ( ) ( )( )

2

2 2
0

2 2

1 1 2 20

sup , , d

, , , , d d , , , .

t r

r

E X x t X x t x

CE X x t X x t X x t X x t x t Cd u x t u x t

η

η η η

≤ ≤

Γ

 −  

′≤ − + − +∫ ∫



 




 

运用柯西–施瓦兹不等式，有 

 ( ) ( )( )
1

0 0 0
d 1d d , , , ,

r r r
u u u uE t C E t E t Cd u x t u x t

η η η
χ χ

−

≠ ≠
    ′≤ ≤      ∫ ∫ ∫ 



    

从而，得到 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )( ( ) ( ) ) ( ) ( )( )

2 2

1 1 2 2
0

2 2

1 1 2 20

sup , , , , d

, , , , d d , , , .

t r

r

E X x t X x t X x t X x t x

C E X x t X x t X x t X x t x t d u x t u x t

η η

η η η

Γ≤ ≤

Γ

− + −

 ′≤ − + − +  

∫

∫ ∫

 

 




 

如果 0 1η< < ，根据柯西–施瓦茨不等式，可获得 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )2 2

1 1 2 2
0
sup , , , , d , , , .

t r
E X x t X x t X x t X x t x C d u x t u x t

η η η

Γ≤ ≤

 ′− + − ≤   ∫  



  

结合不等式和格朗沃不等式，可以得到引理 4.3 的证明。 
上述引理证明了随机河流种群扩散模型(4.1)的状态方程具有最优解。接下来，我们将给出伴随方程

的最优解。 
引理 4.4. 对于1 2,0 1η< < < < ，且 ( )1 2η+ < ，存在一个常数的 ( ),C C η=  ，使得对于任意

( ) ( ) [ ]( ), , , 0,adu x t u x t Tυ∈ Γ× 以及相应的轨迹 ( ) ( ), , ,M x t M x t ，以及相应的伴随方程的解，则有 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )
2

2
0

1
, , , , d d , , , .

T
i i i i

i
E p x t p x t q x t q x t x t C d u x t u x t

ηη η

Γ
=

 ′− + − ≤  
 

∑ ∫ ∫   



 

证明：设 ( ) ( ) ( )( ), , , 1, 2i i ip x t p x t p x t i= − = ， ( ) ( ) ( )( ), , , 1, 2i i iq x t q x t q x t i= − = ，根据伴随方程(4.7)，
则得到 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1

2 2 1 1 1 1 1

2 1 1 1 2

2 2 2 2 2

d , 2 , , ,

, , , , d , d ,

d , , , , , ,

, , d , d ,

p x t r x c x X x t m x X x t p x t

p x X x t p x t f x t q x t t q x t B t

p x t m x X x t p x t p x X x t q x u x t p x t

f x t q x t t q x t B t

ζ

ζ

 = − − −
 − + − + 


= − − + − − − 


+ − + 

 

其中 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2 2 2 1

2 1 1 2 1 2

, , , , , ,

, , , , , , , , .

f x t m x p x X x t X x t p x t p x t

f x t m x p x X x t X x t p x t p x t p x t u x t u x t

 = − − −


= − − − + −



 



   

 

假设 ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , ,x t x t x tφ φ φ= 是以下线性微分方程的解： 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 2 1 1 2

1 1
1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 1 2

1 1
2 2 2 2 2 2

d , , , , , ,

, sgn , d ( , ) , sgn , d ,

d , , , , , ,

, sgn , d ( , ) , sgn ,

x t r x c x X x t m x X x t x t m x X x t x t

p x t p x t t x t q x t q x t B

x t p x X x t x t p x X x t q x u x t x t

p x t p x t t x t q x t q x t

η η

η η

φ φ φ

ζ φ

φ φ φ

ζ φ

− −

− −

= − − + −
  + + − +    

= − + − − −
+ + − + 2d ,B









 
  

  (4.9) 

其中， ( )sgn ⋅ 是一个符号函数。根据假设和引理 4.3，我们知道方程(4.9)存在一个唯一解，并有 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 21 1
1 1 2 20

2 21 1
1 1 2 2

, sgn , , sgn ,

, sgn , , sgn , d d .

T
E p x t p x t p x t p x t

q x t q x t q x t q x t x t

η η

η η

− −

Γ

− −

 +


+ + < +∞


∫ ∫
 

因为1 2η< < ，所以存在 1 2η > 使得
1

1 1 1
η η

+ = 。运用柯西–施瓦茨不等式，并将伊藤公式应用于
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , ,p x t x t p x t x tφ φ+ ，得到 

 ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )1 1
1 2 1 200

sup , , , , d d .
T

t T
E x t x t C f x t f x t x t

η ηη η
φ φ

Γ≤ ≤
+ ≤ +∫ ∫  

结合柯西–施瓦茨不等式和初等不等式，有 

 

( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1 2 2 1 20 0

12 2 2 2 22
2 2 1 20 0

, d d , , , , d d

, , d d , , d d .

T T

T T

E f x t x t CE X x t X x t p x t p x t x t

CE X x t X x t x t p x t p x t x t

ηη η η

η ηη
η

Γ Γ

−

−
Γ Γ

 ≤ − +  
 
  ≤ − +     

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫





 

注意到，
2 1

1
η
η
<

−
，1

2 2
η ηκ− > ，和 ( ), 1i id u u′ < 。类似的方法，易知，有 

 ( ) ( ) ( )( ) 2
2 1 10

, d d , , , .
T

E f x t x t Cd u x t u x t
ηη κ

Γ
′≤∫ ∫   

从而，获得 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 2
1 2 1 20

, , , , d d , , , .
T

E p x t p x t q x t q x t x t C d u x t u x t
κηη η η η

Γ

 ′+ + + ≤  
 

∫ ∫   

引理 4.4 证明完毕。 

4.2. 近忧性控制的充分必要条件 

在本小节中，我们首先推导了模型(4.1)近优性控制的充分条件。如果得到充分条件，就可以得到存

在条件下的最优控制。 
定理 4.1. 设 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , ,X x t X x t u x tε ε ε 为容许对， ( ) ( )( )1 2, , ,p x t p x tε ε 为对应于 

( ) ( ) ( )( )1 2, , , , ,X x t X x t u x tε ε ε 的解。如果对于某些 0ε > ，满足 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2

2 20

2
2 20

, , , , d d

inf , , , , d d .
ad

T

T

u

E A u x t u x t X x t p x t x t

E A u x t u x t X x t p x t x t

ε ε ε ε

ε ε

ε
Γ

Γ∈

− −

≤ −

∫ ∫

∫ ∫

 

则有 

 ( )( )( ) ( )( )( )
12 2 2

0 0
, d d inf , d d .

ad

T T

u
A u x t x t A u x t x t Cε ε

Γ Γ∈
≤ +∫ ∫ ∫ ∫

  (4.10) 

证明：根据哈密顿函数(4.4)和目标函数(4.2)，可以得到 

 
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
0 0

0

0, ; , 0, ; ,

, , , , , , , , , d d ,
T

u

J M u x t J M u x t

E H X x t u x t p x t q x t u x t u x t x t

ε

ε ε ε ε ε
Γ

−

≤ −∫ ∫
 

则，为了估计 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,uH X x t u x t p x t q x tε ε ε ε 。首先，定义一个新的函数 

( ) [ ]( ): 0,adW T⋅ Γ× →  ，如下： 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }2
2 20

, , , , , d d ,
T

W u x t E A u x t u x t X x t p x t x tε ε
Γ

= −∫ ∫  
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从而，我们有 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }0
, , 2 , , d d .

T
W u x t W u x t CE A u x t u x t x t

Γ
− ≤ −∫ ∫   

因此， ( )W u 在 [ ]( )0,ad TΓ× 上是连续的。根据参考文献[28]中的定理 4.1 和 Ekeland 原理，存在

( ) [ ]( ), 0,adu x t Tε ∈ Γ× ，使得 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]( )1 2 1 2, , , , , , , , , , , 0, .add u x t u x t W u x t W u x t d u x t u x t u x t Tε ε ε εε ε≤ ≤ + ∀ ∈ Γ×     

则，获得 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

2

2 20

2 1 2
2 20

, , , , d d

min , , , , , , , d d .
ad

T

T
u

E A u x t u x t X x t p x t x t

E A u x t u x t X x t p x t y x t u x t u x t x t

ε ε ε ε

ε ε ε εε

Γ

∈ Γ

−

= − + −

∫ ∫

∫ ∫

 



 

根据参考文献[26]，可以得到： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
2 2 2 20 2 , , , 2 , , , , , , .Au x t X x t p x t Au x t X x t p x t y x t y x tε ε ε ε ε ε ε εε ε ∈ − ⊂ − + −    

由于哈密顿函数 H 关于 u 是可微的，系统(4.1)意味着存在一个 ( ) ( )1 2 1 2, , ,y x t y x tε ε εθ ε ε ∈ − ，使得 

 ( ) ( ) ( )2 22 , , , 0Au x t X x t p x tε ε ε εθ− + =   (4.11) 

成立，因此，我们获得 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2
2 2 1 12 , , , , , , 2 , .Au x t X x t p x t C y x t u x t u x t y x tε ε ε ε ε ε εε− ≤ − +   (4.12) 

根据引理 4.2 和式子(4.5)中对 d 的定义，运用 Holder 不等式，结合(4.1)和(4.12)，得到定理 4.1 的结

论。定理证明完毕。 
定理 4.2. 设 ( ) ( )( ), , ,p x t q x tε ε 为控制 ( ),u x tε 下的伴随方程(4.7)的解，存在一个常数 C 使得对于任

何 [ )0,1 , 0η ε∈ > 和任何 ε 最优对 ( ) ( ) ( )( )1 2, , , , ,X x t X x t u x tε ε ε ，以下结论成立： 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

( )( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

2
2 20

2
3

2 20

inf , , , , d d

, , , , d d .

ad

T

u

T

E A u x t u x t X x t p x t x t

E A u x t u x t X x t p x t x t C

ε ε

η
ε ε ε ε ε

Γ∈

Γ

−

≥ − −

∫ ∫

∫ ∫


  (4.13) 

证明：假设 ( )0 1 20, , , : adJ M u u →  在度量 d ′下是连续的。根据参考文献[28]中的 Ekeland 原理，并

选择
2
3λ ε= ，存在一个容许对 ( ), iM uε

ε ，使得以下不等式成立： 

 ( ) ( ) ( )
2
3

0 0, , 0, ; 0, ; ,d u u J M u J M uε ε ε εε′ ≤ ≤ 

 且 对于所有的 ,adu∈   (4.14) 

其中 

 ( ) ( ) ( )
1
3

0 00, ; 0, ; , .J M u J M u d u uε ε εε ′= +   (4.15) 

这表明 ( ),M uε
ε 对于系统(4.7)是最优的。接下来，使用变易系数法推导出 ( ),M uε

ε 的必要条件。让

[ ]0,t T∈ ， 0ζ > 和 ( ) [ ]( ), 0,adu x t T∈ Γ× ，然后定义 ( ) [ ]( ), 0,adu x t Tζ ∈ Γ× ，如下： 
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 ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ] [ ]
, if , , ,

,
, if , 0, , .

u x t x t t t
u x t

u x t x t T t t
ζ

ε

ζ
ζ

 ∈ + ×Γ=  ∈ + ×Γ  
 

根据式子(4.3)，得到 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 00, ; , 0, ; , and , , , .J M u x t J M u x t d u x t u x tε ζ ζ ε ζ′= ≤   

根据式子(4.2)和泰勒展开式，有 

 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( ) ( )

1
3

0 0

2 2 20

2 2

1 1 1 1

0, ; , 0, ; ,

( , , d d

, , d d .

T

t

t

J M u x t J M u x t

E A X x t X x t x t

E A u x t A u x t x t o

ζ ε

ζ ε

ζ ε ε

ζε

ζ

Γ

+

Γ

− ≤ −

≤ −

+ − +

∫ ∫

∫ ∫









  (4.16) 

运用伊藤公式到 ( ) ( ) ( )( )
2

1
, , ,i i i

i
p x t X x t X x tε ζ ε

=

−∑  ，我们有 

 
( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

2 2 20

2 2 2

, , d d

, , , , , d d .

T

t

t

E A X x t X x t x t

E u x t X x t u x t X x t p x t x t

ζ ε

ζ ε ε ζ ζ ε

Γ

+

Γ

−

 ≤ − 

∫ ∫

∫ ∫





 

  (4.17) 

把(4.17)代入(4.16)，两边除以ζ ，让 0ζ → ，得到 

 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

1
3

0 0

2 2 20

2 2

1 10

0, ; , 0, ; ,

, , , , , d d

, ( , ) d d .

T

T

J M u x t J M u x t

E u x t X x t u x t X x t p x t x t

E A u x t A u x t x t

ζ ε

ε ε ζ ζ ε

ε ε

ε

Γ

Γ

− ≤ −

 ≤ − 

+ −

∫ ∫

∫ ∫







 



  (4.18) 

此外，式子(4.18)右侧的项 ( ), iM uε
ε 被 ( ), iM uε

ε


 替换，且利用(4.17)证明方法去估计其他项， 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2 2 20

2 2 2

2 2 20

2 2 2 20

, , , , ,

, , , , , d d

, , , , , d d

, , , , , , d d .

T

T

T

E u x t X x t u x t X x t p x t

u x t X x t u x t X x t p x t x t

E u x t X x t u x t X x t p x t x t

E u x t X x t u x t X x t p x t p x t x t

ε ε ζ ζ ε

ε ε ζ ζ ε

ε ε ε ε ε

ε ε ζ ζ ε ε

Γ

Γ

Γ

 −
− − 

= −

+ − −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫



 



 



  (4.19) 

根据引理 4.4 和 ( )
2
3,i id u uε ε ε′ ≤ ，对于任何 0 1κ< < ，1 2η< < ，且满足 ( )1 2κ η+ < ，得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) 3
2 2 2 20

, , , , d d ,
T

E u x t X x t u x t X x t p p x t C
η

ε ε ζ ζ ε ε ε
Γ

− − ≤∫ ∫   

和 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 3
2 2 20

, , , , , d d ,
T

E u x t X x t u x t X x t p x t x t C
η

ε ε ε ε ε ε
Γ

− ≤∫ ∫ 

   

同理，可以得到 

 ( )( ) ( )( )( )2 2
3

0
, , d d .

T
E A u x t A u x t x t C

η
ε ε ε

Γ
− ≤∫ ∫   
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结合哈密顿函数(4.4)的表达式，定理 4.2 结论成立。定理 4.2 证明完毕。 
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