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摘  要 

微元法是分析解决物理问题的常用方法，是一种从部分到整体的思维方法，通过将问题分解为众多微小

的“元过程”，运用熟悉的物理规律解决问题，从而使问题简单化。微元法中“元”的寻找是解决问题

的关键，对一些特殊的积分区域，如圆柱面，圆柱体，球体，本文打破常规的微元分割，找到灵活的“微

元(——弧棒，柱壳，球壳)”，实现积分运算的简化。 
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Abstract 
The differential element method is a commonly used method for analyzing and solving physical prob-
lems. It is a way of thinking that moves from part to whole by breaking down problems into numerous 
small “element processes” and applying familiar physical laws to solve them, simplifying the problem. 
The search for “elements” in the differential element method is the key to solving problems. For some 
special integration regions, such as cylindrical surfaces, cylinders, and spheres, this article breaks 
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away from conventional finite element segmentation and finds flexible “differential elements” (arc 
rods, cylindrical shells, spherical shells) to simplify integration operations. 
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1. 引言 

运动和变化是绝对的，也是无处不在的，微积分就是解决运动和变化的物理过程，微元法是用微积

分解决实际问题的主要方法，它的主要思路是：将一个复杂问题分解为若干个微小部分，将一个连续的

变化过程分割成无数非常小的离散的部分，以常代变，每个微小的局部遵循相同的物理规律，然后通过

积分将这些微小的部分累积起来，得到整体的结果[1]。 
微元法的应用非常广泛，例如在几何学中计算不规则区域的面积，不规则立体的体积，在物理学中

可以解决变力做功，水压力，不均匀物体的质量，通过曲面指定侧的通量[2]等。 
对于微元法的研究，大部分老师停留在方法剖析及思政元素挖掘：李灵晓，黄元元，王锋叶[3]，李

继猛[4]，薛长峰[5]，总结了微元法解决问题的步骤；梁东颖，晁绵涛[6]，通过对所求量求导的方法寻找

微元；路璐等[7]讨论了定积分应用的思政教学设计。对于寻找非常规形式的新的“微元”，到目前为止，

研究得不多。 
下面章节中，本文将给出一些新的微元，实现积分运算的灵活性及简化。 

2. 主要结果 

微元法中元的选择是关键，既要保证能便利的求出物理量，又希望能尽可能的运算简便，下面讨论

几种特殊区域特殊分割下的特殊微元的取法。 
命题一 设曲面 Σ 是母线平行于 z 轴的柱面 ( )x yϕ= ，介于 0z = 与 ( ), 0z g x y= ≥ 之间的部分，则

( ) ( ) ( ), d , , d
l

f x y S f x y g x y s
∑

=∫∫ ∫ 。其中 ( ) ( ), , ,f x y g x y 连续， ( )x yϕ= 有连续导数，l 是 Σ 在 xOy 面的

投影曲线。 
分析 从物理意义理解， ( ), df x y S

Σ
∫∫ 表示以 ( ),f x y 为密度的曲面片 Σ的质量，整个柱面可看成垂直

于 xOy 面的一个个细棒的累加，即 Σ在 xOy 的投影曲线 l 分解成一个个小弧段 ds ，整个曲面的质量看作

底是 ds 高为 ( ),g x y ，密度为 ( ),f x y 的不均匀细棒质量的叠加。 

证明 设曲面 Σ在 yOz 面的投影区域 ( ) ( )( ){ }, | ,0 ,yzD y z a y b z g y yϕ= ≤ ≤ ≤ ≤ ，则 

左端：
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右端： ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )2, , d , , 1 d
b

l a
f x y g x y s f y y g y y y yϕ ϕ ϕ′= +∫ ∫  

因此， ( ) ( ) ( ), d , , d
l

f x y S f x y g x y s
∑

=∫∫ ∫ 。 

同理，若曲面 Σ是柱面 ( )y xψ= ，介于 0z = 与 ( ),z g x y= 之间的部分，则 

( ) ( ) ( ), d , , d
l

f x y S f x y g x y s
∑

=∫∫ ∫ 。其中 ( ) ( ), , ,f x y g x y 连续， ( )y xψ= 有连续导数，l 是 Σ 在 xOy 面的

投影曲线。 
总结：计算曲面积分 ( ), df x y S

∑
∫∫ 时，若积分曲面是母线平行于 z 轴的柱面，直接计算时，有时需要

将曲面分前后或左右两片，向 xOz 或 yOz 坐标面投影，较复杂，如果按命题一转化成 Σ在 xOy 面的投影

曲线上的曲线积分，会使计算简便。 
例 1 计算 dx S

∑
∫∫ ，其中 Σ是圆柱面 2 2 1x y+ = 介于平面 0z = 及 2z x= + 之间的部分。 

 

 
 

解 【常规解法】将 Σ分成 Σ1 和 Σ2 前后两片。 
2

1 : 1y xΣ = − ， 2
2 : 1y xΣ = − − ，其在 xOz 面的投影区域为 ( ){ }, | 1 1,0 2xzD x z x z x= − ≤ ≤ ≤ ≤ + ，

于是 

( )
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利用奇偶对称性化简， 

上式
21

0 2
4 d

1

x x
x

=
−

∫ ，令 sinx t= ， 

上式
2 21

2
0 02

sin 14 d 4 cos d 4
cos 2 21

x tx t t
tx

π

= = = ⋅ ⋅ =
−

π
π∫ ∫ 。 

【按命题一】Σ在 xOy 面的投影 2 2: 1l x y+ = ，于是有 ( )d 2 d
l

x S x x s
Σ

= +∫∫ ∫ ， 
积分弧段 l 关于 y 轴对称，所以 2 d 0

l
x s =∫ ，变量 x，y 地位对称，由轮换对称性 

( )2 2 2 d
1 1d d
2 2 ll l

sx s x y s = = π= + ∫∫ ∫ 。 
以上两种运算看出，用命题一的方法运算较简便。 
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命题二 设 Ω是圆柱体 2 2 2x y R+ ≤ 介于 0z = 与 ( ),z g x y= 之间的部分，则 

( ) ( ) ( )
0

, d d , , d
R

l
f x y v r f x y g x y s

Ω

=∫∫∫ ∫ ∫ ，其中 ( ) ( ), , ,f x y g x y 连续，l 是 xOy 面上的圆周： 2 2 2x y r+ = 。 

证明 三重积分 ( ), df x y v
Ω
∫∫∫ 表示以被积函数 ( ),f x y 为密度的不均匀立体 Ω的质量，采用“柱壳法”，

在半径为 r 处，取厚度为 dr 的薄圆柱面 Σ，整个立体质量可看作一个个薄圆柱面质量的叠加，即 

( ) ( )
0

, d d , d
R

f x y v r f x y S
Ω Σ

=∫∫∫ ∫ ∫∫ ，再结合命题一，知结论成立。 

例 2 计算 ( )2 2 dx y v
Ω

+∫∫∫ ，其中 Ω是圆柱体 2 2 2x y R+ ≤ 介于 0z = 与 2 21z x y= + + 之间的部分。 

分析 本题可采用三重积分在柱坐标下的计算[8]，下面用命题二的方法求解。 
解 记 xOy 面上的圆周 2 2 2:l x y r+ = ，有 

( ) ( ) ( )

( )
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∫ ∫

∫





 

说明：本题若用柱坐标，是不能将三重积分的被积函数 x2 + y2 用 R2 来代替的，这也是本题的一个易

错点，但是按命题二转化后，等号右边的曲线积分是可以将曲线方程代入被积函数的。 

命题三 设 Ω 是球体 2 2 2 2x y z R+ + ≤ ，则 ( ) ( )
0

, , d d , , d
R

f x y z v r f x y z S
Ω Σ

=∫∫∫ ∫ ∫∫ ，其中 ( ), ,f x y z 在 Ω

上连续， 2 2 2 2: x y z rΣ + + = 。 

证明 三重积分 ( ), , df x y z v
Ω
∫∫∫ 表示密度为 ( ), ,f x y z 的不均匀立体 Ω的质量，用“球壳法”，在半径

为 r 处取球面元 2 2 2 2: x y z rΣ + + = ，该不均匀球面的质量为 ( ), , df x y z S
Σ
∫∫ ，整个不均匀球体可看作一个

个不均匀球壳(“元”)的叠加，于是 

( ) ( )
0

, , d d , , d
R

f x y z v r f x y z S
Ω Σ

=∫∫∫ ∫ ∫∫ 。 

例 3 计算 ( )2 2 2 dx y z v
Ω

+ +∫∫∫ ，其中 Ω是球体 2 2 2 2x y z R+ + ≤ 。 

分析 本题是易错题，有些同学常把重积分与线面积分弄混淆，线面积分的被积函数定义在线上或面

上，可以将线或面的方程代入被积函数，重积分的被积函数定义在区域内，没办法代入，但若按命题三，

将三重积分转化成先曲面积分再定积分，其中的曲面积分是可以将曲面方程代入的。 
解 在半径为 r 处取球面元 2 2 2 2: x y z rΣ + + = ，原式转化为 

( ) ( )2 2 2 2 2 2
0

5
2 2 2

0 0

d d d

d d d .
5

R

R R

x y z v r x y z S

Rr r S r r r

Ω Σ
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∫ ∫∫ ∫
 

说明：本题的特点是被积函数含 2 2 2x y z+ + ，积分区域是球体，可选择在球坐标下计算[9]。 
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3. 结束语 

在高等数学教材中，用微元法解决问题时，常选用的分割：将大曲边梯形分割为一个个小曲边梯形；

对平面薄片，直角坐标下用平行于坐标轴的直线分割为一个个小矩形，极坐标下分割为一个个小环扇形；

将空间立体在直角坐标，柱坐标，球坐标下分割成一个个小的长方体，扇环柱体，扇环球体；曲面积分

按“一投影，二代入，三定号”的方法转化成二重积分，最终，重积分再转化成一个个定积分，这是通用

方法，但有时计算量会很大。 
本文通过对圆柱形曲面片，圆柱体，球体的“另类”分割方式，实现积分运算的简化，使解题更加灵

活高效，通过这样的思考和训练，提升了同学们的发散性思维和创新思维，给同学们种下一颗多元化思

考，多角度解决问题的种子，使同学们在遇到其它数学或科学问题时，能够不拘泥于教材，打破常规，

别出心裁的解决问题。 
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