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摘  要 

整数环作为近世代数中的一个重要代数结构，其相关研究在群、环、域中非常重要。然而，整数环的构

造、性质及其应用，有待于进一步的研究。本文主要给出整数环的构造，证明其基本性质。同时，研究

整数环的判定、整数环与理想以及其他环类的联系、代数整数环上Ramanujan展开的应用。 
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Abstract 
As an important algebraic structure in modern algebra, integer rings are very important in groups, rings, 
and fields. However, the structure, properties and applications of integer rings await further study. This 
article mainly gives the construction of integer rings and proves their basic properties. At the same time, 
the determination of integer rings, the relationship between integer rings and ideals and other ring 
types, and the application of Ramanujan expansion on algebraic integer rings are studied. 
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1. 引言 

整数环这一理论的研究在实际应用中具有重要应用，例如：大数据时代下对于身份信息的同态密钥

协商，全同态加密算法、多重变量的 Menon 型恒等式等等都与整数环理论具有密切联系。整数环的研究

引起了很多专家和学者的关注，取得了很多成果。德国数学家卡尔·弗里德里希·高斯在《数论》中进行

了对整数的研究，引入了整系数多项式这一概念，并研究了整数的分解。德国数学家理查德·戴德金和

朱斯丁·索尔维对整数环的理论进行了深入研究，在原有基础上引入了理想和整环的概念。数学家大卫·希

尔伯特和埃米尔·阿廷进一步研究了整数环的结构性质和应用。迄今为止，整数环的研究与其他数学分

支，如数论、代数几何和代数拓扑等领域交织在一起。研究者们更关注整数环在更深的数学结构中的应

用，如含有整除关系的 Menon 型恒等式、多重变量的 Menon 型恒等式等等[1]，尤其是与计算机和密码

学等领域的重要联系[2] [3]。本文受上述文献的启发，主要基于整数环的定义与构造，研究其基本性质，

给出整数环的具体应用。 

2. 基本理论 

下面给出本论文中将用到的基本概念和结论。 
定义 2.1 [4]  群定义：一个不空集合 G 对于一个叫做乘法的代数运算来说作成一个群，假如： 
1. G 对于乘法来说是闭的； 
2. 结合律成立： ( ) ( )a bc ab c= ；对于 G 的任意三个元 a，b，c 都成立； 
3. G 里至少存在一个单位元 e，能让 ea a= 对于 G 的任何元 a 都成立； 
4. 对于 G 的每一个元 a，在 G 里至少存在一个左逆元 1a− 能让 1a a e− = 。 
定义 2.2 [4]  一个群叫做交换群，假如 ab ba= ，对于 G 的任何两个元 a，b 都成立。 
定义 2.3  群 G 的左单位元也是右单位元，并且是唯一的，称之为群 G 的单位元。 
定义 2.4  群 G 中元素 a 的左逆元也是 a 的右逆元，并且是唯一的，称为元素 a 的逆元。 
定义 2.5  一个集合 R 叫做一个环，假如： 
1. R 是一个加群，换一句话说，R 对于一个叫做加法的代数运算来说做成一个交换群。 
2. R 对于另一个叫做乘法的代数运算来说是闭的。 
3. 这个乘法适合结合律。 
4. ( ) ( )a bc ab c= ，任意 R 中三个元素 a，b，c，都有两个分配律都成立： 

( )a b c ab ac× + = +  ( )b c a ba ca+ × = + 。 

定义 2.6  如果环 R 的乘法满足交换律，即对 R 中任意元素 a，b 都有 ab ba= 。 
则称环 R 为交换环，否则称 R 为非交换环。 
定义 2.7  (左零因子、右零因子)若是在一个环里， 0, 0a b≠ ≠ 但 0ab = ，则 a 是这个环的一个左零

因子，b 是一个右零因子。 
一个环如果为交换环，它的左零因子也是右零因子。 
在一个非交换环中，一个零因子未必同时是左零因子和右零因子。 
定义 2.8  一个环 R 叫做整环，假如： 
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1. 乘法适合交换律： ab ba= 。 
2. R 有单位元 1：1 1a a a= = 。 
3. R 没有零因子： 0 0ab a= ⇒ = 或 0b = 这里 a，b 可以是 R 的任意元。 
整环即无零因子的幺环。 
整数环定义 
由以上环与整环相关定义，我们可以得到整数环定义： 
全体整数做成的集合中有两种运算(×；+)。 
(I) R 对于一个叫做加法的代数运算来说做成一个交换群。 
(II) R 对于一个叫做乘法的代数运算来说封闭、满足结合律、有单位元 1、乘法适合交换律。 
(III) R 没有零因子。 
(IV) R 对于加法和乘法来说满足分配律。 
那么 R 就叫做整数环。 

3. 整数环的性质 

性质 1. 整数环是无零因子环 
整数环的特征或是无限大或是一个素数 P 且一个环有无零因子这一性质在经过一个同态满射是不一

定可以保持的。例如：R 为整数环， *R 为模 n 的剩余类环，那么φ ： 

[ ]a a→  

显然，φ 是 R 到 *R 的一个同态满射，但 R 没有零因子， *R 有零因子。 
性质 2. 整数环是主理想环 
(1) 整数环 R 关于加法做成循环群，因为循环群的子群是其生成子群，设 

( )a a Rµ = ∈  

由生成子群定义 ( ) { }a ka k a= ∈ ，所以 { }ka k aµ = ∈ 。 

(2) 整数环 R 是有理想的交换环，所以 R 的由元素 a 确定的主理想为{ }ka k a∈ ，即整数环 R 的每一

个理想都是他的主理想，故 µ 是 R 的主理想。 

性质 3. 整数环是完备环 
设有一个整数环中的柯西序列{ }na ，即对于任意给定的正数 ε ，存在一个正整数 N，使得当 ,m n N>

时， 

m na a ε− <  

由于整数环中任意两个整数的差的绝对值是一个非负整数，因此对于柯西序列{ }na ，随着序列元素

的增加，差值不会无限增大，从而这个差值序列也会收敛到一个整数。即整数环中的任意柯西序列都有

一个极限，整数环满足柯西序列收敛条件，说明整数环是一个完备环。 
性质 4. 整数环是唯一分解整环或高斯整环 
因为整数环 R 是一个整环，整数环的每一个既不是零也不是单位的元 a 都有一个分解 1 2 3 ra p p p p= 

( rp 是 R 的素元)。并且 R 的一个素元 p 若能整除 ab，那么 p 能整除 a 或 b，所以整数环是唯一分解环。 
性质 5. 整数环是一个欧式环 
定义： 

( ) ( ): a a a a aϕ ϕ→ = 表示整数 的绝对值  
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是一个适合条件有一个从整环 I 的非零元所做成的集合到 ≥ 0 的整数集合的映射ϕ 存在的映射，给

了整数 0a ≠ ，任何整数 b 是可以写成 b qa r= + 的形式，这里 0r ≠ 或 ( ) ( )r a aϕ ϕ< = 。因此整数环是欧

式环。任何欧式环一定是一个主理想环，也是一个唯一分解环。 

4. 整数环的构造 

1. 整数加法群的结构 
整数及整数上的加法运算构成了群 ,Z + ，称之为整数加法群。其中 0 是群的单位元，每一个元素的

逆元是它的相反数。 
整数与整数上的乘法运算不能构成群，因为除了元素 1 和−1 外，所有元素都不存在逆元。类似地，

,Q + ， ,R + 都是群，而 ,Q × ， ,R × 都不是群，因为元素 0 没有逆元。 { }0 ,Q − × ， { }0 ,R − × 都是

群，两个群的单位元均为 1，元素 a 的逆元是该元素的倒数。 
整数加法群 ,Z + ，是由整数 Z 和整数加法运算(+)组成。其单位元 0； 
封闭性： , ,a b Z a b Z∀ ∈ + ∈ ； 
结合律： ( ) ( ), , ,a b c Z a b c a b c∀ ∈ + + = + + ； 

逆元： 1,a Z a a−∀ ∈ = − 。 

2. 整数加法群的性质 
(1) 子群 
设 G 是群， H G∅ ≠ ⊆ ，若 H 具封闭性、单位元、逆元，称 H 是 G 的一个子群，记号 H G≤ 。换

句话说，若1 1G H H= ∈ ； ,a b H∀ ∈ ，a b H⋅ ∈ ； a H∀ ∈ ， 1a H− ∈ ，则 H 是 G 的一个子群。作为群公理

之一的结合律，因为 H 继承了 G 的运算，所以自然成立，因此，子群也是群。 
考虑整数加法群 ( ), ,0Z + ，自然可以想到，在偶整数上做加法可以成群，如 0 + 2 = 2，2 + 4 = 6……

定义为整数上的所有偶数，则 ( )2 , ,0Z + 是 ( ), ,0Z + 的子群。对任意整数 b，定义 { }:bZ bx x Z= ∈ ，则

( ), ,0bZ + 是 ( ), ,0Z + 的子群。 

整数加法群 ,Z + 是 ,R + 的子群。 

(2) 循环群 
设 g 是群 G 中一个取定的元素，若群 G 的任意一个元素 a 可以写成 ,na g n Z= ∈ 的形式，则称 G 循

环群，称 g 为群 G 的一个生成元，可写成G g= 。 
循环群分为两类：一类是有限循环群，n 个元的有限循环群与模 n 的剩余类加群同构；另一类是无限

循环群，它与整数加法群同构，循环群是特殊的阿贝尔群，循环群的子群和商群仍是循环群。 
整数加法群 ,Z + 中，任意元素 a 都可以表示成 1 或−1 的幂，因此 ,Z + 是循环群。在整数加法群上

做一些小修改可以做出另一个有意思的循环群 , ,0nZ + ，其中 { }0,1, , 1nZ n= − ，同余加法 + 定义为

( ), , modna b Z a b a b n∀ ∈ + = + 。在这里1 0n = ，也就是说1 1 1 1 0+ + + + =   

  (n 个 1 相加模 n 余 0)。所以，

, ,0 1nZ + = 是 n 阶循环群。 
(3) 交换群 
具有交换性的群称为交换群。交换性： , ,a b G ab ba∀ ∈ = 。 
整数加法群 ( ), ,0Z + 是交换群，因为整数加法满足交换律。一般线性群 ( )GL n 由所有 n n× 的可逆矩阵

和矩阵乘法组成，它不是交换群，因为矩阵乘法不满足交换律。在整数加法群 ( ), ,0Z + 中，0 的周期是 1，
除 0 以外的其他元素的周期都是无限的。 

5. 整环的应用 

代数整数环上的 Ramanujan 展开有：代数整数环上的 Ramanujan 和与酉 Ramanujan 和[5]。 
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对于次数 2d ≥ 的数域 L/Q，我们把它的代数整数环记作 LD 。对于 LD 中的任意非零理想 M、N，将

LD 上的 Ramanujan 和与酉 Ramanujan 和分别定义为 

( ) ( ) ( )( ),, J M NC M N N J N Jµ= ∑  

( ) ( ) ( )( )*
* *

,, J M NC M N N J N Jµ= ∑  

特别地，对于二次域 ( )K Q d= ，当 2d ≡ 或 ( )3 mod 4 时，K 的代数整数环为 Z Z d+ ；当 ( )K Q i=

时，K 的代数整数环为 [ ]Z i 。 

Ramanujan 展开提供了一种计算模形式 Fourier 系数的有效方法，为研究整数的性质、素数的性质等

数论问题提供了重要工具。总的来说，代数整数环上的 Ramanujan 展开在数学理论研究以及应用领域都

有着重要的意义，为多个数学领域的发展提供了重要的理论支持和数学工具。 

6. 小结 

本文主要讨论整数环的构造，给出整数环的性质，整数环与其他理想环的关系、整数加法群的结构

和性质，进而给出整数环在高等代数等其他数学学科的具体应用。如代数整数环上的 Ramanujan 展开、

含有整除关系的 Menon 型恒等式、多重变量的 Menon 型恒等式。研究近世代数中的整数环，从环论、域

论、反证等思想进行了研究，为高等代数等其他数学学科的学习提供了借鉴和参考。 
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