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摘  要 

设 { }nX X n= ≥, 1 是一列可交换的随机变量，并假设 X 中仅仅有部分随机变量能够被观测到。在随机缺失情

形下，本文证明了完全样本极值次序统计量与非完全样本极值次序统计量的联合极限分布，并用所得结果研

究了阿基米德Copula相依结构下完全样本极值次序统计量与非完全样本极值次序统计量的渐近关系。 
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Abstract 
Let { }nX X n= ≥, 1  be a sequence of exchangeable variables and suppose that only parts of them 
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can be observed. In this paper, we derived the joint asymptotic distributions of extreme order sta-
tistics of complete and incomplete samples under conditional independence. We also investigate 
the joint asymptotic relation between extreme order statistics of complete and incomplete samples 
under Archimedean copulas. 
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1. 引言 

经典的极值理论是研究社会生活中极端现象的一门学科，其主要研究一列随机序列极大值的相关极

限理论。设 { }, 1nX n= ≥X 是一列独立同分布的实值随机序列，具有边际分布函数 ( )F x 。若存在常数序

列 0,n na b> ∈和非退化分布函数 ( )G x 使得对 ( )G x 的任意连续点处有 

 ( ) ( )lim ,n
n n nF a x b G x→∞ + =   (1) 

则称分布函数 F 属于非退化函数 ( )G x 的最大吸引场，简记为 ( )F D G∈ 。注意到 ( )G x 必为如下三大

极值分布 

( ) ( )Gumbel : exp e , ;xx x−Λ = − −∞ < < +∞  

( ) ( )
0, 0,

Frechet : 0;
exp , 0,

x
x

x xβ β β−

≤Φ = > − >
 

( ) ( )( )exp , 0,
Weibull : 0.

1, 0,

x x
x

x

β

β β
− − − ≤Ψ = >

 >
 

上述的经典结果及其相关推广见专著[1]。 
在实际应用中，有些数据可能因不同的原因以一种非常不规则的方式丢失。在许多领域(例如金融、

水文、气象等)，不同的研究者可能对不同的观测频率的样本感兴趣。在这些情况下，研究完全样本极值

和非完全样本的极值的渐近理论以及它们之间的渐近关系变得很重要。 
假设 X 中仅有部分随机变量能够被观测到。令 { }, 1n nε= ≥ε 为一列伯努利序列，表示随机变量 nX 被

观测到的事件的指标且与 { }, 1nX n= ≥X 独立。在 X 的前 n 个样本中，记 { }max , 1,2, ,n kM X k n= =  和

随机缺失序列的最大值为 { }max , 1,1n k kM X k nε= = ≤ ≤ 。 1
n

n kkS ε
=

= ∑ 并假设其满足，当 n →∞时 

,
p

nS
n

λ→  

其中 λ 为随机或非随机变量。 
当 λ 为一个常数时，文献[2]研究了独立同分布随机序列完全样本和非完全样本极值之间的渐近关系，

获得了如下结论：对任意 x y< ∈有 
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 ( ) ( )( ) ( )lim , , , ,n n n n n n nP a M b x a M b y H x y λ→∞ − ≤ − ≤ =  (2) 

其中 

( ) ( ) ( )1, , .H x y G x G yλ λλ −=  

同时文献[2]也研究了一类平稳相依情形，即在极值理论领域一类非常经典的相依条件 ( ),n nD u v 和

( )nD u′  (其定义详见专著[3])下研究了完全样本和非完全样本极值之间的渐近关系，文献[4]证明了(2)式
仍然成立，其中 

( ) ( ) ( )1, , .H x y E G x G yλ λλ − =    

近年来，该问题逐渐成为极值领域的一个研究热点，文献[3] [5]-[7]将上述问题推广到了高斯情形；

文献[8] [9]则考虑了自回归过程和线性过程情形；文献[10] [11]考虑了随机场情形；其他相关研究见[12]-
[15]。 

上述的研究中考虑了一些相依情形，如[2] [4]在 ( ),n nD u v 和 ( )nD u′ 条件下考虑该问题，[3] [5]-[7]则
在相依高斯背景下考虑了该问题，[8] [9]在自回归过程和线性过程下考虑了该问题。除[3] [5]-[7]中的高斯

情形之外，其他研究中考虑的相依性都很弱的，其不影响极限分布 ( ), ,H x y λ 的形式。因此非常有必要在

强相依背景下研究非高斯随机序列完全样本和非完全样本极值之间的渐近关系。 
本文将研究一类可交换随机序列完全样本和非完全样本极值次序统计量之间的渐近关系。专著[16]

中 3.6 节详细地陈述了可交换随机变量次序统计量的渐近性质。受文献[17]的启发，本文将使用拉普拉斯

变换来描述随机变量之间的可交换性，该拉普拉斯变换与阿基米德 Copula 有着密切的关系。在过去的几

年里，与 Copula 相关的主题引起了人们的极大兴趣。Copula 常常被用来描述随机变量之间的尺度不变的

依赖性。对这种随机依赖结构的理解在概率论的所有领域中都变得非常重要，特别是在精算领域和金融

领域，Copula 已经证明了它们在构建适当的多元模型方面是非常有效的。关于 Copula 的相关理论介绍，

可参考专著[18]。 

2. 主要结论及其证明 

在本节中，设 { }, 1nX n= ≥X 是一列随机变量序列，并设 { }, 1n nε ε= ≥ 为一列伯努利随机序列，其中

nε 表示随机变量 nX 被观测到的事件的指标且与 { }, 1nX n= ≥X 独立。令 1
n

n kkS ε
=

= ∑ 。记 

{ }max , 1,2, ,n kM X k n= =  ， { }max , 1,1n k kM X k nε= = ≤ ≤ 。对于任给定的正整数 , ,k l m ，令 



( )


( ) ( ), ,
lk m

n n nM M M 分别表示{ }  : 1,1j iX j nε = ≤ ≤ ，{ }: 0,1j iX j nε = ≤ ≤ ，{ }:1jX j n≤ ≤ 中的第 ,k l 和 m 个

最大值。 
现在，我们将阐述主要结论。 
定理 2.1. 设 F 和 ( )M θΘ 均是一维分布函数，且 ( )0 0MΘ = 。记ψ 是 ( )M θΘ 的拉普拉斯变换，且 1ψ −

是ψ 的反函数。记 ( )kψ 为ψ 的 k 阶导数。假设随机向量 ( )1 2, , , nX X X 有如下的联合分布函数: 

 ( ) ( )( ){ } ( )1
1 10
, , exp d .n

n iiH x x F x Mθψ θ
+∞ −

Θ=
= −∏∫  (3) 

假设 ( ) ( )1exp F D Gψ −− ∈ ，即存在常数序列 0,n nc d> ∈使得对 ( )G x 的任意连续点处有 

 ( )( ) ( )1lim exp .n n nn F c x d G xψ −
→∞ − + =  (4) 

进一步假设 1n kk
nS ε
=

= ∑ 满足 
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 ,
p

nS
n

λ→  (5) 

其中随机变量 ( )0,1λ ∈ 几乎处处成立。则 
1) 对任意的 ,x y∈，有 

 



( )


( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

1 1
0 0

1

lim ,

log log
! !

1 log log ;

lk
n n n n n nn

r s
k l
r s

s r sr

P M c x d M c y d

G x G y
r s

E G x G yλλ
λ λ λ ψ

→∞

− −

= =

+ − −−

 ≤ + ≤ + 
 

=

× − +

∑ ∑  (6) 

2) 当 x z< ∈时，有 

 



( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

1 1 1
0 0

1

lim ,

log log log log
! ! !

1 log log ;

k m
n n n n n nn

t i j i
m m t k
t i j i

t t jj

P M c x d M c z d

G z G z G x G z
t i j i

E G x G zλλ
λ λ λ ψ

→∞

−
− − − −

= = =

+ − −−

≤ + ≤ +

−
=

−

× − +

∑ ∑ ∑  (7) 

当 x z≥ ∈时，有 

 



( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )
{ }

( ) ( ) ( )( ){ }

1 1 min , 1
0 0 0

lim ,

log log log log
! ! !

1 log ;

k m
n n n n n nn

t j i j
m m t i k
t i j

t t ii

P M c x d M c z d

G z G x G z G x
t j i j

E G zλ λ λ ψ

→∞

−
− − − −

= = =

+

≤ + ≤ +

−
=

−

× − −

∑ ∑ ∑  (8) 

3) 当 y z< ∈时，有 

 



( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

1 1 1
0 0

1

lim ,

log log log log
! ! !

1 log log ;

l m
n n n n n nn

t i j i
m m t l
t i j i

j t jt

P M c y d M c z d

G z G z G y G z
t i j i

E G z G yλλ
λ λ λ ψ

→∞

−
− − − −

= = =

+ − −−

 ≤ + ≤ + 
 

−
=

−

× − +

∑ ∑ ∑  (9) 

当 y z≥ ∈时，有 

 



( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

{ }

( ) ( ) ( )( ){ }

1 1 min , 1
0 0 0

lim ,

log log log log
! !

1 log .

l m
n n n n n nn

t j i j
m m t i l
t i j

i t it

P M c y d M c z d

G z G y G z G y
t j i j

E G zλ λ λ ψ

→∞

−
− − − −

= = =

+

 ≤ + ≤ + 
 

−
=

−

× − −

∑ ∑ ∑  (10) 

注记 2.2. (i) (3)式定义了一个 n 维可交换的随机向量。当给定条件 θΘ = 时，他们是独立同分布的。

由于独立同分布序列能够被扩展到无穷维序列，因此向量 ( )1 2, , , nX X X 事实上是无限维可交换随机变

量序列的一部分； 
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(ii) 拉普拉斯变换是严格单调递减的，并且有 ( ) ( )0 1, 0ψ ψ= ∞ = ； 
(iii) 可以借助阿基米德 copula 来描述(3)式所定义的相依结构，本文第三节给出了定理 2.1 在阿基米

德 copula 结构下的应用； 
(iv) 对(3)式定义的可交换的相依结构，文献[17]给出相应极值次序统计量的极限分布。 
证明：为了方便，记 ( )n n nu x c x d= + 。由文献[19]可知，如果随机序列 { }, 1nY Y n= ≥ 的边际分布函数

( )XF D G∈ ，并且 { }, 1nY Y n= ≥ 满足弱相依条件 ( ),n nD u v 和局部相依 ( )nD u′ 时，任意的 ,x y∈，有 

 



( ) ( ) ( ) 
( )
( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )( )1

1 1 1
0 0

lim ,

log log
.

! !

lk
n n n nn

r s

k l
r s

P M Y u x M Y u y

G x G y
E G x G y

r s

λ λ
λ λ

λ

→∞

−
− − −
= =

 ≤ ≤ 
 

 − − =  
  

∑ ∑
 (11) 

由定理 2.1 的条件(3)可知，在给定Θ 的条件下， 1, , nX X 是相互独立的随机变量，并且其边际分布

函数为 ( )1exp Θ Fψ −−  。注意到 ( ) ( )1exp F D Gψ −− ∈ ，进而有 ( ) ( )1 Θexp Θ F D Gψ −− ∈ 。这意味着在Θ
给定的条件下， 1, , nX X 满足经典的 Fisher-Tippet 定理，并且有着与(1)式一样的正规化常数 ,n na b ，且此

时极限分布函数为 ΘG 。详细情形可参考[20]定理 3.2.3 和[16]第 3.6 节。因此，利用(11)式，有 

 



( ) ( ) 
( )

( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )1
1 1 1
0 0

lim , |

loglog
,

! !

lk
n n n nn

sr

k l
r s

P M u x M u y

G yG x
E G x G y

r s

λλ
λλ

λ

→∞

Θ −Θ
− − Θ −Θ
= =

 ≤ ≤ Θ 
 

 −− =  
 
 

∑ ∑
 (12) 

即，我们获得了关于Θ 的逐点收敛。注意到上述概率是一致有界的，并且在 [ )0,∞ 上关于 ( )dM θΘ 是

可积的。因此，根据控制收敛定理和(12)式，有 

 



( ) ( ) 
( )

( )



( ) ( ) 
( )

( ) ( )



( ) ( ) 
( )

( ) ( )

( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )

0

0

1
1 1 1
0 00

1
0

lim , |

lim , | d

lim , | d

loglog
d

! !

log log
!

lk
n n n nn

lk
n n n nn

lk
n n n nn

sr

k l
r s

r s
k
r

P M u x M u y

P M u x M u y M

P M u x M u y M

G yG x
E G x G y M

r s

G x G y
r s

θ λθλ
θ λθλ

λ

θ

θ

θ

→∞

+∞

Θ→∞

+∞

Θ→∞

−
+∞ − − −

Θ= =

−

=

 ≤ ≤ Θ 
 

 = ≤ ≤ Θ 
 
 = ≤ ≤ Θ 
 

 −− =  
 
 

=

∫

∫

∑ ∑∫

∑

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }

1
0

1

0

!

1 exp log log d .

l
s

s r srE G x G y Mλλ
λ λ λ θ θ θ

−

=

+∞ + − −−
Θ

 × − − − + 

∑

∫

 (13) 

根据定理 3.1 条件，ψ 是 ( )M θΘ 的拉普拉斯变换，即 

( ) ( ) ( )
0

exp dt t Mψ θ θ
+∞

Θ= −∫  

进而有 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
exp dkk t t Mψ θ θ θ

+∞

Θ= − −∫  
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带入(13)式可得 

 



( ) ( ) 
( )

( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }

1 1
0 0

1

lim ,

log log
! !

1 log log .

lk
n n n nn

r s
k l
r s

s r sr

P M u x M u y

G x G y
r s

E G x G yλλ
λ λ λ ψ

→∞

− −

= =

+ − −−

 ≤ ≤ 
 

=

× − +

∑ ∑  

为了完成(6)式的证明，我们还需要证明当 ( ) ( ), ,x y → ∞ ∞ 时， 

 

( ) ( ) 
( )

( )lim , 1
lk

n n n nn
P M u x M u y

→∞

 ≤ ≤ = 
 

 

利用文献[17]中定理 1.2 可得 

 



( ) ( ) 
( )

( )

 ( )  ( )( )
 { }( )  { }( )( )

{ }( )( )
{ }( )( )

lim ,

lim ,

lim min , , min ,

lim min ,

log min , .

lk
n n n nn

n n n nn

n n n nn

n nn

P M u x M u y

P M u x M u y

P M u x y M u x y

P M u x y

G x yψ

→∞

→∞

→∞

→∞

 ≤ ≤ 
 

≥ ≤ ≤

≥ ≤ ≤

= ≤

= −

 

注意到，当 ( ) ( ), ,x y → ∞ ∞ 时，显然有 { }( )( )log min , 1G x yψ − → 。定理 3.1 的 1)证毕。定理 3.1 的 2)

与 3)的证明是类似的，故略去。 

3. 应用 

在本节中，我们将应用定理 2.1 来探讨 Copula 相依结构下完全样本极值次序统计量与非完全样本极

值次序统计量之间的渐近关系。首先，介绍一些关于 Copula 的定义，性质及相关定理，它们均来自专著

[18]。Copula 是一个自变量为边缘分布函数的多元函数，它能够将多维分布函数与其边缘分布函数进行

有效的连接，从而清晰地反映两个边缘分布函数之间联系的结构。 
定义 3.1. (Copula)令 2d ≥ 。一个 d 维 Copula 函数是一个定义在 [ ]0,1 d

上的 d 维分布函数，其边际分

布函数服从 ( )0,1 上的均匀分布。 

下面的 Sklar 定理是一个研究 Copula 的重要工具，其证明见专著[18]。 
命题 3.1. 对给定的 Copula 函数 C 和边际分布函数 1, , dF F ，有 

 ( ) ( ) ( )( )1 1 1, , , ,d d dF x x C F x F x=   (14) 

是一个分布函数。反之，对给定的具有边际分布函数 1, , dF F 的多维分布函数 F，存在一个满足(14)
式的 Copula 函数 C。这个 Copula 函数 C 是不唯一的，如果 1, , dF F 是连续函数，则有 

 ( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 1, , , , ,d d dC x x F F x F x− −=   (15) 

其中 1
iF − 表示分布函数 iF 的广义逆函数。 

本文主要考虑阿基米得 Copula，在介绍其定义之前，我们先给出几个辅助结果。 
定义 3.2。令 2d ≥ 。设 [ ] [ ]1 : 0,1 0,ψ − → ∞ 是严格递减的、凸的函数，并且使得 ( )1 0ψ − = ∞， ( )1 1 0ψ − =
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对于 [ ]0,1 , 1, ,ix i d∈ =  有 

 ( ) ( )1
1

1
, , ,

d

d d i
i

C x x xψ ψ ψ −

=

 
=  

 
∑

 

其中， 1ψ − 称为 dCψ 的生成元。 
定义 3.3. 一个定义在 I 上函数 g 被称为在 I 上完全单调的，如果它是连续的并且具有交替符号的所

有阶导数,即 ( ) ( )d1 0
d

k
k

k g x
x

− ≥ ，对所有 0k ≥ 和所有 x I∈ 成立。 

命题 3.2. 对所有 2d ≥ ， dCψ 是一个 Copula 当且仅当生成元 1ψ − 具有逆函数ψ 并且ψ 在 [ ]0,∞ 上完全

单调. 
定义 3.4. (阿基米德 Copula)如果ψ 在 [ ]0,∞ 上完全单调，则称 dCψ 是阿基米德 Copula。 

命题 3.3.设 { }, 1nX n= ≥X 是一列同分布的随机变量，如果对任意的 2n ≥ ，随机向量 ( )1  , , nX X 具

有阿基米德 Copula nCψ ，则称随机序列 { }, 1nX n= ≥X 是阿基米德 Copula 相依的。 

当随机变量序列是阿基米德 Copula 相依的，如果其共同分布函数 XF 满足 ( ) ( )1exp XF D Gψ −− ∈ ，

文献[21]研究了该随机序列极值的极限分布问题，并探讨了其结果在精算中的应用。如果其共同分布函数

XF 满足 ( )XF D G∈ ，文献[22]-[24]则获得了该随机序列极值以及极值次序统计量的分布极限定理和几乎

处处中心极限定理。利用定理 2.2，我们获得了阿基米德 Copula 相依随机序列完全样本极值次序统计量

与非完全样本极值次序统计量之间的联合极限分布。 
定理 3.1. 设 { }, 1nX n= ≥X 是一列同分布的阿基米德 Copula 相依的随机变量，具有连续的边际分布

函数 ( )XF x .设 { }, 1n nε ε= ≥ 为一列伯努利随机序列，其中 nε 表示随机变量 nX 被观测到的事件的指标且

与 { }, 1nX X n= ≥ 独立。假设 1
n

n kkS ε
=

= ∑ 满足，当 n →∞时， 

 ,
p

nS
n

λ→   (16) 

其中随机变量 ( )0,1λ ∈ 几乎处处成立。则存在常数序列 0,n nc d> ∈使得(6)~(10)式均成立。 

注记 3.1. 文献[25]考虑了一列同分布的阿基米德 Copula 相依的随机变量最大值与其非完全样本情形

下最大值的联合极限分布，同时本文中条件(16)中的 λ 为随机变量，而文献[25]中 λ 为常数，因此，定理

3.1 推广了文献[25]的主要结论. 
证明：由文献[26]可知，对每个阿基米德 Copula nCψ ，都存在一维分布函数 F 和一个正值随机变量

Θ 具有拉普拉斯变换 ( ) ( )( )expt E tψ = − Θ ，使得满足阿基米德 Copula nCψ 结构的随机变量

( )1 2, , , nX X X 关于 Θ 条件独立，即其联合分布函数可以表示为(3)式。选择常数序列 0,n nc d> ∈使得 

( ) ( )1exp F D Gψ −− ∈ ，其中 1ψ − 是ψ 的逆函数。进而，定理 2.1 的条件都成立，因此，由定理 2.1 立刻

可证定理 3.1 成立。 
本文研究了可交换的随机变量在随机缺失情形下的极值次序统计量的极限分布问题，得到了完全样

本极值次序统计量与非完全样本极值次序统计量的联合极限分布，并用所得结果研究了阿基米德 Copula
相依结构下完全样本极值次序统计量与非完全样本极值次序统计量的渐近关系，获得了它们的联合极限

分布。本文的创新性主要体现在如下两个方面：其一，将文献[25]中条件
p

nS
n

λ→ 中常数 λ 推广到随机变

量情形；其二，将文献[25]中完全样本极大值与非完全样本极大值的联合极限分布推广到了极值次序统计

量情形。 
在未来的研究中，我将考虑更一般的 Copula 相依结构情形下完全样本极值次序统计量和非完全样本

极值次序统计量的渐近关系，同时，通过解决上述所提到的问题，将所得结论应用到缺失数据的极值统
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