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摘  要 

扩充设计在生物制药，化学化工等领域运用广泛。Gao在2020年构造了一类范围固定二三混水平扩充设

计。本文从设计的均匀性角度出发，研究了范围固定水平扩充设计在可卷型L2-偏差下的均匀型。首先建

立水平扩充设计的可卷型L2-偏差与二水平基石设计的相遇数之间的解析联系，并获得其下界。其次基于

距离分布和字长型模式分别建立水平扩充设计与基石设计之间的解析联系。最后通过数值例子解释所获

得理论结果。 
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Abstract 
Augmented designs are widely applied in biological pharmacy, chemistry and chemical engineering, 
and so on. Gao constructed a class of range-fixed level-augmented designs in 2020. The article, start-
ing from the perspective of design uniformity, investigates the uniformity of range-fixed level-aug-
mented designs under the condition of wrap L2-discrepancy. Firstly, the analytical connection be-
tween the wrap L2-discrepancy of the range-fixed level-augmented designs of mixed two and three 
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levels and the coincidence number of the footstone-designs with two levels is established, and its 
lower bound is obtained. Secondly, based on distance distribution and wordlength pattern, the an-
alytical connections between the level-augmented designs and the footstone-designs are built re-
spectively. Finally, the obtained theoretical results are explained by some numerical examples. 
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1. 引言 

在对复杂系统进行研究时，仅仅采用初始试验往往很难达到预期的目标，需要进行跟随试验，对原

有的设计进行扩充，来获得更多信息。扩充设计的研究主要是在不同准则下对试验次数的扩充(行扩充)或
因子数的扩充(列扩充)及相关性质进行研究。 

均匀设计是一种空间填充设计，它要求试验点均匀地遍布在试验区域。因为试验次数的灵活性，均

匀设计在各领域有着广泛的应用。偏差作为均匀性的度量，在许多文献中已进行了讨论，常见的偏差有

中心化 L2-偏差，可卷型 L2-偏差，混合偏差和离散偏差等。文献[1]在超饱和设计的度量准则下，通过向

二水平最优超饱和设计添加一些试验得到一类具有优良性质的二水平超饱和设计的扩充设计。文献[2]和
文献[3]分别将文献[1]推广到任意水平的对称设计和非对称设计，并给出一类最优的对称和非对称超饱和

设计的扩充设计。文献[4]基于贝叶斯 D 最优准则给出了二水平超饱和设计的列扩充方法。文献[5]首次在

偏差准则下，通过行扩充的方式讨论了二水平均匀设计的扩充设计。文献[6]以及文献[7]将文献[3]的结论

推广到三水平和二三混水平情形。文献[8]分别从行或列和行列同时扩充的方式在可卷型 L2-偏差下讨论

了二三混水平均匀设计的扩充设计。从均匀性角度讨论扩充设计的更多成果可参考文献[9] [10]。 
在实施跟随试验时，其设计的试验域有时需要扩大，有时设计的试验域需要保持不变。文献[11]与文

献[12]分别对应试验域范围扩大以及范围不变的两种情况，文献[13]根据试验域是否扩充，将设计分为范

围扩充和范围固定的水平扩充设计，对于不同类型的初始设计，基于可卷型 L2-偏差，分别讨论了对称和

非对称水平扩充设计的均匀性。文献[14]给出了范围固定水平扩充设计的构造方法，讨论了所构造设计在

最大最小 L1-距离下的空间填充性，但没有对其他性质进行进一步的研究，所以本文基于可卷型 L2-偏差

研究文献[14]所构造的范围固定二三混水平扩充设计的均匀性并讨论相关性质。 
本文余下部分结构如下：第二节给出了一些符号和准则；第三节讨论了范围固定二三混水平扩充设

计与基石二水平设计基于可卷型 L2-偏差的均匀性关系；第四节在距离分布和字长型模式下研究了范围固

定二三混水平扩充设计与二水平基石设计之间的解析联系；第五节通过数值例子解释所获的理论结果；

第六节对本文进行了总结。 

2. 基本概念 

2.1. 均匀设计 

设 ( )1 2
1 2; s sD n q q× 表示一类具有 n 次试验， ( )1 2s s s= + 个因子的非对称设计集合， is 个因子的水平取

自集合{ }0, 1 , 1,2kq k− = 。若对于集合{ }0, , 1 , 1,2.kq k− = 中的任意一个设计 d 的每一列中各个水平出
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现的次数相同，则称 d 为 U-型设计，这类 U-型设计的集合记为 ( )1 2
1 2; s sU n q q× 。当 1 2q q q= = 时，称其为

对称的 U-型设计， ( ); sU n q ， ( )1 2
1 2; s sU n q q× 分别表示对称 U-型设计和非对称 U-型设计的集合。 

对任意设计 ( )1 2
1 2; s sd U n q q∈ × ，其任意两行 u 和 v 可分别表示为 ( )1 2,u u u= ， ( )1 2,v v v= ； 

( )1 2, , ,
kk k k ksu u u u= 

， ( )1 2, , ,
kk k k ksv v v v= 

， { }, 0, , 1 , 1,2
k kks ks ku v q k∈ − = 。记 ( ),Hd u v 为第 u 行与第 v 行

之间的 Hamming 距离，即两行之间对应位置元素不同的位置个数，显然， ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , ,H H Hd u v d u v d u v= + 。

记 ( )uv dλ 为第 u 行与第 v行之间的相遇数，即两行之间对应位置元素相同的位置个数。由 Hamming 距离

与相遇数之间的关系可知 ( ) ( )1 2 ,uv Hd s s d u vλ = + − 。 

2.2. 广义字长型 

对于给定设计 ( )1 2
1 2; s sd U n q q∈ × ， 1 10, ,j s=  ， 2 20, ,j s=  。其距离分布定义为： 

 ( ) ( ) ( ){ ( ) ( ) ( ) }} ,
1 2 1 1 1 2 1 1 22 22

1 , : , , , , , , ,j j H H uE d u v d u v j d u u d v v vu v j
n

d= = = = ∈ = ∈  (1) 

其中 | |Ω 表示集合Ω中元素的个数。 ( )
1 2j jE d 的 MacWilliams 变换为： 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 2 1 2 1 2
1 2

1 1 1 2 2 2
0 0

1 ; , ; , ,
s s

i i i i j j
j j

A d P j s q P j s q E d
n = =

= ∑ ∑  (2) 

其中 ( ) ( ) ( )
0

; , 1 1
t

t

t

i
i rr t tt

i t t t t
r t

s jj
P j s q q

i rr
−

=

−  
= − −    −  
∑ 为 Krawtchouk 多项式之和， 0, , , 1,2t ti s t= = 。 

令 

 ( ) ( )
1 2

1 2
1 2, 1, , ,g

i i i
i i i

A d A d i s s
+ =

= = +∑ 
 (3) 

称 ( )g
iA d 为设计 d 的广义字长型。广义最小低阶混杂(GMA)准则是序贯最小化字长型向量 

( ) ( )( )1 21 , ,  g g
s sA d A d+

。 

2.3. 可卷型 L2-偏差 

本文采用的均匀性度量为可卷型 L2-偏差(简记 WD)。对于任意设计的 ( ) ( )1 2
1 2; s s

ij n s
d x U n q q

×
= ∈ × ，其

WD 值的平方可以由下列式子计算， 

 ( ) ( )
1 2 22 ( ) ( ) ( ) ( )

2
, 1 1 1

4 1 3 1
3 2

ks s sn
k k k k

il jl il jl
i j k l

WD d u u u u
n

+

= = =

   = − + − − − −         
∑∏∏  (4) 

其中
( )

( ) 2 1
2

k
k il

il
k

xu
q
+

= ， { }( ) 0,1, , 1k
il kx q∈ − ， 1,2k = 。  

对于一个设计 d ，若没有其他同规模的设计比它有更小的 WD 值，则称设计 d 为 WD 偏差下的均匀

设计。 
对于任意设计 ( )1 2

1 2  ; s sd U n q q∈ × ，其效率定义为： 

( )
( ) 2 ,

LB WD d
e

WD d

  =
  

 

其中 ( )LB WD d  是 ( ) 2
WD d   的下界，当 1e = 时，设计 d 被称为均匀设计。当 1 2 2q q= = 时，文献[15]给

出二水平设计的 WD 值平方及其下界， 
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 ( )
( )

2

2
1 1

4 1 5 6 ,
3 4 5

ijs s dn n

i j
WD d

n

λ

= =

     = − +              
∑∑  (5) 

 ( )
1

2
4 1 3 1 5 6 6 ,
3 2 4 5 5

s s s w w

LB WD d p q
n n

+          = − + + +                         
 (6) 

在其中， w 是 ( ) ( )2 2 1s n n− −  的整数部分， ( )( ) ( )1 1 2 2,p n n w n n s= − + − − 以及， 

( ) ( )2 2 1q n n s n n w= − − − 。二水平设计 WD 值平方达到(6)式的充分必要条件是任意不同两行的相遇数

的差不能超过 1。 

2.4. 范围固定的水平扩充设计 

文献[1]定义了范围固定水平扩充设计。设 1n 为跟随阶段的试验次数， 1s ， 2s 分别为水平不变和水平

扩张的因子个数， 1 2s s s+ = 。如果 ( )0 ;2sd U n∈ ，将 0d 中 2s 个水平扩张因子的水平从 { }0,1 水平变为

{ }0, 1q + 水平。得到设计 

0d ，且 ( )( )21
1 ;2 2 ssd D n q∈ + 。则称设计 ( ) ( )( )21

T

0 1 1 2, ;2
T ssTD d d U n n q= ∈ + + 为

范围固定水平扩充设计。文献[1]给出了范围固定二三混水平扩充设计的构造方法，具体步骤如下： 

第一步，给定一个二水平基石设计 ( );2sX U n∈ ，初始设计为以下形式： 0

0
1 f

X X
d

X X
 

=  
 

，其中 0,1 

分别表示 n 个 0 和 n 个 1 的列向量， fX 是 X 的折叠反转设计。即把 X 中的水平 0，1 变为 1，0 就得到

折叠反转设计 fX ； 
第二步，将初始设计 0d 第一列中的向量 1 变为 2。得到 

0d ； 

第三步，将扩充部分 ( )1 1 fd X X= ，添加到 

0d ；即


0
32

1

  dd
d
 

=   
 

为最终所构造的范围固定的二三混

水平扩充设计。 

3. 主要结论 

本节主要讨论范围固定水平扩充设计的均匀性及相关性质。 

3.1. 范围固定二三混水平扩充设计的均匀性 

本节主要讨论基于可卷型 L2-偏差下范围固定二三混水平扩充设计的均匀性。记 ( )( , ) ,a b
ij fX Xδ 表示设

计 X 的第 i 行与 fX 的第 j 行出现数对 ( ),a b 的个数，记 ( )( , )a b
ij Xδ 表示设计 X 的第 i 行与第 j 行出现数对

( , )a b 的个数，下面引理给出了范围固定二三混水平扩充设计 32d 的相遇数 ( )32ij dλ 与二水平基石设计 X 的

相遇数 ( )ij Xλ 之间的关系，这关系对研究后面的问题研究是必不可少的。 
引理 3.1.1 设 ( );2sX U n∈ 为二水平基石设计， ( )1 2

32 3 ;3 2 sd U n∈ × 是范围固定二三混水平扩充设计。

则二者之间的相遇数具有以下关系，  

( )
( )

( )( )( ) 32

2 1, , , 0,1,2;
2 2 , , 1, 2; 2, 1;
, .

ij

i kn j ln ij

X k l k l
d s X k l k l k l

s

λ
λ λ+ +

+ = =
= − ≠ = = = =

 其他

 

证明：当 0k l= = 时， 

( ) ( ) ( ) ( )32 1 1 2 ;ij ij ij ijd X X Xλ λ λ λ= + + = +  

当 1k = ， 2l = 时， 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(0,0) (1,1)
, 2 32 , 2 32 , 2 32

(0,0) (1,1) (0,0) (1,1)

(0,1) (1,0) (1,0) (0,1)

                   , , , ,

              

              

     

  

2

   

i n j n i n j n i n j n

ij f ij f ij f ij f

ij ij ij ij

d d d

X X X X X X X X

X X X X

λ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ δ

+ + + + + += +

= + + + +

= + + +

= ( )2 ;ijs Xλ−

 

当 0k = ， 1l = 时， 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(0,0) (1,1)
, 32 , 32 , 32

(0,0) (1,1) (0,0) (1,1)

(0,0) (1,1) (0,1) (1,0)

               , , , ,

               

               ,   

i j n i j n i j n

ij ij ij f ij f

ij ij ij ij

d d d

X X X X X X X X

X X X X

s

λ δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ δ

+ + += +

= + + +

= + + +

=

 

引理 3.1.1 证毕。 
下面的定理建立了范围固定二三混水平扩充设计 32d 的 WD 值的平方与二水平基石设计相遇数

( )ij Xλ 之间的解析联系。 
定理 3.1.1 设 ( );2sX U n∈ 为二水平基石设计， ( )1 2

32 3 ;3 2 sd U n∈ × 是范围固定二三混水平扩充设计。

则 

 
( )

2 1 2 1 2 2 2 ( )
2

32 2
1 ( ) 1

2 2 ( )

2
1 ( ) 1

4 1 3 23 5 1 5 6
3 3 2 81 4 4 52

23 3 5                  
2 6

 .
81

ij

ij

s s s s Xn n

i j i

s Xn n

i j i

WD d
n n n

n

λ

λ

+ +

= ≠ =

= ≠ =

           = − + + +                    

   +    
   

∑ ∑

∑ ∑
 (7) 

证明：根据(4)式与引理 3.1.1， 32d 的 WD 值的平方可表示为 

[ ]
( )

( )

( )

2 1 2 13 32
32 2

1 1 1

2 1 2 3 2 3

2
1 1 2 1 1 1 2 1

4 1 3( ) 1
3 23

4 1                  
3 3

3                  1
2

s sn n

il jl il jl
i j l

s n n n n n n

i i n i n j j n j n

il jl

WD d u u u u
n

n

u u

+ +

= = =

+

= = + = + = = + = +

 
 

   = − + − − − −      

  = − + + + + +      

× − − −

 

∑∑∏

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

( )
2 1

1
2 1 2 ( ) 2 2 ( )

2
1 ( ) 1

2 1 2 2 2 ( ) 2

2
1 ( ) 1

4 46 15 1 3 5                  
3 81 8 2 42

1 3 23 5 23 3 5
3 2 81 4 2 481

ij ij

ij

s

il jl
l

s s X s Xn n

i j i

s s s Xn n

i j i

u u

n

n n n

λ λ

λ

+

=

+ −

= ≠ =

+ −

= ≠ =

 −  

       = − + +       
       

       + + +       
       

∏

∑ ∑

∑ ∑
( )

2 1 2 1 2

2 2 ( ) 2 2 ( )

2 2
1 ( ) 1 1 ( ) 1

4 1 3 23 5 46 15
3 3 2 81 4 81 8

1 5 6 23 3 5 .
4 5 2 6

                  

2 81

ij

ij ij

X

s s s s

s X s Xn n n n

i j i i j i

n n

n n

λ

λ λ

+ +

= ≠ = = ≠ =

       = − + + +       
       

       + +       
       

∑ ∑ ∑ ∑

 

定理 3.1.1 证毕。 
定理 3.1.1 表明范围固定二三混水平扩充设计 32d 的 WD 值平方是由二水平基石设计 X 的相遇数确

定。下面的定理给出了 32d 的 WD 值平方的一个下界，该下界作为一个基准用于评价设计的均匀性和搜索

均匀设计。 
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3.2. 范围固定二三混水平扩充设计在 WD 偏差的下界 

定理 3.2.1 设 ( );2sX U n∈ 为二水平基石设计， ( )1 2
32 3 ;3 2 sd U n∈ × 是范围固定二三混水平扩充设计。

则 

 ( ) ( )2
32 32WD d LB WD d   ≥     (8) 

其中 

 
( )

2 1 2 2

32

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

4 46 15 1 3 23 5
3 81 8 2 2 81 4

1 5 6 6 23 3 5 5 ,
4 5 5 2 6 62 81

s s s s

s w w s w w

LB WD d
n n

p q p q
n n

+

+ +

         = − + + +                
              + + + +                               

 (9) 

在其中， w 是 ( ) ( )2 2 1s n n− −  的整数部分， ( )( ) ( )1 1 2 2,p n n w n n s= − + − − 以及， 

( ) ( )2 2 1q n n s n n w= − − − 。定理 3.2.1 中等号成立的条件是二水平基石设计的任意不同两行的相遇数之

差不超过 1。 
证明：因为 

( )

62 2 ( ) 2 ( )2ln
5

2 2
1 ( ) 1 1 ( ) 1

2

2
0 1 ( ) 1

1 5 6 1 5 e
4 5 42 2

62ln
51 5                                             ,

4 !2

ij
ij

s X sn n n n X

i j i i j i

l

s n n l
ij

l i j i

n n

X
ln

λ λ

λ

 
 
 

= ≠ = = ≠ =

∞

= = ≠ =

     =     
     

  
      =  

 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

由于 ( ) ( )
1 ( ) 1

2
2

n n

ij
i j i

n n s
Xλ

= ≠ =

−
=∑ ∑ ，根据文献[15]有： ( )( ) ( )

1 ( ) 1
1

n n l ll
ij

i j i
X pw q wλ

= ≠ =

≥ + +∑ ∑ ， 

因此， 
2 2( 1)

2 2 ( ) 2

2 2
1 ( ) 1 0

2

2

6 6ln ln
5 51 5 6 1 5

4 5 4 ! !2 2

1 5 6                                            
4 52

ij

l lw w

s X sn n

i j i l

s

p q
l ln n

p
n

λ

+

∞

= ≠ = =

                              ≥ +      
       

 
  

   ≥    
   

∑ ∑ ∑

2 2( 1)6 ,
5

w w

q
+  +     

 

类似地，有 
2 2 ( ) 2 2 2( 1)

2 2
1 ( ) 1

23 3 5 23 3 5 5 ,
2 6 2 6 681 81

ijs X s w wn n

i j i
p q

n n

λ +

= ≠ =

          ≥ +                     
∑ ∑  

结合(7)式，可得到定理 3.2.1。 
根据定理 3.1.1 和定理 3.2.1 可知，当二水平基石设计是 WD 下的均匀设计时，其范围固定二三混水

平扩充设计也是 WD 的均匀设计。由于饱和设计的任意不同两行的相遇数是常数，很容易获得下面的推

论。 
推论 3.2.1 当二水平基石设计是饱和正交设计时，其范围固定二三混水平扩充设计是 WD 下的均匀

设计。 
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3.3. 水平扩充设计与基石设计的字长型模式之间的联系 

本节主要讨论范围固定二三混水平扩充设计与二水平基石设计的字长型模式之间的解析联系。根据

引理 3.1.1，可得到范围固定二三混水平扩充设计 32d 的 Hamming 距离 ( )* ,Hd i kn j ln+ + 和二水平基石设计

X 的 Hamming 距离 ( ),Hd i j 之间的联系，见引理 3.2.1。 
引理 3.3.1 设 ( );2sX U n∈ 为二水平基石设计， ( )1 2

32 3 ;3 2 sd U n∈ × 是范围固定二三混水平扩充设计，

二者的 Hamming 距离有如下关系， 

( )
( )

( )*

2 , , , , 0,1,2;
, 2 2 , 1, , 1, 2; 2, 1;

1,  . 

H

H H

d i j k l k l
d i kn j ln s d i j k l k l k l

s

= =
+ + = − + ≠ = = = =
 + 其他

 

由 Hamming 距离易知二水平基石设计与其二三混水平扩充设计的距离分布之间的关系如下。 
引理 3.3.2 设 ( );2sX U n∈ 为二水平基石设计， ( )1 2

32 3 ;3 2 sd U n∈ × 是范围固定二三混水平扩充设计。

则 
(1) 当 mod 2 0s = 时， 
(i) 当 1 0k = 时， 

( ) ( ) ( )
1 2 2 1 2

* *
(2 ) 32 (2 1) 32 2, 0, 0,1, , ;i i i i iE d E X E d i s+= = =   

(ii) 当 1 1k = 时， 

( )
( )

( )

2

1 2

2

2 2
*

(2 ) 32

2

2 , 0,1, , , ;
3 2
2 4 , ;
3 3 2

s i

i i

s i

sE X i s i
E d

n sE X i

−

−

 = ≠= 
 + =


 且

 

( )
1 2

*
(2 1) 32 20, 0,1, , .i iE d i s+ = =   

(2) 当 mod 2 1s = 时， 
(i) 当 1 0k = 时， 

( ) ( ) ( )
1 2 2 1 2

* *
(2 ) 32 (2 1) 32 2, 0, 0,1, , ;i i i i iE d E X E d i s+= = =   

(ii) 当 1 1k = 时， 

( )
1 2

2 2
*

(2 1) 32

2

10, 0,1, , . ;
2

4 1, ;
3 2

i i

si s i
E d

n si
+

− = ≠=  − =


 且

 

( ) ( )
1 2 2

*
(2 ) 32 2

2 , 0,1, , .
3i i s iE d E X i s−= =   

证明：若 mod 2 0s = 时，(i)当 1 0k = ，根据(1)式和引理 3.2.1， 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ) ( )

1 2

2 2

* * * (1)* (1)* * (2)* (2)*
(2 ) 32 2

2

1 , : , 0, , 2
3
1 1                3 , : , 3 ,

3 3

i i H H

H i i

E d i j d i j d i j i
n

i j d i j i nE X E X
n n

= = =

= × = = × =
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( )
1 2

*
(2 1) 32 0.i iE d+ =  

其他情况类似证明，引理 3.3.2 成立。 
下面定理给出了范围固定二三混水平扩充设计与基石设计的字长型模式之间的关系。 
定理 3.3.1 设 ( );2sX U n∈ 为二水平基石设计， ( )1 2

32 3 ;3 2 sd U n∈ × 是范围固定二三混水平扩充设计。

则 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2 2
2

1 2 2
2

1 2

32 2
0 0

2
0 0

1 0;1,3 2 ;2 ,2 ; ,2
3 2

2 1;1,3 2 ;2 ,2 ; ,2
9 2
4 1;1,3 ;2 ,2 .
9

s s

j j j j i vs
i v

s s

j j s i vs
i v

j j

A d P P i s P v s A X

P P i s P v s A X

P P s s

= =

−
= =

=
×

+
×

+

∑∑

∑∑  (10) 

证明：当 mod 2 0s = 时，由(2)式和定理 3.2.1， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 2 1 2 2
2 2

1 2 2 1
2 2

1 2

32 1 2 32
0 0

2 2

2 0 32 2 1 32
0 0

2 0(2 ) 32
0

1 ;1,3 ;2 ,2
3
1 1              0;1,3 ;2 ,2 1;1,3 ;2 ,2
3 3
1 1              0;1,3 2 ;2 ,2
3 3

s

j j j j i i
i i

s s

j j i j j i
i i

s

j j i j
i i

A d P i P i s E d
n

P P i s E d P P i s E d
n n

P P i s E d P
n n

= =

= =

=

=

= +

= +

∑∑

∑ ∑

∑ ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 2 2 1 2 2
2 2

1 2

2 1(2 ) 32
0

2 2
0 0

1;1,3 2 ;2 ,2

1 2              0;1,3 ;2 ,2 1;1,3 2 ;2 ,2
3 9

4 1;1,3 ;2 ,2 ,
9

s

j i

s s

j j i j j s i
i i

j j

P i s E d

P P i s E X P P i s E X
n n

P P s s

=

−
= =

= +

+

∑

∑ ∑

 

再结合 ( ) ( ) ( )
0

; ,2
2

s

i i vs
v

nE X P v s A X
=

= ∑ ，可证(10)式成立。当 mod 2 1s = 时，可类似证明，定理 3.3.1 成立。 

4. 数值例子 

本节通过数值例子验证本文的理论结果。 
例 1：考虑下列两个二水平设计 ( )7

1 2 , 8;2X X U∈ ，其范围固定的二三混水平扩充设计分别记为 32d 和

32d  

1 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0

.
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 0 1 1 1 0

 

1 0 0 0

X X

   
   
   
   
   
   = =   
   
   
   
   
      

 

由(5)~(9)式，分别可求出 ( ) 2
1WD X   ， ( ) 2

2WD X   ， ( )1LB WD X  ， ( )2LB WD X  ， ( ) 2
32WD d   ，

( ) 2

32WD d 
 

 ， ( )32LB WD d  ， ( )32LB WD d 
 

 。具体数值结果见表 1。 
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Table 1. Numerical results for example 1 
表 1. 例 1 的数值结果 

设计 WD2 值 下界 e 

1X  1.854 1.854 1 

2X  1.905 1.854 0.973 

32d  44.484 44.484 1 

32d  46.039 44.484 0.966 

 
例 2：考虑下列两个二水平基石设计 ( )6

3 4, 4,2X X ∈ ，其范围固定的二三混水平扩充设计分别记为



32 32,  ,dd  

3 4

0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1

.
1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1 0

 

0 1 1 1 1

X X

   
   
   = =
   
   
   

 

由(3)式可知，二水平基石设计 3X 和 4X 的字长型模式分别为 (0,1.5,4,1.5,0,0.5)和 ( )0,2,3,1.5,1,0 ，由(10)式
可知， 3X 和 4X 的扩充设计 32d 和

32d 的广义字长模式分别为 

( )0,7.33,17.78,125.22,64,301.78,142.22,239,49.78,64.22,10.67,1,0 以及 

( )0,9.56,17.78,  119.89,72.89,293.78,126.22,262.111,55.11,52.22,12.44,1,0 。由此可知，在 GMA 准则下，设

计 3X 比 4X 优良，其水平扩充设计 32d 比

32d 优良。 

5. 总结 

本文主要从均匀性的角度讨论了范围固定二三混水平扩充设计在可卷型 L2-偏差下的均匀性，理论结

果表明当二水平基石设计是均匀设计时，其对应的二三混水平扩充设计也是均匀设计，并建立基石设计

与扩充设计的广义字长型之间的解析联系。接下来要考虑的是其他范围固定非对称水平扩充设计的构造

及性质研究。 
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