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摘  要 

本文研究了一种具有重试速率控制策略的𝐌𝐌/𝐆𝐆/𝟏𝟏重试排队系统，在该重试策略下，单个顾客的重试速率

与重试轨道中的顾客数目成反比。虽然已有文献研究了该排队系统的轨道队长的平稳分布的概率生成函

数，但其结果是隐式的，难以直接得到轨道队长的概率分布，所以本文在此基础上，研究轨道队长的平

稳分布的尾渐近性。在服务时间的平衡分布属于次指数分布族的情形下，我们基于轨道队长的条件概率

生成函数，使用穷举随机分解方法得到轨道队长的平稳分布的尾渐近性，结果表明，轨道队长的平稳分

布具有次指数的尾部。此外，在服务时间的平稳分布具有正规变化的尾部这一特殊情况下，我们证明了

轨道队长的平稳分布具有正规变化的尾部。最后，我们通过数值例子验证推导结果的正确性。本文的研

究结果刻画了轨道队长的衰减效果，弥补了现有研究的不足，为现实情况中的重试排队系统提供参考。 
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Abstract 
In this paper, we study an M/G/1 retrial queue with retrial rate control policy, where the retrial rate 
is inversely proportional to the number of customers in the orbit. Although there have been studies 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2024.1311472
https://doi.org/10.12677/aam.2024.1311472
https://www.hanspub.org/


刘琦 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.1311472 4909 应用数学进展 
 

on the probability generation function of the stationary distribution of the orbital length, the ex-
pressions are implicit and it is difficult to obtain the corresponding probability distribution. There-
fore, we study the tail asymptotics for the stationary distribution of the orbital length. Assuming 
that the equilibrium distribution of the service time is subexponential, we aim to characterize the 
tail asymptotics of the orbit queue length. Based on the conditional probability generating functions, 
we adopt an exhaustive version of the stochastic decomposition method and prove that the corre-
sponding distributions have subexponential tails. As a special case, we consider the service time has 
a distribution with regularly varying tail, and show that the corresponding distributions also have 
regularly varying tails, while they are heavier than that of the service time. Our results depict the 
decay effect of orbit length, which supplements existing research and provides reference for retrial 
queuing systems in reality. 
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1. 引言 

由于重试排队系统在呼叫中心、电话网络、计算机以及其他系统中的广泛应用，重试排队系统得到

了深入研究。当顾客到达排队系统时，如果服务台处于忙碌的状态，顾客会进入重试轨道，等待一段时

间后再次请求服务。大多数关于重试排队的研究集中于经典的或恒定的重试速率[1]-[5]，而重试速率控制

策略允许每个重试的顾客在随机时间后独立申请服务，且随着越来越多的顾客进入轨道，单个顾客的重

试速率会逐渐降低[6]。 
重试速率控制策略以其在时隙 ALOHA (Additive Links On-line Hawaii Area)中表现出的稳定性而受到

广泛认可[7]。对于使用该重试策略的 M/G/1 重试排队模型，文献[6]和[8]通过补充变量法推导出了轨道队

长的概率生成函数。此外，Choi 等人[9]研究了具有冲突和重试速率控制策略的排队系统，基于马尔可夫

再生过程理论，他们推导出了队长的概率生成函数。在文献[10]中，作者探讨了具有止步和重试速率控制

策略的多服务台反馈重试排队系统，并利用矩阵几何方法计算了平均轨道队长。Han 等人[11]研究了一种

带有重试速率控制策略的 MMPP，M/G/1 重试排队模型，使用补充变量法得到两个队长的联合概率生成

函数。在上述研究中，概率生成函数呈隐式形式。尽管概率生成函数和概率分布之间存在一一对应关系，

但并未提供关于分布的详细信息。基于上述原因，本文利用概率生成函数的隐式表达式准确描述对应分

布的尾部渐近性质。 
尾渐近分析越来越受重视，现已成为排队理论中的一个重要研究领域。尾渐近分析是一种刻画函数

衰减特征的方法，如果性能指标没有显式解析解，可以使用渐近分析刻画性能指标的衰减效果。尾渐近

分析通常包括重尾渐近性和轻尾渐近性，感兴趣的读者可以查阅文献[3]和[12]-[15]了解重尾渐近性的研

究内容，查阅文献[16]-[18]了解轻尾渐近性的相关信息。 
在本文中，我们重新审视了文献[6]中提出的模型，假设服务时间服从一般分布，且服务时间的平衡

分布属于次指数分布族。在服务台状态为空闲或忙碌的条件下，本文的分析从文献[6]推导的轨道队长的

概率生成函数的隐式表达式开始。我们采用文献[12]中提出的穷举随机分解方法，将条件队长分解为多个
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独立随机变量的和，且每个随机变量都有对应的概率解释。我们利用分解得到的随机变量的渐近性，分

析条件轨道队长的尾渐近性。 
本文的结构如下：在第二节中，我们介绍模型并做一些准备工作；第三节和第四节分别分析了服务

台空闲和忙碌情况下轨道队长的条件分布的尾渐近性；第五节考察了一种特殊情况，即服务时间的尾分

布是正规变化的，并附上数值实验；最后，我们在第六节中进行了总结。 

2. 模型描述与准备工作 

我们考虑一种具有重试速率控制策略的 M/G/1 重试排队系统。顾客按照参数为 λ 的泊松过程到达系

统，如果服务台处于空闲状态，顾客会立即获得服务；如果服务台忙碌，顾客会进入重试轨道，随机等

待一段时间后再次请求服务。各个顾客的服务时间是独立同分布的，具有共同的累积分布函数 Fβ 与均值

1β ，那么其拉普拉斯–斯蒂尔杰切斯变换(LST)可以表示为 

( ) ( )
0

e dsts F tββ
∞ −= ∫ . 

对于分布函数 F，记其尾分布为 1
def

F F= − ，定义 ( )F tβ 的平衡分布为 

( ) ( ) ( )1
1 0

d
def teF t F u uβ ββ −= ∫ , 

( ) ( )eF tβ 的 LST 为 

( ) ( ) ( )
1

1e s
s

s
β

β
β
−

= . 

当轨道中有 n 个顾客时，相邻两次重试之间的时间间隔服从参数为 nα 的指数分布，其中α 是正的常数，

这种策略被称为重试速率控制策略。令 N 表示轨道中的顾客数目，C 表示服务台的状态：当服务台空闲

时， 0C = ；当服务台忙碌时， 1C = 。对于 0,1i = ，令 iR 表示与条件随机变量 ( )|N C i= 同分布的随机变

量，即 

( )|
d

iR N C i= = , 

符号
d
=表示概率分布相同。对于函数 ( )f t 和 ( )g t ， ( ) ( )~f t g t 表示当 t →∞时， ( ) ( ) 1f t g t → 。 

定义 1 对于 ( )0,∞ 上的分布函数 F，如果 *2lim 2t F F→∞ = ，其中 *2F 表示 F 的二重卷积，那么 F 属

于次指数分布族[19]。 
本文基于以下假设分析轨道队长的尾渐近性。 
假设 1 服务时间的平衡分布 ( ) ( )eF tβ 属于次指数分布族。 
下面的两个引理阐述了次指数分布的性质，为本文的后续分析奠定了基础。 
引理 1 ([20]: pp. 580-581)随机变量 N 的概率分布为 { } ( ) 11 kP N k σ σ −= = − ，0 1σ< < ， 1k ≥ ；{ } 1k k

Y ∞

=

为一系列独立同分布的非负随机变量，具有共同的次指数分布 F。令 1
n

n kkS Y
=

= ∑ ，那么 

{ } ( ) ( )~ 1NP S t F t σ> − ， t →∞。 
引理 2 ([19]: p. 48) G，G1 和 G2 为概率分布函数，假设 G 属于次指数分布族，随着 t →∞，如果

( ) ( )i iG t G t c→ ，那么 ( ) ( )1 2 1 2G G t G t c c∗ → + ，其中 1 2G G∗ 表示 1G 和 2G 的卷积， 0ic ≥ ， 1,2i = 。 
文献[6]中的定理 2.1 表明，当且仅当 ( )1ρ λβ α λ α≤= + 时本文所研究的排队系统是稳态的。此外，

轨道队长的联合概率生成函数为 
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( )( ) ( )
( )( ) ( )( ): 0 ,

1
N z z

E z C
z z z z

β λ λ
α λ α ρ

λ β λ λ α β λ λ
− −

 = = − + ⋅  − − + − −
 

( )( ) ( )
( )( ) ( )( )

1
: 1 .

1
N z

E z C
z z z z

β λ λ
α λ α ρ

λ β λ λ α β λ λ
− −

 = = − +  − − + − −
 

结合 ( )0 1P C ρ= = − 与 ( )1P C ρ= = ，可以得到 0R 和 1R 的生成函数 

 ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

0
0 | 0 ,

1 1
R N z z

R z E z E z C
z z z z

α λ α ρ β λ λ
ρ λ β λ λ α β λ λ

− + − −
 =  = = ⋅  − − − + − −  (1) 

 ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

1
1

1
| 1 .

1
R N z

R z E z E z C
z z z z

α λ α ρ β λ λ
ρ λ β λ λ α β λ λ

− + − −
 =  = = ⋅  − − + − −  (2) 

对于(1)中最右侧等号右边的第二项，将其分子分母同除以 ( )zz β λ λ α−  − ，然后使用泰勒公式改

写 ( )0R z ，得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )0
0

1
1 1

n
n

n
R z H zβ

λρ λρ
α ρ α ρ

∞

=

   
 = −     − −   

∑ ,  (3) 

其中， 

( )( )
( )

11( ) .
z z

H z
z zβ

β λ λρ
ρ β λ λ

− −−
=

− −
 

此外，可以将 ( )H zβ 分解为 

( ) ( ) ( ) ( )a b cH z M z M z M zβ = , 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
0

11 ,
1

11 1 ,

.

e
a

nen
b

n

c

z
M z z

z
zM z z
z z

M z z

β λ λ
β λ λ

ρ

ρ ρ ρ β λ λ
β λ λ

∞

=

− −
= = −

−
−

=

⋅

 ⋅− = − −
− −

=

∑  

令 

( ) ( ) ( ) ( )1

1
1

nen

n
D z zρ ρ β

∞
−

=

= −  
 ∑ , 

那么 

 ( ) ( ) ( )cH z D z M zβ λ λ= − ,  (4) 

注意，令随机变量 

 ( )
,

1

Jd
e
j

j
T Tβ

=

= ∑ ,  (5) 

那么 ( )D z 可以看作是随机变量 T 的概率分布函数的 LST。其中， ( )
,
e
jTβ ( )1j ≥ 是独立同分布的随机变量，

具有共同的分布函数 ( ) ( )eF tβ 。J 是与 ( )
,
e
jTβ 独立的随机变量，且 { } ( ) ( )11 1jJ j jP ρ ρ −= − ≥= 。 

此外，通过比较(1)和(2)，可以类似地处理 ( )1R z ，得到 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 .a bR z R z M z M z R z D zλ λ= ⋅ ⋅ = ⋅ −  (6) 

3. 轨道队长的渐近分析 

本节的目标是分析 0R 和 1R 的尾渐近性，为此，我们采取以下三个步骤。(1) 证明 ( )0R z 是多个概率

生成函数的乘积，这意味着 0R 是多个独立随机变量的和，并给出这些随机变量的概率解释；(2) 利用分解

得到的随机变量的渐近性，推导 0R 的尾渐近性；(3) 利用 0R 和 1R 的关系，得到 1R 的尾渐近性。 

3.1. ( )0R z 的穷举随机分解 

对于(5)中的随机变量 T，令 ( )N Tλ 表示 ( ]0,T 时间内的泊松到达(参数为 λ )的数目。根据(3)和(4)，对

0R 进行随机分解，得到下面的命题。 
命题 1 (i) ( )D zλ λ− ， ( )cM z 和 ( )H zβ 是概率生成函数。如果随机变量 Hβ 的概率生成函数为 ( )H zβ ，

相互独立的随机变量 D 和 cM 分别具有概率生成函数 ( )D zλ λ− 和 ( )cM z ，那么 Hβ 可以分解为 

 ,
d

cH D Mβ = +  (7) 

其中， 

 ( ) , 1.
d d

cD N T Mλ= =  (8) 

(ii) 0R 可以随机分解为 

 
( )

( )

( )

0

1

0, 1 ,
1

, ,
1

d

J
i

i

R
Hβ

λρ
α ρ

λρ
α ρ

′

=

 − −=

 −
∑

 (9) 

其中 ( ){ }
1

i

i
Hβ

∞

=
是一系列独立同分布的随机变量，它们具有相同的概率生成函数 ( )H zβ ； J ′独立于

( ) ( )1iH iβ ≥ ，并且对于 1j ≥ ， 

{ } ( ) ( )

1

1
1 1

j

P J j λρ λρ
α ρ α ρ

−
   

′ = = −   − −   
. 

证明 (i) 由(5)知， ( )D z 是随机变量 T 的 LST，假设 T 的概率生成函数为 ( )TF t ，根据泰勒公式和重

期望公式，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

0

0
0

e d

e d
!

,

z t
T

n
n t

T
n

N T

D z F

t
z F

n

E z

t

t

λ

λ λ

λ

λ λ

λ

∞ − −

∞∞ −

=

− =

=

 =  

∫

∑∫  

所以 ( )D zλ λ− 是 ( )
d

D N Tλ= 的概率生成函数。因为 ( )cM z 是 1
d

cM = 的概率生成函数，所以由(4)知 ( )H zβ

也是概率生成函数，且
d

cH D Mβ = + . 

(ii) 使用重期望公式改写(3)，得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
1

1

0
1

1 1
1 1 1 1

1 ,
1 1

J i

i

n
n

n

H

R z H z

E z
β

β
λρ λρ λρ λρ

α ρ α ρ α ρ α ρ

λρ λρ
α ρ α ρ

′

=

−
∞

=

∑

     
= − + −     − − − −     

 

  
 = − + − −  



 

∑
 

即得到了(9)中的随机分解。 

3.2. 0R 的尾渐近性 

因为命题 1 表明 0R 可以被随机分解为(9)，所以 0R 的平稳分布的渐近性取决于 Hβ 的平稳分布的渐近

性，而根据(7)， Hβ 的渐近性又依赖于 D 的渐近性。此外，D 和 ( )N Tλ 具有相同的分布，所以有必要刻

画 ( )N Tλ 的平稳分布的渐近性，而这又与 T 的分布相关。(5)为本节的渐近性分析提供了基础，因为它揭

示了 T 的分布与平衡分布 ( ) ( )eF tβ 之间的关系。 
在进行分析之前，我们先介绍以下引理。 
引理 3 ([21]：定理 3.1)令 ( )N tλ 表示参数为 λ 的泊松过程，τ 为概率分布函数为 H 的正的随机变量，

τ 与 ( )N tλ 相互独立。如果 t →∞时，尾分布 ( )H t 厚于 e t− ，那么 ( )( ) { }~P N j P jλ τ τ λ> > ， j →∞。 
由(5)和引理 1，得到 

{ } ( ) ( )1~ .
1

eP T t F tβρ
>

−
 

此外，随着 t →∞，任意次指数分布的尾分布都要厚于 e t− ，利用引理 3 可得 

 ( ){ } { } ( ) ( )1~ ~ , .
1

eP N T j P T j F j jλ βλ λ
ρ

> > →∞
−

 (10) 

那么由(7)和(8)可得 

{ } ( ){ } ( ) ( )11 ~ , .
1

eP H j P N T j F j jβ λ β λ
ρ

> = > − →∞
−

 

因为独立同分布的随机变量序列 ( ){ }
1

i

i
Hβ

∞

=
和随机变量 Hβ 服从相同的分布，所以再次利用引理 1，有 

( ) { } ( ) ( )
( ) ( )

1
~ 1 ~ , .

1 1

J
i e

i
P H j P H j F j jβ β β

αλρ λ
α ρ α ρ λρ

′

=

  > > − →∞    − − −   
∑  

再根据(9)可得 

{ } ( )
( )

0
1

~ , ,
1

J
i

i
P R j P H j jβ

λρ
α ρ

′

=

 > > →∞ −  
∑  

此时可以得到 0R 的平稳分布的尾渐近性，如定理 1 所示。 
定理 1 

 { } ( ) ( )
( ) ( )0 ~ , .

1 1
eP R j F j jβ

λρ λ
ρ α ρ λρ

> →∞
− − −  

 (11) 

3.3. 1R 的尾渐近性 

下面我们分析 1R 的平稳分布的尾渐近性。根据(6)呈现的 1R 和 0R 的关系，下述命题显然成立。 
命题 2 1R 可以随机分解为 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.1311472


刘琦 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.1311472 4914 应用数学进展 
 

 1 0 .
d

R R D= +  (12) 

结合(8)，(10)，(11)和(12)，再由引理 2 可以得到下面的定理。 
定理 2 

{ } ( ){ } ( )
( ) ( )1 0~ ~ , .

1
e jP R j P R N T j F jλ β

α λ
α ρ λρ

> + > →∞
− −

 

4. 特殊情况与数值实验 

我们考虑一个特殊情况：服务时间具有正规变化的尾部，在此情况下分析轨道队长的尾渐近性。我

们首先证明该服务时间的平衡分布也是次指数分布，然后利用前面章节的结果，得到轨道队长的尾渐近

性。 
定义 2 可测函数 ( ) ( ): 00, ,U ∞ → ∞ 在∞处正规变化(具有指数 ( ),σ ∈ −∞ ∞ )，当且仅当 

( ) ( ) ( )lim 0t U xt U t x xσ
→∞ = > 。当 0σ = 时，称 U 在∞处缓慢变化[19]。 
假设 2 ( ) ( )~ aF t t L tβ

−
， t →∞，其中 1a > ， ( )L t 是在∞处缓慢变化的函数。 

注 1. 假设 2 说明了 ( )F tβ 在∞处正规变化(指数为 ( )1a a− > )，易知 ( )F tβ 属于次指数分布族，详细

内容可以参考文献[19]。 
接下来，我们利用 Karamatas 定理说明由假设 2 可推出 ( )F tβ 也属于次指数分布族。 
引理 4 (Karamatas 定理[20])令 L 为在∞处缓慢变化的函数，并且对于 0 0x ≥ ，L 在 [ )0 ,x ∞ 上局部有

界。那么对于任意的 1ξ < − ，有 

( ) ( ) ( )1 1d 1 , .
x

t L t xt x L xξ ξξ
∞ − +→ − + →∞∫  

由假设 2 知，对于 1a > ，有 ( ) ( )~ aF t t L tβ
−

， t →∞。在此基础上应用[22]中的引理 3.4，得到 

 ( ) ( )d ~ d , .a
t t

F u u u L u u tβ
∞ ∞ − →∞∫ ∫  

又因为利用引理 4，可得 

( ) ( ) ( )1 1d ~ 1 , ,a a
t

u L u u a t L t t
∞ −− − +− →∞∫  

所以根据 ( ) ( )eF tβ 的定义，有 

 ( ) ( ) ( ) ( )1

1

1~ , ,
1

e aF t t L t t
aβ β

− + →∞
−

 

上式表明 ( ) ( )eF tβ 在∞处正规变化(指数为 ( )1 1a a− > )，所以 ( ) ( )eF tβ 属于次指数分布族。 
使用定理 1 和定理 2 可以得到下面的推论。 
推论 1 

 
{ } ( )( ) ( ) ( )

{ } ( ) ( ) ( )

1
1

0

1
1

~ , ,
1 1 1

~ , .
1 1

a
a

a
a

t

t

P R j j L j
a

P R j j L j
a

λ
ρ α ρ λρ

αλ
ρ α ρ λρ

+
− +

− +

> →∞
− − − −  

> →∞
− − −  

 (13) 

接下来通过数值实验说明本文推导结果的正确性。假设服务时间Tβ 服从帕累托分布，其尾分布在∞

处正规变化。首先根据文献[23]中介绍的数值算法，使用 ( )0,1iR i = 的概率生成函数得到对应尾分布的数

值反演值，然后将数值反演结果和本文的渐近结果进行对比，发现基本一致，验证了本文的推导结果。 
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假设服务时间Tβ 服从以下的帕累托分布 

 0,,1
ab

t
t

b
Fβ

 = − ≥ + 
 

其中参数 1a ≥ ， 0b ≥ 。平均服务时间 ( )1 1b aβ = − ，服务强度 ( )1 1b aρ λβ λ= = − ，以及 LST 

 ( )
1

0

1 e d
a

a sts ab t
t b

β
+

∞ − =  + ∫  

令 3 2a = ， 1 5b = ， 1λ = ， 3 4α = ，它们满足系统的平稳性条件 ( )1ρ λβ α λ α= < + 。由(13)得到 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
1

0

1
1

~ , ,
1 1 1

~ , .
1 1

a a
a

a a
a

bP R j j b j
a

bP R j j b j
a

λ
ρ α ρ λρ

α λ
ρ α ρ λρ

+
− +

− +

> + →∞
− − − −  

> + →∞
− − −  

 

上述公式的右侧提供了 0R 和 1R 的平稳分布的衰减函数，它们的图像如图 1 和图 2 所示。 
 

 
Figure 1. Tail probability for R0  
图 1. R0 的尾渐近性 

 

 
Figure 2. Tail probability for R1 
图 2. R1 的尾渐近性 
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因为 

( ) ( )
0

| , 0,1.
def

j
i

j
R z P N j C i z i

∞

=

= = = =∑  

所以 ( )0,1iR i = 尾分布的概率生成函数为 

 ( ) ( ) ( )
0

1
| , 0,1.

1

def
ij

i
j

R z
G z P N j C i z i

z

∞

=

−
= > = = =

−∑  

对于 0,1i = ，根据 ( )iG z 的表达式，并使用[23]中介绍的对概率生成函数进行数值反演的方法，可以得到

( )( )0,1iP R j i> = 的近似值(具有预先确定的误差界)。因为渐近性质适用于较大的 j 值，而数值反演算法

不适用于过大的 j 值，所以我们需要选择合适的 j 值来比较渐近结果和数值反演结果。选择 j 的取值范围

为 2000 到 10,000，计算出 ( )( )0,1iP R j i> = 的近似值(具有 10−7 的精度)，相应的散点图如图 1 和图 2 所

示。从图中可以看出，这两种不同的方法得到的尾分布的结果非常接近。 

5. 结论 

本文考虑了具有重试速率控制策略的 M/G/1 重试排队系统，其服务时间的平衡分布是次指数分布。

在服务台忙碌或空闲的条件下，我们得到轨道队长的生成函数，并使用穷举随机分解方法对条件轨道队

长进行随机分解。通过刻画分解得到的成分的尾渐近性，再结合次指数分布的性质，我们证明了条件轨

道队长的分布具有次指数的尾部。此外，我们说明当服务时间具有正规变化的尾部时，条件轨道队长也

具有正规变化的尾部，且条件轨道队长的尾部要厚于服务时间的尾部。最后通过数值实验验证了推导结

果的正确性。 
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