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摘  要 

复杂动态网络可以认为是由“节点子系统”和“连接边子系统”相互耦合而成的。本文首先采用两个向

量微分方程来分别对两个子系统进行了建模，并且给出了网络实现二阶跟踪控制的定义。进一步给出了

本文的控制目标，通过设计相应的二阶跟踪控制方案最终不仅可以使得网络中的节点实现位置跟踪，同

时其也能按理想的速度来实现跟踪。最后，通过一个双连杆机器人机械臂的仿真实例对所提控制方案的

有效性进行了验证。 
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Abstract 
The complex dynamic network can be considered as being formed by the mutual coupling of “nodes 
subsystem” and “links subsystem”. In this paper, two vector differential equations are first used to 
model the two subsystems separately, and the definition of second-order tracking control for the 
network is provided. Furthermore, the control objective of this paper is presented. By designing an 
appropriate second-order tracking control scheme, the nodes in the network can achieve not only 
position tracking but also tracking at the desired speed. Finally, the effectiveness of the proposed 
control scheme is validated through a simulation example of a two-link robotic manipulator. 
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1. 引言 

从数学图论的角度来看，复杂动态网络由大量节点和连接边组成，这些节点与连接边随着时间发生

变化，并且伴随着复杂的动态行为。复杂动态网络[1]在社会、科学和工程领域都有着重要的应用，例如

社会网络，生物网络，传染病网络，电力网络等都可以用复杂动态网络来建模。复杂动态网络可以用来

建模和模拟传染病的传播路径和传播速度，以帮助工作人员预测病情的发展趋势，从而制定有效的防控

策略来进行干预。将生物网络也可以建模为复杂动态网络，其中将蛋白质视为网络节点，蛋白质之间的

相互作用视为连接边，用复杂动态网络来对其建模有助于分析和揭示生物系统的功能与调控机制。 
网络中的节点与连接边是相互耦合且相互影响，他们都是复杂网络涌现动态行为的不可或缺的源泉。

然而，现有的许多研究[2]-[5]只关注了节点的动态行为，而忽略了连接边的动态行为。例如，许多复杂网

络的研究只是将节点视为具有动态行为的子系统，而没有将连接边也视为具有动态行为的子系统，连接

边在网络中只是起到辅助节点来实现节点动态行为的作用。这反映在对复杂网络的建模中，仅仅通过单

个微分方程对节点的动力学进行建模而没有对连接边的动力学也进行建模。例如，在[6] [7]中，连接边的

权重值仅被视为常数或时变值，而没有像节点那样作为连接边子系统的状态变量来研究其整体的动态行

为。实际上，节点和连接边之间是相互作用的，其中任何一方的变化都通过耦合关系影响另一方。例如，

在神经网络中[8]，神经元(节点)的动态影响突触(连接边)中神经递质的释放。同样，突触(连接边)的动态

可以对神经元(节点)的动态产生影响。因此，连接边的动态行为与节点的动态行为一样值得引起关注。 
此外，现有许多文献采用一阶微分方程来模拟节点的动力学行为[6] [9]-[11]，但事实上，用一阶微分

方程来对系统建模具有一定的局限性，其无法涵盖一些工程中的系统，例如电机系统，飞行器系统，机

器人系统，建筑，桥梁和机械振动系统等等。因此，采用二阶微分方程来对其建模具有更广泛的适用性，

可以描述描述系统更加复杂的动态行为，例如振荡，共振和阻尼等。近年来，有许多关于用包含二阶导

数的微分方程来对系统的动力学进行建模的研究。例如，在文献[12]-[14]中，用包含二阶导数项的微分方

程对多机械臂系统进行建模，在固定通信拓扑和交换通信拓扑两种情况下设计了一种新的鲁棒控制法来

实现系统的稳定。在[13]中，提出了一种自适应控制器来实现机器人操纵臂网络中领导跟随一致性与无领
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导跟随一致性问题。在文献[15]中，在多智能体系统中，通过设计分布式控制方法来实现编队控制。文献

[16]中，用二阶微分方程对网络进行建模，并提出了耦合复杂网络实现二阶同步的充要条件，二阶同步意

味着不仅节点的位置实现了同步，节点的速度也实现了同步。然而不足之处于，上述的这些研究中连接

边仅仅被视为一个时变的值来考虑，并没有将连接边的动态也进行建模来研究。在多智能体系统领域中，

无人机的编队控制是一个重要的研究课题，在无人机系统中[15]，当无人机的位置与速度都跟踪上了领导

者的位置与速度就称之为实现了编队控制。这就启发我们思考，当节点的位置跟踪上指定目标时，节点

的速度不一定也能跟踪上指定目标的速度，因此，在网络中考虑节点位置和速度都实现跟踪控制是有必

要的。 
因此，本文将考虑在二阶系统中，所有节点与所有连接边分别作为两个子系统来研究其动态变化，

并且通过探讨节点与连接边之间的耦合作用来设计控制方案以实现节点的跟踪控制。与已有研究相比，

本文的主要创新点可以概括为以下三点： 
(1) 采用包含二阶导数项的向量微分方程来对节点动态进行建模，使得模型的应用范围更广。同时，

采用包含“出链路”向量的微分方程来对连接边的动态进行建模，在呈现每一个节点连接边动态时，“出

链路”向量比网络拓扑矩阵更加具有直观性。 
(2) 本文考虑了节点的位置与速度均实现跟踪的问题，即实现二阶跟踪。 
(3) 本文在连接边中提出了一种辅助跟踪信号用来协助节点实现跟踪控制。 

2. 模型描述 

考虑由 N 个相互耦合的节点组成的复杂动态网络，其中第 i 个节点的动力学方程可以由下面的二阶

微分方程来表示 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, , ,
N

i i i i i i i i i i i i i ij j
j

D q q C q q q G q q q c t h qε τ ξ
=

+ + + = − Γ∑      (1) 

其中 ( )T
1 2, , , n

i i i inq q q q R= ∈ 和 ( )T
1 2, , , n

i i i inq q q q R= ∈   
 分别表示第 i 个节点的位置向量和速度向量；

( )T
1 2, , , n

i i i inq q q q R= ∈   
 表示第 i 个节点的加速度向量； ( )TT T T

1 2, , , nN
Nq q q q R= ∈ 表示节点的整体位置向

量， { }1,2, ,i N∈  ； 0σ > 表示公共耦合强度； ( ) n n
i iD Q R ×∈ ， ( ), n n

i i iC q q R ×∈ 是两个常数矩阵， ( ) n
i iG q R∈

是与节点位置有关的向量函数， ( ),i i iq qε  是描述节点动态中存在不确定性的函数。 n
i Rτ ∈ 表示第 i 个节 

点的控制输入， ( ) ( )
1

N

ij j
j

t h qξ
=

Γ∑ 表示节点与链路之间给定的通讯协议，其中 ( )ij tξ 表示第 i 个节点与第 j 个 

节点之间的连接关系； ( )1 2, , , n n
ndiag b b b R ×Γ = ∈ 表示以 1 2, , , nb b b 为对角元的对角矩阵； ( ) n

jh q R∈ 表

示内部耦合向量函数。 
注 1：方程(1)可以用 N 个多机械臂的机器人组成的网络来解释，每一个机器人的机械臂视为一个节 

点 iq ，机器人机械臂之间的信息传输强度视为连接关系 ijξ ，方程(1)中的 ( ) ( )
1

N

ij j
j

t h qξ
=

Γ∑ 可以描述为第 i 个

机器人机械臂与其他所有机器人机械臂之间的通信强度的和。 
为了更直观地了解每一个节点连接边的变化，引入“出链路”向量 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2

N
i i i iNt t t t Rξ ξ ξ ξ= ∈

，因此出链路向量 ix 即为第 i 个节点指向其他所有节点的连接边。

受文献[17]的启发，考虑如下的链路动态方程 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 1

d
,

d
N nij i i

jk ik j i ik

t
a t q q t

t ρ ρρ

ξ
ξ θ

= =
= +∑ ∑   (2) 

其中 ( )i N N
i jk N N

A a R ×

×
= ∈ ， ( ) ( )( )i N n

i i j i N n
W q q Rρθ ×

×
= ∈ ， { }, , 1,2, ,i j k N∈  ， { }1,2, ,nρ ∈  。 
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令 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2
n N

i NH q h q h q h q R ×= ∈ ，方程(1)和(2)可以被改写为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , .i i i i i i i i i i i i i i iD q q C q q z G q q q c H q tε τ ξ+ + + = − Γ     (3) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,i i i i it A t W q q tξ ξ= +   (4) 

假设 1：方程(3)中的 ( )i iD q 是对称可逆矩阵，并且对于所有的 n
iq R∈ 来说都是有界的， ( ),i i iC q q 是

已知的矩阵， ( )i iG q 是已知向量。 ( )iH q 是已知有界的矩阵，不确定函数 ( ),i i iq qε  满足范数有界的条件，

即存在一个正函数 ( )i tβ ，使得 ( ) ( ),i i i iq q tε β≤ 成立。 
假设 2：方程(3)中的节点的位置状态 iq 以及速度状态 iq 可以通过传感器等设备测量到，而节点之间

的连接关系不易通过合适的传感器测得。 
假设 3：在方程(4)中，矩阵 N N

iA R ×∈  { }1,2, ,i N∈  是 Hurwitz 稳定的。 
根据 Lyapunov 稳定理论可知，存在正定矩阵 N N

iB R ×∈ 和 ˆ N N
iQ R ×∈ 使得如下的 Lyapunov 方程(5)成立 

 T ˆ .i i i i iA B B A Q+ = −   (5) 

3. 控制策略的设计 

引入节点位置状态的跟踪目标 ( )d d n
i iq q t R= ∈ 和链路辅助跟踪目标 ( )d d N

i i t Rξ ξ= ∈ 。 ( )d n
iq t R∈ 以及

其导数 ( )d n
iq t R∈ ， ( )d n

iq t R∈ 是光滑且有界的。引入第 i 个节点的位置跟踪误差 ( ) ( ) ( )d
i i ie t q t q t= − 以及

链路跟踪误差 ( ) ( ) ( )d
i i iE t t tξ ξ= − 。为了辅助节点实现跟踪目标，链路的辅助跟踪目标选择为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
T1 T 1 2d

i i i i i i i i it c B H D q e e W q eξ λ − − = Γ + + 


   (6) 

定义：当 ( ) ( ) ( )lim lim 0d
i i it t

e t q t q t
→+∞ →+∞

= − = 和 ( ) ( ) ( )lim lim 0d
i i it t

e t q t q t
→+∞ →+∞

= − =   成立时，称由方程(3)和

(4)组成的复杂动态网络实现了二阶跟踪。 
控制目标：通过在节点方程(1)中设计控制器 iτ 以及在链路方程(4.2)中设计辅助跟踪目标 iX ∗，使得节

点位置以及速度跟踪误差 ( ) ( ) ( ) 0td
i i ie t q t q t →+∞= − → 和 ( ) ( ) ( ) 0td

i i ie t q t q t →+∞= − →   成立，也就是说复

杂动态网络实现了二阶跟踪。同时，对于所有的 { }1,2, ,i N∈  来说，链路的状态 ( )i tξ 是有界的。 
为了实现上述控制目标，控制策略设计如下： 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,d d
i i i i i i i i i i i i i i iD q q t e t e t C q q q t G q c H q tτ η ξ= − − + + + + Γ      (7) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 ,i i i i iD q t sign e t e tη β−= − +   (8) 

其中 ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
, 2 0

22
0, 0

i i
i i

i ii i

i i

e t e t
e t e t

e t e tsign e t e t
e t e t

+
+ ≠ ++ = 

 + =











， 0β > 是一个可调的正参数。 

注 2：方程(7)和(8)称为本文所设计的二阶跟踪控制策略。根据假设 2，在二阶跟踪控制策略设计的

过程中，可以使用的信息是节点的状态 ( )iq t 和 ( )iq t ，跟踪目标 ( )d
iq t ，辅助参考信号 ( )d

i tξ 以及系统的

一些已知参数。需要注意的是，链路的状态信息是不可利用的，因为链路的状态很难用合适的传感器来

测得，例如在电机卷绕系统中[18]，由于张力传感器的成本过高或不易安装等局限导致电机之间的张力

(链路)不易测得，因此链路的状态信息不可用于控制方案的设计。 
记 ( ) ( ) ( )d

i i iE t t tξ ξ= − ，根据节点与链路方程(3) (4)，控制策略(7)~(8)，可以得到节点的跟踪误差以

及链路跟踪误差的动态方程 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 , .i i i i i i i i i i i i ie t e t e t cM q H q E t M q q qε η− −+ + + Γ + =     (9) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )* * *

d
i i i i i i

d d d d d
i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

E t D t W q q t t

D t t W q q t q t D t W q q t t

D E t W q e t D W q q

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

= + −

   = − + − + + −   
= + + + −







  (10) 

定理 1：考虑由方程(3)和(4)组成的复杂网络，在假设 1~3 满足的基础上，在二阶跟踪控制策略的作

用下以及链路辅助参考信号的协助下可以实现节点的位置与速度跟踪，同时链路状态 iξ 保持有界。 

证明 考虑如下方程(11)所示的 Lyapunov 函数，其中根据 Schur 补定理可知块矩阵
3

2
n n n n

n n n n

I I
I I

× ×

× ×

 
 
 

是

正定的，并且 Lyapunov 函数 ( )1 , ,N
i i i iiV V e e E

=
= ∑  是正定的 

 

( )

( )T T T
1 1

T T T T
1 1 1 1

, ,

3
,

2

3 2 2

i i i i i

N Nn n n n i
i i i i ii i

n n n n i

N N N N
i i i i i i i i ii i i i

V V e e E

I I e
e e E B E

I I e

e e e e e e E A E

λ

λ λ λ

× ×
= =

× ×

= = = =

=

   
= +  

   

= + + +

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑







  

  (11) 

对正定函数 V 沿着误差系统(9)和(10)的轨迹求导可得 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T T T T
1 1 1 1 1

T T 1 1
1 1

T * * *
1

T
1

6 2 2 4 2

6 2

2

6 2

N N N N N
i i i i i i i i i i ii i i i i

N N
i i i i i i i i i i i i ii i

N
i i i i i i i i i i ii

N
i ii

V e e e e e e e e E B E

e e e v e e cD q H q E D q

E B A E W q e A W q q

e e e

λ λ λ λ

λ λ ε

ξ ξ

λ λ

= = = = =

− −
= =

=

=

= + + + +

 = + − − − Γ − 

 + + + + − 

= −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑
∑
∑

 

     

 



 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T 1 1
1 1

T T 1 1
1 1 1

T T * * *
1 1

T
1

2

2 4 4

2 2

2 2

N N
i i i i i i i i i i i ii i

N N NT
i i i i i i i i i i i i i ii i i

N N
i i i i i i i i i i i i ii i

N
i ii

e e e v cD q H q E D q

e e e e e e v cD q H q E D q

E B D E E B W q e D X W q q

e e

λ θ

λ λ λ θ

ξ

λ λ

− −
= =

− −
= = =

= =

=

 + + − Γ − 

 + − + + − Γ − 

 + + + + − 

= − −

∑ ∑
∑ ∑ ∑
∑ ∑
∑



    



 ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

T T T 1
1 1 1

TT 1 1
1 1

T1 T * * *
1 1

T T
1 1

ˆ 2

4 2

4 2

2 2

N N N
i i i i i i i i i ii i i

N N
i i i i i i i i i ii i

N N
i i i i i i i i i i i i i ii i

N N
i i ii i

e e E Q E e v D q

e v D q cM q H q E e

cM q H q E e E B W q e D W q q

e e e

λ θ

λ θ λ

λ ξ ξ

λ λ

−
= = =

− −
= =

−
= =

= =

 − + − 

   + − − Γ   

   − Γ + + + −   

= − −

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑
∑ ∑









 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
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1 1

TT 1 T 1 * * *
1
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=
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 + − Γ + + + + − 

∑ ∑

∑







  (12) 

将辅助跟踪目标(6)带入方程(12)可得 

 

( ) ( )

( ) ( )

T T T
1 1 1

T 1 T 1
1 1

T T T T T 1
1 1 1 1

T T
1 1

ˆ2 2

2 4

ˆ2 2 2 2
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i i i i i i ii i i
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N N N N
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e e e E Q E e e v D q

e e e E

λ λ
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λ λ λ θ
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= = =

− −
= =

−
= = = =

= =

= − − −

   + − + −   

 ≤ − − − + + − 

≤ − − −

∑ ∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑



 



  

  ( )
( )

( )
( ) ( )

T T T
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T T 1
1
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1 1 1 1

T T 1
1

ˆ 2 2

2 2

ˆ2 2 2 2

2 2

N N
i i i i ii i

N
i i i i ii

N N N N
i i i i i i i i i ii i i i

N
i i i i ii

Q E e e v

e e D q

e e e e E Q E e e v

e e D q t

λ

λ θ

λ λ λ
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= =

−
=

= = = =

−
=

+ +

− + ∗
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− + ∗

∑ ∑
∑
∑ ∑ ∑ ∑
∑





  



  (13) 
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将二阶跟踪控制策略(8~9)带入不等式(13)可得 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T
1 1 1

T T 1
1

T T 1
1

T T T
1 1 1

ˆ2 2

2 2 2

2 2

ˆ2 2

0

N N NT
i i i i i i i ii i i

N
i i i i i i ii

N
i i i i ii

N N N
i i i i i i ii i i

V e e e e E Q E

e e D q t sign e e

e e D q t

e e e e E Q E

λ λ

λ β

λ β

λ λ

= = =

−
=

−
=

= = =

≤ − − −

+ + +

− +

≤ − − −

≤

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑ ∑ ∑



 

 



 

  (14) 

根据不等式(14)，可以看出 iV 是关于 ie ， ie 和 iE 的半负定函数。那么意味着误差系统 ie ， ie 和 iE 是

稳定的，也就是说 ie ， ie 和 iE 是有界的。根据 Barbalat’s 引理[19]，可以得到跟踪误差 

( ) ( ) ( )* t
i i i i ne e t q t q t O→+∞= = − → 和 ( ) ( ) ( ) td

i i i i ne e t t t Oξ ξ →+∞= = − → 

  ，并且对于所有的 { }1,2, ,i N∈  来

说链路的状态向量 ( )i tξ 是有界的。 

4. 仿真实例 

为了进一步验证所提出的控制方法的有效性，通过仿真实验对[20]中 N 个双连杆机器人机械臂的位

置跟踪控制进行了验证，其中每个孤立机器人机械臂(见图 1)的动力学模型可表示为 

 ( ) ( ) ( ) ( ), ,i i i i i i i i i i i i iD q q C q q z G q q qε τ+ + + =     (15) 

其中 n
iq R∈ ， n

iq R∈ 和 n
iq R∈ 分别表示第 i 个机器人机械臂的角度，角速度，以及角加速度， ( ) n n

i iD q R ×∈

表示第 i 个机器人机械臂的质量矩阵， ( ), n n
i i iC q q R ×∈ 表示第 i 个机器人机械臂的科里奥利矩阵和离心矩，

( ) n
i iG q R∈ ， ( ), n

i i iq q Rε ∈ ， ( ) n
i t Rτ ∈ 表示重力项，非线性向量函数以及控制输入。进一步，方程(1)中

的 ( ) ( )1
N

ij jjc t h qξ
=

Γ∑ 可以被视为第 i 个机器人机械臂的通讯协议，其中 ( )ij tξ 表示第 i 个机器人机械臂指

向第 j 个机器人机械臂之间的通讯强度，其动态方程选为方程(4)。 
 

 
Figure 1. The mechanical model of the two-link  
robotic manipulator 
图 1. 双连杆机器人机械臂的模型示意图 

 
在图 1 中， 1im 和 2im 分别表示第 i 个机械臂中的第一个臂的质量和第二个臂的质量； 1id 和 2id 分别表

示第一个臂的长度和第二个臂的长度； 1iτ 和 2iτ 分别表示第 i 个机械臂的第一臂和第二臂上的扭矩； 1iq 和
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2iq 表示第一个臂和第二个臂的位置。 
在 MATLAB 中为了方便模拟，引入向量 [ ]T 2

1 2,i i iq q q R= ∈ ， [ ]T 2
1 2,i i iq q q R= ∈   ， [ ]T 2

1 2,i iq q R∈  ， 

( ) ( ) ( ) ( ) 2TT T T
1 2, , , N

Nt t t t Rξ ξ ξ ξ = ∈ 
， ( ) ( ) ( ) ( ) 2TT T T

1 2, , ,d d d d N
Nt Rξ ξ ξ ξ = ∈  

 ， ( ) ( ) ( ) T 2
1 2,i i it t t Rτ τ τ= ∈    

以及误差向量 ( ) ( ) ( ) ( )T T T 2
1 2, , , N

Ne t e t e t e t R = ∈  ， ( ) ( ) ( ) ( )T T T 2
1 2, , , N

Ne t e t e t e t R = ∈    
 ， 

( ) ( ) ( ) ( ) 2TT T T
1 2, , , N

NE t E t E t E t R = ∈ 
。 

受文献[21]的启发，第 i 个机器人机械臂的参数以及方程(4)中的参数根据如下的步骤进行选取。 
(1) 惯性矩阵 ( ) n n

i iD z R ×∈ ，科里奥利矩阵和离心矩阵 ( ), n n
i i iC q q R ×∈ ，重力 ( ) n

i iG q R∈ 以及非线性

函数向量 ( ), n
i i iq q Rε ∈ 分别选择如下。 

( )
( )2 2 2 2

1 1 2 1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 2

2 2
2 2 2 1 2 2 2 2

2 cos cos

cos

i i i i i i i i i i i i i i
i i

i i i i i i i i

m d m d d d d q m d m d d q
D q

m d m d d q m d

 + + + +
 =
 + 

， 

( )
2 1 2 2 2 1 1 2 2 2

2 1 2 2 1

2 sin 2 sin
,

sin 0

i i i i i i i i i i

i i i

i i i i i

m d d z q m d d q q
C q q

m d d q q

− − 
=  
  

 





， 

( )
( ) ( ) ( )

( )
2 2 1 2 1 2 1 1

2 2 1 2

cos cos

cos

i i i i i i i i

i i

i i i i

m d g q q m m d g q
G q

m d g q q

 + + +
 =
 + 

， 

( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1

2 2

0.5 0.1 exp
,

0.1 exp

i i i

i i i

i i i

sign e e
q q

sign e e

γ
ε

γ

  + −    = +  
    + −    

 



 

， 

其中 ( )1i randnγ = 。 
(2) 初始状态值 ( ) 20 Nq R∈ 和 ( ) 2

0 NRξ ∈ 分别通过命令 ( )2 ,1rand N 和 ( )2 ,1rand N 生成。节点位置的跟

踪目标选为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) T* sin 2 cos 2 ,sin 2 cos 2iz t t t t t= + +π π π π   ，链路的辅助跟踪目标 ( )d N
i t Rξ ∈ 由方程(6)

给出， ( ) 2 2
1 2,diag b b R ×Γ = ∈ ， ( ) ( ) T 2

1 2cos ,sinj j jh z z R = ∈  ， ( )1sb randn= ， { }, 1,2, ,i j N∈  ， { }1,2s∈ 。 
(3) 令 ( ) { }( )1 0, 1,2, ,i iw rand w i N= − ≠ ∈  ， N N

iW R ×∈ 是一个随机生成的 N N× 阶可逆矩阵。Hurwitz
矩阵可以根据 { } 1

1 2, , ,i i N iA W diag w w w W −=  生成。 
(4) 令 ˆ N N

i NQ I Rφ ×= ∈ ，其中 ( )5 1randφ = ， NI 表示 N 阶单位矩阵，将其带入 Lyapunov 方程(5)，可

以得到正定矩阵 N N
iB R ×∈ 。 

(5) 将上述步骤得到的参数带入辅助参考信号(6)以及二阶跟踪控制方案(7)~(8)。 
在仿真中，双连杆机械臂的模型参数选择为 30N = ， 1 10 kgim = ， 2 2 kgim = ， 1 1.1 mid = ， 2 0.8 mid = ，

29.8 m sg = ， 5.7σ = ， ( )5 1randnβ = 。此外，为了展示本文提出的二阶跟踪控制方案对于实现节点位置

与速度跟踪的有效性，将其与文献[22]中的控制方案进行了对比，其中文献[22]中考虑的是机器人操作臂

关节角的位置跟踪问题，对于速度跟踪没做要求，因此，本文将与其控制方案进行效果对比，得到如下

仿真结果。 
从图 2~5 的仿真结果可以得出如下结论： 
结论 1：如图 2 和图 3 所示，不同颜色的曲线显示在文献[22]以及本文的控制方案下 30 个机器人机

械臂关节角位置的状态以及位置跟踪误差曲线。可以看出，在文献[22]的控制方案下，机器人机械臂关节

角的位置可以跟踪上期望的角度。然而不足之处在于，采用文献[22]中的控制方案得到的机械臂关节角的

跟踪响应速度比本文慢，因此本文的控制方案在响应速度方面要优于文献[22]中的控制方案。 
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Figure 2. (a) The state curves ( )q t  of angles for N robotic manipulators with the control scheme in [22]; (b) The state curves 

( )q t  of angles for N robotic manipulators with the control scheme in this paper 

图 2. (a) 采用[22]中的控制方案下 N 个机器人机械臂关节角的位置状态曲线 ( )q t ；(b) 在本文控制方案下 N 个机器

人机械臂关节角的位置状态曲线 ( )q t  

 

 
Figure 3. (a) The angles tracking error curves ( )e t  of N robotic manipulators with the control scheme in [22]; (b) The angles 

tracking error curves ( )e t  of N robotic manipulators with the control scheme in this paper 

图 3. (a) 采用[22]中的控制方案下 N 个机器人机械臂关节角的位置跟踪误差曲线 ( )e t ；(b) 在本文控制方案下 N 个机

器人机械臂关节角的位置跟踪误差曲线 ( )e t  

 
结论 2：从图 4 和图 5 中不难看出，采用[22]中的控制方案时机器人关节角的角速度状态无法完全跟

踪上期望的角速度(存在一定的误差)，因此文献[22]中的控制方案无法实现关节角的角速度的渐近跟踪。

这意味着虽然文献[22]中的控制方案可以实现机器人机械臂关节角的位置跟踪，但在其速度跟踪控制上

略有不足，而本文所设计的二阶跟踪控制方案可以有效地使得关节角的位置以及角速度均跟踪上期望的

状态。 
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Figure 4. (a) The state curves ( )q t  of angles velocity for N robotic manipulators with the control scheme in [22]; (b) The 

state curves ( )q t  of angles velocity for N robotic manipulators with the control scheme in this paper 

图 4. (a) 采用[22]中的控制方案下 N 个机器人机械臂关节角的角速度状态曲线 ( )q t ；(b) 采用本文的控制方案下 N 个

机器人机械臂关节角的角速度状态曲线 ( )q t   

 

 
Figure 5. (a) The angles velocity tracking error curves ( )e t  of N robotic manipulators with the control scheme in [22]; (b) 

The angles velocity tracking error curves ( )e t  of N robotic manipulators with the control scheme in this paper 

图 5. (a) 采用[22]中的控制方案下 N 个机器人机械臂关节角的角速度跟踪误差曲线 ( )e t ；(b) 采用本文的控制方案下

N 个机器人机械臂关节角的角速度跟踪误差曲线 ( )e t  

5. 总结 

本文在将“节点子系统”与“连接边子系统”视为复杂网络中相互耦合的两个子系统的基础上考虑

了节点的位置与速度的跟踪问题，分别采用两个微分方程来对节点与连接边的动态进行建模，其中节点

的动力学模型在数学上表示为包含二阶导数项的向量微分方程，并且进一步考虑了系统中存在的不确定

性对节点动态的影响以更适合实际工程应用。此外，为了直观地展示每一个节点连接边的动态变化，采

https://doi.org/10.12677/aam.2024.1311477


赵娟霞 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.1311477 4957 应用数学进展 
 

用了包含“出链路”的向量微分方程来对连接边的动态进行建模。本文不仅考虑了节点的位置跟踪问题，

还进一步考虑了节点的速度的跟踪问题，设计的二阶跟踪控制方案最终不仅可以使得节点的位置跟踪上

理想的轨迹，并且其也可以按照理想的速度来实现跟踪。最后，通过一个双连杆机器人机械臂模型的数

值仿真验证了控制方案的有效性。 
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