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摘  要 

以二元Birkhoff插值研究为基础，进一步研究了三维欧氏空间中马鞍面上的Birkhoff插值。首先给出了马

鞍面上的多元Birkhoff插值相关定义，对插值条件组的拓扑结构进行了较为深入的研究，然后给出了构

造多元函数插值适定泛函组的添加马鞍面法，最后给出具体实例进行验证。 
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Abstract 
Based on the research of two-dimensional Birkhoff interpolation, this study further investigates 
Birkhoff interpolation on a saddle surface in three-dimensional Euclidean space. First, relevant def-
initions of multivariate Birkhoff interpolation on saddle surfaces are provided. An in-depth study 
of the topological structure of the interpolation condition set is conducted. Then, the method of add-
ing saddle surface techniques to construct a suitable functional set for multi-variable function in-
terpolation is introduced. Finally, specific examples are provided for verification. 
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1. 引言 

多元 Birkhoff 插值是插值理论中的一个复杂而重要的领域，它为处理多元函数插值问题提供了更大

的灵活性。Birkhoff 在 1906 年首次提出了 Birkhoff 插值问题[1]。1966 年，Schoenberg 在文献[2]中引入了

一元 Birkhoff 插值格式。有关多元函数插值的研究，其中一个基本问题为插值的适定性问题。1979 年，

梁学章教授首次将插值的适定性与几何问题相结合[3]，并提出了一些直观的方法来选择和判定二元插值

的适定结点组，并在此基础上提出了迭加插值法[4]。1987 年，Hack 在文献[5]中探讨了二元 Birkhoff 插
值的正则性问题。2008 年，崔利宏和杨爽提出了一种通过添加平面代数曲线的方法来构造二元 Birkhoff
插值适定泛函组[6]。2017 年，崔凯在[7]中讨论了多元 Birkhoff 插值的若干问题。本文主要研究三维欧式

空间中马鞍面上进行多元 Birkhoff 插值的适定泛函组问题。 
马鞍面作为一种具有特殊几何特征的曲面，在多个科学和工程应用中具有重要意义。例如，在计算

机图形学中，马鞍面可用于模拟自然界中的地形特征；而在物理建模中，流体流动和热传导的分析常常

涉及马鞍形状的界面。这些应用需要在不规则数据点上进行高效的插值，以生成连续且光滑的表面。因

此，研究马鞍面上 Birkhoff 插值问题有很大意义。 

2. 基本定义 

定义 1 (一个多元 Birkhoff 插值格式 ( ), ,SE P Z 由三部分组成) 
(1) 结点集 Z， 

{ } ( ){ }1 21 1
, , , ,

mm n
i i i ini i

Z z x x x R
= =

= = ⊂  

(2) 插值空间 sP ， 

( ) ( ) 1
1 2 1| , , , ,nii

s n i n
i S

P p p x p x x x a x x
∈

 = = = 
 

∑   

其中 nS N⊂ 。 
(3) 关联矩阵 E， 

( ), , 1, , , ,qE e q m Sα α= = ∈  

其中 , 0qe α = 或 1。 
若 ( ),q α 满足 , 1qe α = ，给定数组 ,qc α ，则与插值格式 ( ), ,SE P Z 对应的 Birkhoff 插值问题为寻找一多项

式 Sp P∈ 满足： 

( )
1 2

1 ,
1

n

n q q
n

p z c
x x

α α α

ααα

+ + +∂
=

∂ ∂





 

此处 ( ), ,1 2, nα α α α=  。 
定义 2 (全次数型多元 Birkhoff 插值) 
设给定整数 0qz ≥ ， 1, , ; 0q m m= ≥ ， { } 1

m
q q

A Q
=

= 是 dR 中 m 个互异点组成的集合。全次数型多元

Birkhoff 插值问题是如果对于给定数组 ,qc α ， 1, , ; 0q m m= ≥ ， qzα ≤ ，找到一个多项式 ( )d
np P∈ ，满足 
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假设 n 和 qz 满足： 

1

m
q

q

n d z d
d d=

+ +   
=   

   
∑  

若 0qz ≥ ， 1, ,q m=  ， 1 2 qz z z= = = ，该 Birkhoff 插值问题为一致 Birkhoff 插值问题。 
代数曲面上的多元 Birkhoff 插值问题相关符号定义：设 k +∈ ， r∈， ( ) ( )3

,n rP q k   表示定义在 k 次

代数曲面 ( ), , 0q x y z = 上的全次数不超过 n 且有 r 阶方向导数的三元代数多项式空间，定义： 

( ) ( )

( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

,

2 2

3 1 3
3 3

1 1 2 3 , 1
6
1 1 3 1 12 1 6 1 11 , 1
6

n

n n k
d k

n n n n k

k n n k n k k n k

µ
µ

µ

µ µ µ µ µ

+ − + +  
= −   
   
 + + + < += 
 + − + + + + − + + ≥ +


 

( ) ( ) ( )( ),

11 1 4 1
32n r

k
e k n rk k n r k

− 
= − − + + + + 

 
 

且有 ( ) ( ) ( )3
, ,dim n r nP q k d kµ=    (即 k 次代数曲面 ( ), , 0q x y z = 上 Birkhoff 插值适定泛函组中的条件数

与插值空间的维数相等)。 
定义 3 (马鞍面上的多元 Birkhoff 插值) 

设马鞍面方程为 ( )
2 2

2 2, , 2 0x yq x y z z
a b

= − + = ， ( ) ( ){ },| 0,1, , ; 1, , 2r
i n rB Q r i eµ= = =  为沿 ( ), , 0q x y z =

的一个 n 次 r 阶 Birkhoff 插值适定泛函组，记 ( ) ( )3
,n rB I q∈  ( ( ) ( )3

,n rI q 为全部沿该曲面的一个 n 次 r 阶 Birkhoff

插值泛函组的集合)，若对 ( ) ( ){ },| 0,1, , ; 1, , 2r
i n rf r i eµ∀ = =  都 ( ) ( )3, , np x y z P∃ ∈ 满足： ( )( ) ( )

r
r r

i ir p Q f
n
∂

=
∂

，

( ),0,1, , ; 1, , 2n rr i eµ= =  。 

注 1：若 ( ) ( ){ },| 0,1, , ; 1, , 2r
i n rf r i eµ∀ = =  方程 ( )( ) ( ) ( ),, 0,1, , ; 1, , 2r r

i i n rr
f p Q f r i e
n

µ∂
= = =

∂
  总存在

唯一解⇔ 若 ( ) ( )3, , np x y z P∃ ∈ ，满足齐次 Birkhoff 插值条件 ( )( ) ( ),0, 0,1, , ; 1, , 2r
i n rr

f p Q r i e
n

µ∂
= = =

∂
  蕴含

沿曲面 ( ), , 0q x y z = ，恒有 ( ), , 0p x y z = 。 

为证明后续所得结论，下面给出关于理想的定义。 
定义 4 (理想) 
一个子集 [ ]1, , sI K x x⊂  被称为一个理想，若满足条件： 
(1) 0 I∈ ； 
(2) 若 ,f g I∈ ，则 f g I+ ∈ ； 
(3) 若 f I∈ 且 [ ]1, , sh K x x∈  则 f h I⋅ ∈ 。 
定义 5 (根理想) 
令 [ ]1, , sI K x x⊂  是一个理想，若有集合{ }| 1mf f I m∈ ≥对某些整数 ，则有 I 的根理想 I 。 
命题 1：令 I 是一个理想，且 1 2,V V 是两个仿射簇，则 ( ) ( )1 2 1 2V V I V I V⊂ ⇒ ⊃ 。 
命题 2：若 [ ]1, , sf K x x⊂  是一个理想，有 I f= 是由 f 生成的素理想，且有 1

1
s

sf f f αα=  ，其中
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1
1

s
sf f αα

 为不可约多项式，则 1 2, , , sI f f f f= =  。 
特别地，若 ( ), 1, , ;ji

i jf f i j s i jαα ≠ = ≠ ，则 I I= 。 

3. 主要成果 

本文主要成果如下： 
定理 1 (构造 ( )3

nP 上的 Birkhoff 插值适定泛函组的添加马鞍面法) 
设 ( ){ }| , 0,1, ,i iD Q A i tϑ ϑΦ = ∈ =  为 ( )3

nP 的一个插值适定泛函组，且马鞍面 ( ), , 0q x y z = 不经过Φ 中

任何点，则对马鞍面上的一个 ( )2 1n µ+ + 次 r 阶 Birkhoff 插值适定泛函组 
( )

( ) ( ){ }2 1 ,| 0,1, , ; 1, , 2r
i n rB Q r i e µµ + += = =  ， B Φ 一定构成关于 ( )

( )3
2 1nP µ+ + 的 Birkhoff 插值适定泛函组。 

为证明此定理，下面先给出引理加以证明。 
引理 1 
马鞍面 ( ), , 0q x y z = 上的结点组 ( ) ( ){ },| 0,1, , ; 1, , 2r

i n rB Q r i eµ= = =  为该曲面上的一个 n 次 r 阶

Birkhoff 插值适定泛函组⇔ 若 ( ) ( )3, , np x y z P∃ ∈ 满足插值条件 

( )( ) ( ),0, 0,1, , ; 1, , 2
r

r
i n rr p Q r i e

n
µ∂

= = =
∂

   

则 ( ) ( )
( )3

2 1, , nh x y z P µ− +∃ ∈ 使得 ( ) ( )
12 2

2 2, , 2 , ,x yP x y z z h x y z
a b

µ+
 

= − + ⋅ 
 

。 

若 ( )2 1n µ< + ， ( ), , 0h x y z ≡ 。 
引理 1 的证明： 
充分性由注记 1 可得，下证必要性： 
设 ( ) ( ){ },| 0,1, , ; 1, , 2r

i n rB Q r i eµ= = =  是 ( ), , 0q x y z = 上的一个 n 次 r 阶 Birkhoff 插值适定泛函组，

且 ( ) ( )3, , np x y z P∃ ∈ 满足 ( )( ) ( ),0, 0,1, , ; 1, , 2
r

r
i n rr p Q r i e

n
µ∂

= = =
∂

  。 

若 0r = ，则沿马鞍面 ( ), , 0q x y z = 上恒有 ( ), , 0p x y z = ，记 1I q= ， 2I p= ，则 ( ) ( )1 2V I V I⊂ ，即

( )( ) ( )( )1 2I V I I V I⊃ 。因为马鞍面 ( ), , 0q x y z = 是一个二次无重复分量的代数曲面，所以 

( )( )1 1 1I V I I I= = ， ( )( )2 2 2I V I I I= ⊃ 那么 2 1I I⊂ 。 

由理想的定义可知， ( ) ( )3
2, , nh x y z P −∃ ∈ 使 ( ) ( )

2 2

2 2, , 2 , ,x yP x y z z h x y z
a b

 
= − + ⋅ 
 

。 

假设结论对 ,r m r Z= ∈ 且 0r > 成立，则有 ( ) ( ){ },| 0,1, , ; 1, , 2r
i n rB Q r i eµ= = =  为定义在马鞍面

( )
2 2

2 2, , 2 0x yq x y z z
a b

= − + = 上的 n 次 m 阶 Birkhoff 插值适定条件组，且满足 

( )( ) ( )0,
m

r m
i im p Q Q B

n
∂

= ∀ ∈
∂

                                (1) 

有 

( ) ( )
12 2

2 2, , 2 , ,
m

x yP x y z z h x y z
a b

+
 

= − + ⋅ 
 

                           (2) 

若 1r m= + ，对公式(1)两端进行求导直到 1m + 阶，并使用 Leibniz 公式有 
( )( ) ( )0,r r
i ir Q Q B= ∀ ∈                                   (3) 
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因为 ( ) ( )3
2, , nh x y z P −∈ 同时经过唯一且确定的 ( )

2 2

2 2, , 2 0x yq x y z z
a b

= − + = 的所有条件点，所以总有

( ), , 0h x y z ≡ 。由 0r = 同理得 

( ) ( )
2 2

2 2, , 2 , ,x yh x y z z h x y z
a b

 
′= − + ⋅ 

 
                            (4) 

将(4)带入(2)得 ( ) ( )
22 2

2 2, , 2 , ,
m

x yP x y z z h x y z
a b

+
 

′= − + ⋅ 
 

 

由数学归纳法引理得证。 
定理 1 的证明： 
只需证仅存在零多项式满足所给的齐次 Birkhoff 插值条件。 
首先，定理中所给的全部条件数为： 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( )
( )

2 1 ,
0

0

2

3
2 1

3
2

3

3 112 2 1 2 2 1 2 1 4 1
3 32

3 12 1 3 2 1 12 4 1 12 1 11
3 6

3 32 1 3
3 33

2 1 3
3

dim

n r
r

r

n

n
e

n
n r n r

n
n n n

n nn

n

P

µ

µ

µ

µ

µ µ

µ µ µ µ

µ

µ

+ +
=

=

+ +

+ 
+ 

 
+     

= + ⋅ + + − + + − + + + +    
    

+ 
= + ⋅ + ⋅ + + + + + − + + 
 

+ ++ + +    
= + −    
    

+ + + 
=  
 

=

∑

∑

 

假设 ( ) ( )
( )3

2 1, , nP x y z P µ+ +∃ ∈ 满足齐次 Birkhoff 插值条件，则： 

( )
( )( ) ( )

0,

0,

i i

r
r r

i ir

D P Q Q N

P Q Q B
n

ϑ = ∀ ∈

∂
= ∀ ∈

∂

 

因为 ( )( ) ( )0,
r

r r
i ir P Q Q B

n
∂

= ∀ ∈
∂

同时有 ( )
( ) ( )3

2 1 ,n rB I Fµ+ +∈ ， ( ) ( )
( )3

2 1, , nP x y z P µ+ +∈ 。 

由引理 1 得 ( ) ( )3, , nh x y z P∃ ∈ 使得 ( ) ( )
12 2

2 2, , 2 , ,x yP x y z z h x y z
a b

µ+
 

′= − + ⋅ 
 

。 

将其求导至 1µ + 阶得 ( ) ( ) ( )
12 2

2 22 , , 0,i i i
x yD P Q D z h x y z Q Q N
a b

µ

ϑ ϑ

+   ′= − + ⋅ = ∀ ∈  
   

。 

因为 iQ N∀ ∈ ， ( ) 0iq Q ≠ ，由 Leibniz 公式得 iQ N∀ ∈ ， ( ) 0iD r Qϑ = ，又 

( ){ }| , 0,1, ,i iD Q A i tϑ ϑΦ = ∈ =  是关于 ( )3
nP 的 Birkhoff 插值适定泛函组，有 ( ), , 0h x y z ≡ ，即 ( ), , 0p x y z ≡ ，

证毕。 

4. 具体实例 

设马鞍面方程为 2 22z x y= − ，取一被插值函数 ( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + + ，在马鞍面外取一点
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( ) ( )0
0 1,0,1Q ，该点是 ( )3

0P 的一个适定结点组，在马鞍面上取点 ( ) ( )0
1 2,0,2Q ，在该点处一阶法向量导数 

( )1
1

2 2,0,
2 2

Q
 
  
 

，见图 1。由定理 2 得 ( ) ( ) ( )( )0 0 1
0 1 1, ,Q Q Q 构成 ( )3

1P 的适定泛函组。 

 

 
Figure 1. Saddle surface take point plot 
图 1. 马鞍面上取点图 

 
设插值多项式为 ( ) 0 1 2 3, ,P x y z a a x a y a z= + + + 则 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )

0 0
0 0

0 0
1 1

1
1 1

1 11

P Q f

P Q f

P Q f
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 =

∂ =

∂

 

0 1 3

0 1 3

1

2

3

2

2 2 2 2

2
2

0

2
2

a a a

a a a

a

a

a

 + + =


+ + =

 =

 =



=
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0

1

2

3

0

2
2

0

2
2

a

a

a

a

=

 =
 =

 =


 

( ) 2 2, ,
2 2

P x y z x z= +  

计算
1 1,0,
2 4

 
 
 

处
1 1 5,0,
2 4 4

f   = 
 

，
1 1 3 2,0,
2 4 8

P  = 
 

，误差为
5 3 2 0.0287

4 8
− ≈ 。 

5. 结论 

本文首先给出多元 Birkhoff 插值相关定义，随后介绍了马鞍面上多元 Birkhoff 插值适定泛函组的相

关概念，然后得到相应定理并给出了证明，最后给出实例进行验证。本文创新点即为给出了构造三维欧

氏空间 Birkhoff 插值适定泛函组的添加马鞍面法，虽然此方法在实际生活中应用较广，但也要考虑其局

限性，构造三维空间中的马鞍面相对复杂，并且马鞍面所需的参数(如曲率、位置等)通常依赖于具体问题，

选择不当可能导致插值结果不理想。今后也将通过不断优化参数选择以及结合其他的插值方法，来改善

这些局限性，从而推动该方法在更广泛领域的应用。 
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