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摘  要 

二次测量回归模型在众多研究领域中受到了广泛关注，例如相位恢复、电力系统状态估计、未标记距离

几何问题等。本文重点研究如何在二次测量回归模型中有效地恢复未知信号。我们使用了加权Wirtinger 
Flow (Reweighted Wirtinger Flow, RWF)方法来重建真实信号，并证明了该方法在一定条件下能够收敛

至局部极小点。数值实验结果表明，样本量较小时，该算法在信号恢复成功率和计算速度方面表现优异。 
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Abstract 
Quadratic measurement regression models have received extensive attention in many research 
fields, such as phase recovery, power system state estimation, and unlabeled distance geometry 
problems. This paper focuses on how to recover the unknown signal effectively in the secondary 
measurement model. Reweighted Wirtinger Flow (RWF) method is used to reconstruct real signals, 
and it is proved that the proposed method can converge to local minima under certain conditions. 
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Numerical experiment results show that the proposed algorithm has excellent performance in sig-
nal recovery success rate and computational efficiency. 
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1. 研究背景 

相位恢复技术广泛应用于 X 射线晶体学、透射电子显微镜和相干衍射成像等领域[1] [2]，其任务是

通过观测到的幅度信息来恢复丢失的相位信息。近年来，[3]和[4]将相位恢复的概念进一步扩展到更广义

的情境中，提出了广义相位恢复。广义相位恢复涵盖了标准的相位恢复问题，具有更广泛的应用前景。 
我们在本文中讨论如下广义相位恢复的如下二次测量归回模型 

[ ] { }, , : 1, , ,i i iy x A x i m mε= + ∈ =                            (1.1) 

其中 iy ∈是观测值， nx∈ 代表未知的真实信号，m 是样本数量， n n
iA ×∈ 是测量矩阵， iε ∈是独立

同分布的随机噪声。 
二次测量回归模型有着广泛的应用，例如相位恢复[5]、无标记距离几何问题[6]、未知视图层析成像[7] 

[8]、潮流分析及电力系统状态估计[9]等。这些都可以转化为从二次测量模型中恢复信号的问题，利用可以

测量的信号强度，点之间的距离，系统电流和功率等信息来获得我们需要的相位，点的位置，电压等信息。 
在相位恢复领域，针对二次测量系统的信号恢复问题，许多学者通过梯度下降的方法直接求解。例

如，Candes 等人将秩 1 的相位恢复问题转化为结构化的二次测量回归模型，并提出了 Wirtinger Flow (WF)
方法。该方法结合了谱初始化算法，有足够的测量值时，谱初始化能够以高概率产生接近全局最优解的

初始点，WF 方法能以线性速度收敛至真实信号。[10]进一步证明，具有旋转不变性的次高斯测量模型可

以通过结合谱初始化的 WF 方法以高概率有效求解。[11]引入了截断 Wirtinger Flow (TWF)算法来解决传

统的相位恢复模型，TWF 可以通过截断一些离群点来地提高 WF 的性能。该方法抛弃了对初始估计或搜

索方向影响太大的项，提供了更稳健的下降方向，从而提高了实际性能。此外，该方法在包含噪声的情

况下也达到了接近最优的统计精度。数值试验表明，该方法具有较低的采样复杂度。[12]提出了截断重构

的 WF 方法，进一步降低了采样复杂度。 
另一方面，[13]提出了一种改进的 Levenberg-Marquardt 方法，该方法的初始点接近全局最优解集，

且证明了其具有全局线性收敛性和局部二次收敛性。[14]则提出了一种两阶段算法，第一阶段旨在为第二

阶段提供良好的初始值，第二阶段通过高斯–牛顿方法求解优化问题，可用该方法实现从任意初始点进

行相位恢复。在电力系统状态估计的应用中，一些学者通过将该问题转化为非凸约束的二次规划问题，

采用可行点追踪法进行求解[15]。 
[16]在 WF 方法的基础上提出了一种改进的相位恢复算法，称为加权 Wirtinger Flow (RWF)方法。

RWF 通过求解一系列权值变化的子相位恢复问题来寻找全局最优解，数值实验表明，RWF 比 WF 具有

更低的采样复杂度。该算法的关键是巧妙地从算法迭代过程中计算出了权重，添加权重实际上是一种自
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适应 TWF 方法。作者还表明，当权重以 1 和 10/9 为界时，RWF 将收敛到相位恢复问题的全局最优解。 
我们将 RWF 应用于基于高斯随机测量矩阵的二次测量回归模型(1.1)式，研究如下加权最小二乘问题， 

( ) ( )2

1

1min ,
4

,:
n

m

i i i
x i

f x yx x
m

Aω
∈ =

= −∑


                           (1.2) 

其中，
1 1 2

1 , 1, ,
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i i
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= =
− +

 ，表示权重，若
2

1, ,max , 0.1i m i ix A x y= − <


，则
101
9iω≤ ≤ 。 

2. RWF 算法及其性质 

我们使用谱方法来估计算法的初始点，下面将给出算法的实现框架(见算法 1)和一些性质，便于后续

算法收敛性的证明。 
 

Algorithm 1. Reweighted Wirtinger Flow algorithm 
算法 1. Reweighted Wirtinger Flow 算法 

第一步：初始化 0 nx ∈  0, ,µ α> ，令 0k ⇐ ； 

第二步：如果 kg ≥ 执行第三步和第四步；否则结束循环。 

第三步：找到最小的非负整数 kj 使得下面不等式成立 

( ) ( ) 2

      .k kj jk k k kf x g f x gα µα− ≤ −                                 (2.1) 

第四步：令  
kj

kτ α= ， 1k k k
kx x gτ+ = − ， 1k k⇐ + ，返回第二步； 

 

( )f x 的梯度和海色矩阵如下所示， 

( ) ( )
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假设 1 对任意 , na b∈ ，存在常数 0 λ λ< ≤ ，满足 

( )22 2 2 2T

1

1 m

i
i

a b a Ab a b
m

λ λ
=

≤ ≤∑ . 

接下来我们将会证明在假设 1 成立的条件下，算法产生的序列收敛到优化模型的稳定点。下面先给

出一些引理及其证明，以便于分析算法性质和后续的收敛性证明。 
引理 1 如果假设 1 成立，那么函数 ( )f x 是强制的，即 ( )lim

x
f x

→∞
= ∞，并且对于任意给定的 h∈，

函数 f 的水平集 ( )I h 是紧的， 

( ) ( ){ }: : .nI h x f x h= ∈ ≤                               (2.3) 

证明：由
101
9iω≤ ≤ 可知 ( ) ( )2

1
,1

4

m

i
i

if x x A x y
m =

−≥ ∑ ，通过柯西不等式和假设 1，可以得出 

( ) 2 2 4 2 2

1 1
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4 4 42
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当 x →∞时， ( )f x →∞，即 ( )f x 是强制的，从而水平集 ( )I h 是有界的。再由 ( )f x 的连续性可知

其水平集 ( )I h 是闭集，从而是紧集。 
引理 2 如果假设 1 成立，那么对任意给定的 h < ∞， ( )sup

x h
f x

≤
∇ 和 ( )2sup

x h
f x

≤
∇ 存在。 

证明：由公式(2.2)，柯西不等式和假设 1 可以得到，对任意的 na∈  
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由上面不等式可以得到， 
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( )

( )

1
sup supsup ,

40sup
9

40 sup .
9

x h x h a

x h

x h

f x a f x

f x x

t f x

λ

λ

≤ ≤ =

≤

≤

∇ = ∇

≤

≤ < +∞

 

下面我们可以证明海瑟矩阵由上界。对于任意的 na∈ ，有下面不等式成立， 
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由上面不等式可以得到 
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因此， ( )sup
x h

f x
≤
∇ 和 ( )2sup

x h
f x

≤
∇ 存在。 

引理 3 对于给定的点 0 nx ∈ ，定义 

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
0

0 2: , : sup , : sup .
t hx I f x

x x f x R x x M h f tφ φ
≤∈

= + ∇ = = ∇  

如果假设 1 成立，那么对于任意有界的 0 nx ∈ 和任意的 ( )( )0x I f x∈ 有 ( )( ) ( )( )0M x M R xφ ≤ < +∞。 
证明： 0x 有界，由引理 1 可知 ( )( )0I f x 是紧集；因为 ( )xφ 是连续的所以 ( )0R x 有界；由引理 2 中
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( )2 f x∇ 的有界性可知 ( )( )0M R x < +∞；对于任意的 ( )( )0x I f x∈ ，显然有 ( )( ) ( )( )0M x M R xφ ≤ ，证明结

束。 
下面我们证明算法中的序列 { }kτ 存在并且是有界的，即引理 4，从而证明算法产生的函数值序列

( ){ }kf x 是非增序列。 
引理 4 如果假设 1 成立，那么存在 

( )( )
( )

( )l

0, : 1,

g
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o .
1
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k

k
k

M x
j

w

w
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φ

µ


= 


 −

= ≤

  

−

 否则

 

使得(2.1)式成立。 
证明：当 0k = 时，有 ( )( )0 0x I f x∈ ，由引理 3 可知 ( )( ) ( )( )0 0M x M R xφ ≤ < +∞。下面证明 

( )( ) ( )0
0 2 1M xτ φ µ≤ − 。当 0 1w ≤ 时， 0 0j = 且 0

0 1jτ α= = ，显然成立。当 0 1w > 时，由 0
0

jτ α= 可知 

( ) ( ) ( )
( )( )

0 00 log log
0 0

0

2 11 ,wwj

M xw
α α

µ
τ α α α

φ
 − −  −

= = ≤ = =                     (2.4) 

即 ( )( ) ( )0
0 2 1G xτ φ µ≤ − ，又因为 ( )( )0G xφ < +∞，所以 0 0τ > 。 
考虑 ( )00 0

0:tx x t gτ= − ， ( )0,1t∈ ，由 ( ]0 0,1τ ∈ 可知下面不等式成立 

( )0 0 0 0 0 0
0 ,tx x t g x g xτ φ≤ + ≤ + =  

从而 ( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )
0

2 0 2 0 0supt
x x

f x f x M x M R x
φ

φ
≤

∇ ≤ ∇ = ≤ < +∞。因为函数 ( )f x 二次连续可微，下面对

( )f x 进行泰勒展开 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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 
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 
 

≤ − + ∇ 
 
 

≤ − +  
 

≤ − + −

= −

                 (2.5) 

因此，当 0k = 时，(2.1)式成立。 
由算法更新公式和(2.5)可以得到 ( ) ( )1 0f x f x≤ ，因此 ( )( )1 0x I f x∈ ，通过引理 3 我们有 

( )( ) ( )( )1 0M x M R xφ ≤ < +∞。 
当 1k = 时，类似(2.4)有 ( )( ) ( )1

1 2 1M xτ φ µ≤ − 且 1 0τ > 。考虑 1 1 1:tx x t gτ= − ， ( )0,1t∈ ，对于 ( ]0,1τ ∈ 有

不等式 ( )1 1 1 1 1 1
1tx x t g x g xτ φ≤ + ≤ + = 成立，则 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )
1

2 1 2 1 0sup ,t
x x

f x f x M x M R x
φ

φ
≤

∇ ≤ ∇ = ≤ < +∞  

所以当 1k = 时，不等式(2.1)成立。由归纳法可知 2k ≥ 时，(2.1)式成立。 
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3. 收敛性分析 

引理 5 如果假设 1 成立，则算法产生的序列 ( ){ }kf x 是非增序列且{ } ( )( )0kx I f x⊆ 有界的。 

证明：由引理 3 可知对任意的 0k ≥ ，我们有 ( )( ) ( )( )0kM x M R xφ ≤ < +∞。因此
( )( )

( )

0

:
2 1k

M R x
w w

µ
≤ =

−
，

即 ( ) ( )log logkw wα α − ≤ −     ，所以 ( ){ } 1max 0, logk w Jj α≤ − = < +∞   。 

由(1.4)式可得 

( ) ( )1
2 2 1

1 ,J k k k k
kg g f x f xα µτ +≤ ≤ −                          (2.6) 

因为 ( ) 0f x ≥ ，所以 ( ){ }kf x 是非增的，且 ( ) ( )0kf x f x≤ ，所以{ } ( )( )0kx I f x⊆ ，由 ( )( )0I f x 有界可知

{ }kx 有界。 
定理 1 如果假设 1 成立，设{ }: 0kx k ≥ 为算法 1 生成的序列，则 

1lim lim 0.k k k

k k
g x x+

→∞ →∞
= − =  

所以{ }: 0kx k ≥ 其任意非零的聚点 x∗是(1.2)的稳定点。如果 ( )2 0f x∗∇ > ，那么该序列收敛到(1.2)局
部最小点。 

证明：(1) 对引理 5 中的(2.6)式进行求和， 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
2 1 0 0

0 0
,J k k k

k k
g f x f x f x f x f xµα + ∞

≥ ≥

≤ − = − ≤∑ ∑  

即
( )

1

0
2

0

k
J

k

f x
g

µα≥

≤∑ ，由正项级数的性质可得 0kg → ， k →∞。由算法更新公式及 ( ]0,1kτ ∈ ，可知 

1lim lim 0.k k k
kk k

x x gτ+

→∞ →∞
− = − =  

(2) 由引理 5 可知，数列{ }: 0kx k ≥ 有界，因此存在其子列收敛到 x∗，由(1)以及梯度的连续性可知

( ) 0f x∗∇ = ，即 x∗是稳定点。若 ( )2 f x∗∇ 连续可微且正定，那么该序列收敛到问题(1.2)的局部最小点。 

4. 数值实验 

我们将 RWF 方法与 Wirtinger Flow (WF)方法和 Phaselift 方法进行比较。其中 RWF 算法和 WF 算法

均使用谱初始点。分别对比各算法在不同样本量与变量维数比值情况下的成功率，运行时间，以及相对

误差，包括无噪声情况以及方差为 0.01 的高斯测量噪声情况。 
为了衡量算法是否能正确恢复真实信号，我们定义真实信号 x∗与算法估计信号 x 的相对误差如下所

示， 

x x

x

∗

∗

−
=相对误差 ， 

如果在无噪声情况下相对误差 < 10−5，在有噪声情况下相对误差 5 × 10−3，则恢复成功。 
在无噪声且样本量比较小的情况下(见图 1)，RWF 在恢复正确率方面有明显的优势，除了 CPU 运行

时间之外，相对误差比 WF 也更小一些。在噪声情况下(见图 2)，RWF 方法和 WF 方法的恢复精度都比

较高，样本量较小时，RWF 的恢复正确率较高，并且在 CPU 运行时间相较于 WF 和 Phaselift 有一定的

优势。因此我们的数值实验验证了 RWF 在解决二次测量回归模型时，在运行时间和较小样本情况的准确

率方面表现很好。 
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Figure 1. Results of RWF, WF and Phaselift algorithm in noiseless condition 
图 1. 无噪声情况下 RWF，WF 和 Phaselift 算法的运行结果对比 
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Figure 2. Results of RWF, WF and Phaselift algorithm in noisy condition 
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5. 总结 

本文探讨了在二次测量回归模型中，如何高效地重构未知信号的问题。我们聚焦于相位恢复领域的

算法，应用 RWF 方法解决二次测量回归模型的信号恢复。将 RWF 方法引入二次测量回归模型是本文的

创新点，相较于传统的 Wirtinger Flow (WF)及 PhaseLift 方法，该方法不仅优化了计算效率，在运行时间

上展现出良好优势，而且，在样本复杂度较小的情况下，RWF 在信号恢复准确率上有一定提高。另外，

我们还证明了 RWF 算法产生的迭代序列能够收敛到问题的局部极小点，为基于二次测量回归模型的

RWF 方法提供了理论保障。 
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