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摘  要 

常维码因其在网络编码中的重要作用受到广大学者的关注。为了构造好的常维码，Liu等人通过引入定秩

集秩度量码提出了并行构造法。本文主要通过计算当q是任意素数幂时Q1,1,1 ，Q1,2,1 ，Q2,1,1 ，Q2,2,1 的值，

得到参数为 [ ]( )q
n n, 3, 1, 2× 的定秩集秩度量码的球填充上界。 
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Abstract 
Constant dimension codes (CDCs) have received a lot of attention due to their application in random 
network coding. To construct good CDCs, Liu et al. raised the parallel construction by rank metric 
codes with given ranks (GRMCs). This paper calculates the value of Q1,1,1 ，Q1,2,1 ，Q2,1,1 ，Q2,2,1  when 

q is prime power, and the Gilbert-Hamming upper bounds of [ ]( )q
n n, 3, 1, 2×  GRMCs. 
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1. 引言 

伴随计算机网络的飞速发展，编码与加密在现代网络通信中有着广泛的应用。网络编码[1]是一种新

型网络数据传输方式，网络节点不仅能执行数据的复制和转发这两项操作，而且可以对接收到的数据进

行相应的线性、非线性的编码操作。网络编码具有提高网络的组播吞吐量、提高宽带的利用率、降低节

点的传输能耗等优点。因此，网络编码被看作是未来网络的核心技术，受到各国学者的高度重视。 
随机网络编码方法是无线网络环境中非常有效的工具，但容易造成数据包的丢失和错误。因此，在

无线网络编码中进行纠错控制是非常必要的。为了解决此问题，Kotter [2]提出了常维码(CDCs)。 
为了获得最优的常维码，Silva、Kschischang 和 Kotter [3]指出提升最大秩距离(MRD)码可以产生渐近

最优的常维码。Xu 等人[4]和 Liu 等人[5]通过引入一种新的辅助码——定秩集秩度量码，并提出并行构造

法。关于本课题的更多资料，有兴趣的读者可以查阅文献[2] [4] [6]-[10]。 
本文通过计算当 q 是任意素数幂时，相关参数 1,1,1Q ， 1,2,1Q ， 2,1,1Q ， 2,2,1Q 的值，并利用定秩集秩度量

码的球填充界和上述参数值，获得参数为 [ ]( ),3, 1,2
q

n n× 的上界，推广了 Liu 等人的结论。 

2. 预备知识 

令 q 表示 q 阶有限域， m n
q
× 表示 q 上所有尺寸为 m × n 的矩阵的集合。记 [ ] { }1 2 1 2, :t t i t i t= ∈ ≤ ≤ 。 

定义 2.1 [11]-[13]：对于矩阵 , m n
q
×∈A B ，它们的秩距离定义如下： 

( ) ( ), rankRd = −A B A B 。 

定义 2.2 [5]：对于 { }0,1, , 1K n⊆ − ， m n
q
×⊆ C 是一个参数为 ( ), , qm n Kδ× -w 定秩集秩度量码(GRMC)，

如果C 满足 
1) 对于任意的 ∈C C ， ( )rank K∈C ； 
2) 对于任意的 1 2, ∈C C C ，且 1 2≠C C ，有 ( )1 2,Rd δ≥C C 。 
如果 M=C ，则一个参数为 ( ), , qm n Kδ× -GRMC 可以表示为 ( ), , , qm n M Kδ× -GRMC。给定 m，n，

K 和δ ，其中 m n≥ ，记号 ( , , )R
qA m n Kδ× 表示所有参数为 ( ), , qm n Kδ× -GRMCs 中码字数的最大值。下面

的命题给出了定秩集秩度量码的球填充界。 
命题 2.3 [14]：对于 2 1m n r r≥ ≥ ≥ ，且 Rn d≥ , 

[ ]( )1 2, , ,R
q RA m n d r r g× ≤ ， 

其中， 

2

1
max : r

jj rg x
=

= ∑ ； 

2

1
1 21, ,

2

1 2

1 1, max ,0 min , ;
2 2

0, , ,

R

r
m n R R

j idi jj r

j j

d dQ x P r i r n

x x r j r

×
− 

 =  

  −   −    ⋅ ≤ − ≤ ≤ +             
 ≥ ∈ ≤ ≤

∑ 对于任意的

对任意的
 

记 ( ) ( ){ }, , : rank rankm n
i j l q jQ i l×= ∈ = − ≤且B B B E ， jx 表示 [ ]( )1 2, , ,R q

m n d r r× -GRMCs 中秩为 j 的码字 
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个数， ( ) [ ] ( )1

1

1
, , 1 1

r
jj

r

rm i rm n n j
r i i n jP q q=−× − +

⊂ =

∑= −∑ ∏


。 

3. 定秩集秩度量码的界 

命题 2.3 虽然给出定秩集秩度量码的球填充界，但是 , ,i j lQ 的值不易计算。本章主要通过计算当 q 是

任意素数幂时，相关参数 1,1,1Q ， 1,2,1Q ， 2,1,1Q ， 2,2,1Q 的值，得到参数为 [ ]( ),3, 1,2
q

n n× 的上界。 
定理 3.1： 

(1) ( ) ( ){ }1,1,1 1: rank 1 rank 1 1m n m n
qQ q q q×= ∈ = − ≤ = + − −且B B B E ； 

(2) ( ) ( ){ } 2
1,2,1 2: rank 1 rank 1m n

qQ q q×= ∈ = − ≤ = +且B B B E ； 

(3) ( ) ( ){ } ( )( )
2,1,1 1: rank 2 rank 1

1

n m
m n
q

q q q q
Q

q
×

− −
= ∈ = − ≤ =

−
且B B B E ； 

(4) ( ) ( ){ } 1 1 3 2
2,2,1 2: rank 2 rank 1 2 2m n m n m n

qQ q q q q q q q× + += ∈ = − ≤ = + + + − − −且B B B E 。 

证明 (1) 设 1= −C B E 。 
若 ( )rank 0=C ，则 1=B E ，满足要求 ( )rank 1=B 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 1。下面

讨论 ( )rank 1=C 的情况。假设 C 的第 1 2, , , hi i i 行是非零行向量，设 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

b b b
b b b

b b b

 
 
 =
 
 
 





   



B ，则

11 12 1

21 22 2
1

1 2

1 n

n

m m mn

b b b
b b b

b b b

− 
 
 = − =
 
 
 





   



C B E 。 

(1.1) 当 1h = 且 1 1i = 时，我们有 

11 12 1

0 0 0

0 0 0

nb b b 
 
 =
 
 
 





   



B ， 

其中 ( ) ( ) ( ){ }11 12 1, , , \ 0,0, ,0 , 1,0, ,0n
n qb b b ∈   。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 2nq − 。 

(1.2) 当 1h > 且 1 1i = 时，记 1,2, , 1i m= − ，不妨设 

( ) ( )1,1 1,2 1, 11 12 1, , , 1, , ,i i i n i nb b b k b b b+ + + = −  ， 

其中 1 2 1, , , m qk k k − ∈  且不全为 0。我们有 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 1

1 2 1

0 0

0 0

n n

n

m m mn m

b b b b b b
b b b k

b b b k −

   
   −   = →
   
   

−   

 

 

       

 

B ， 

由于 ( )rank 1=B ，从而 11 1b ≠ ， 12 1 0nb b= = = 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 ( )( )1 1 1mq q− − − 。 
(1.3) 当 1 1i > 时，此时 C 的第一行是零行，即 11 1b = ， 12 1 0nb b= = = 又 ( )rank 1=B ，我们有 

21

1

1 0 0
0 0

0 0m

b

b

 
 
 =
 
 
 





   



B ， 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.1311488


卫烨铭，王知庶 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.1311488 5056 应用数学进展 
 

又 ( )rank 1=C ，故 21 1, , m qb b ∈  且不全为 0。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 1 1mq − − 。 
故， 1,1,1 1m nQ q q q= + − − 。 
(2) 设 2= −C B E 。 
若 ( )rank 0=C ，则 2=B E ，从而 ( )rank 2=B 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 0。 
下面讨论 ( )rank 1=C 的情况。假设 C 的第 1 2, , , hi i i 行是非零行向量，设 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

b b b
b b b

b b b

 
 
 =
 
 
 





   



B ，则

11 12 1

21 22 2
2

1 2

1
1

n

n

m m mn

b b b
b b b

b b b

− 
 − = − =
 
 
 





   



C B E 。 

(2.1) 当 1 2i > 时，此时 

1 2

1 0 0
0 1 0

m m mnb b b

 
 
 =
 
 
 





   



B ， 

从而 ( )rank 2≥B 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 0。 
(2.2) 当 2h > ， 1 1i = 且 2 2i = 时，记 1,2, , 2i m= − ，不妨设 

( ) ( )21 22 2 1 11 12 1, 1, , 1, , ,n nb b b k b b b− = −  ， 

( ) ( )2,1 2,2 2, 1 11 12 1, , , 1, , ,i i i n i nb b b k b b b+ + + += −  ， 

其中 1 2 1, , , m qk k k − ∈  ， 1 0k ≠ 且 2 1, , mk k − 不全为 0，我们有 

11 12 1
11 12 1

1
21 22 2

2

1 2
1

1 0
0 0

0 0

n
n

n

m m mn
m

b b b
b b b

k
b b b

k

b b b
k −

 
   −   
   = → −
   
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


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



B ， 

从而 ( )rank 2≥B 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 0。 
(2.3) 当 1h = 且 1 1i = 时，我们有 

11 12 1

0 1 0

0 0 0

nb b b 
 
 =
 
 
 





   



B ， 

其中 11 13 1 0nb b b= = = = 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 q。 
(2.4) 当 2h ≥ ， 1 1i = 且 2 2i > 时，我们有 

2 2 2

11 12 1

1 2

1 2

0 1 0
n

i i i n

m m mn

b b b

b b b

b b b

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 





   



   



B ， 
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要使 ( )rank 1=B ，记 2,3, ,r h=  ，则有 

11 13 1 0nb b b= = = = ， 

1 3 0
r r ri i i nb b b= = = = ， 

此时 ( )rank 2=C 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 0。 
(2.5) 当 1h = 且 1 2i = 时，我们有 

21 22 2

1 0 0

0 0 0

0 0 0

nb b b
 
 
 
 =
 
 
 
 







   



B ， 

其中 22 23 2 0nb b b= = = = 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 q。 
(2.6) 当 1h > 且 1 2i = 时，我们有 

2 2 2

21 22 221 22 2

1 231 32 3

1 2

1 0 01 0 0

0 0 0

nn

i i i nn

m m mn

b b bb b b
b b bb b b

b b b

  
  
  
  = →
  
  

   
   













   

   





B ， 

要使 ( )rank 1=B ，记 2,3, ,r h=  ，则有 

22 23 2 0nb b b= = = = ， 

2 3 0
r r ri i i nb b b= = = = ， 

此时 ( )rank 2=C 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 0。 
(2.7) 当 2h = ， 1 1i = 且 2 2i = 时，我们有 

11 12

21 22

0
0

0 0 0

b b
b b
 
 
 =
 
 
 





   



B ，

11 12

21 22

1 0
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0 0 0

b b
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− 
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 
 
 





   



C ， 

由于 ( )rank 1=B ， ( )rank 1=C ，则有 ( )( )11 22 12 211 1b b b b− − = 且 11 22 12 21b b b b= ，从而 11 22 1b b+ = ，我们设

( ) ( )( )21 22 1 11 12 1, 1 1, 0b b k b b k− = − ≠ ，则有 

11 12 11 12

21 22 1

0 0 0 0
0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

b b b b
b b k
   
   −   
   = →
   
   
   
   

 

 

 

         

 

B ， 

由于 ( )rank 1=B ，则 ( )11 1 12 1 0b k b k= − ≠ 。 
(2.7.1) 若 12 0b = ，则 11 0b = ，从而 22 1b = 。我们有 
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21
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
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

C ， 

在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 1q − 。 
(2.7.2) 若 12 0b ≠ ，则 11 0b ≠ 。根据 ( )11 1 12 1 0b k b k= − ≠ ， 1k 可取 q 中任意非零值， 12b 亦可取 q 中任意

非零值。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 ( )21q − 。 
故， 2

1,2,1Q q q= + 。 
(3) 设 1= −C B E 。 
若 ( )rank 0=C ，则 1=B E ，从而 ( )rank 1=B 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 0。 
下面讨论 ( )rank 1=C 的情况。假设 C 的第 1 2, , , hi i i 行是非零行向量，设 

11 12 1

21 22 2
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 





   
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(3.1) 当 1h = 且 1 1i = 时，我们有 
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0 0 0

nb b b 
 
 =
 
 
 





   



B ， 

其中 ( ) ( ){ }11 12 1, , , \ 1,0, ,0n
n qb b b ∈  ，则此时 ( )rank 1≤B 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 0。 

(3.2) 当 1h > 且 1 1i = 时，记 1,2, , 1i m= − ，可设 

( ) ( )1,1 1,2 1, 11 12 1, , , 1, , ,i i i n i nb b b k b b b+ + + = −  ， 

其中 1 2 1, , , m qk k k − ∈  且不全为 0。我们有 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 1

1 2 1

0 0

0 0

n n

n

m m mn m

b b b b b b
b b b k

b b b k −

   
   −   = →
   
   

−   

 

 

       

 

B ， 

其中 ( ) ( ){ }1
12 1, , \ 0,0, ,0n

n qb b −∈  ， 11b 可取 q 中任意值。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为

( )( )1 11 1n mq q q− −− − 。 
(3.3) 当 1 1i > 时， 

由于 ( )rank 1=C ，从而 ( )1 1 11 2, , ,i i i nb b b 是非零行向量，即 ( ) ( ){ }1 1 11 2, , , \ 0,0, ,0n
i i i n qb b b ∈  ，我们有 

1 1 11 221 22 2

1 2

1 0 01 0 0

0 0 0

i i i nn

m m mn

b b bb b b

b b b

  
  
  = →   
       









   

   





B ， 
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由于 ( )rank 2=B ，则 ( ) ( ){ }1 1

1
2 , , \ 0,0, ,0n

i i n qb b −∈  ，此时对任意的{ } { }1 2, , , 2,3, ,hi i i m⊂  ，在这种情

况下，满足条件的 B 的个数为
( )( )1 11 1

1

n mq q q
q

− −− −

−
。 

故，
( )( )

2,1,1 1

n mq q q q
Q

q
− −

=
−

。 

(4) 设 2= −C B E 。 
若 ( )rank 0=C ，则 2=B E ，满足要求 ( )rank 2=B 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 1。 
下面讨论 ( )rank 1=C 的情况。假设 C 的第 1 2, , , hi i i 行是非零行向量，设 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

b b b
b b b

b b b

 
 
 =
 
 
 





   



B ，则

11 12 1

21 22 2
2

1 2

1
1

n

n

m m mn

b b b
b b b

b b b

− 
 − = − =
 
 
 





   



C B E 。 

(4.1) 当 1h = 且 1 1i = 时，我们有 

11 12 1

0 1 0

0 0 0

nb b b 
 
 =
 
 
 





   



B ， 

其中 ( ) ( ){ }11 12 1, , , \ 1,0, ,0n
n qb b b ∈  且 ( ) ( ){ }1

11 13 1, , , \ 0,0, ,0n
n qb b b −∈  。在这种情况下，满足条件的 B

的个数为 1nq q− − 。 
(4.2) 当 1h = 且 1 2i = 时，我们有 

21 22 2

1 0 0

0 0 0

nb b b
 
 
 =
 
 
 





   



B ， 

与(4.1)同理，在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 1nq q− − 。 
(4.3) 当 1 2i > 时，我们有 

1 1 11 231 32 3

1 2

1 0 01 0 0
0 1 00 1 0

0 0 0

i i i nn

m m mn

b b bb b b

b b b

  
  
  
  = →
  
  

   
   













   

   





B ， 

其中
11ib ，

12ib 不全为 0，
1 13 0i i nb b= = = ，由于对任意的{ } { }1 2, , , 3,4, ,hi i i m⊂  ，则在这种情况下，满

足条件的 B 的个数为 1 2 1m mq q q− −+ − − 。 
(4.4) 当 1h > ， 1 1i = 且 2 2i > 时，记 1,2, , 2i m= − ，不妨设 

( ) ( )2,1 2,2 2, 11 12 1, , , 1, , ,i i i n i nb b b k b b b+ + + = −  ， 

其中 1 2 2, , , m qk k k − ∈  且不全为 0。我们有， 
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11 12 1 11 12 1

31 32 3 1

1 2 1

0 1 0 0 1 0
0 0

0 0

n n

n

m m mn m

b b b b b b

b b b k

b b b k −

   
   
   
   = → −
   
   
   −   

 

 

 

       

 

B ， 

其中 11 1b − ， 12b 不全为 0 且 13 1 0nb b= = = 。在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 2 2 1m mq q q−− − + 。 
(4.5) 当 1h > 且 1 2i = 时，我们有 

21 22 2

1 2

1 0 0

n

m m mn

b b b

b b b

 
 
 =
 
 
 





   



B ， 

与(4.4)同理，在这种情况下，满足条件的 B 的个数为 2 2 1m mq q q−− − + 。 
(4.6) 当 2h > ， 1 1i = 且 2 2i = 时，记 2, , 1i m= − ，不妨设 

( ) ( )21 22 2 1 11 12 1, 1, , 1, , ,n nb b b l b b b− = −  ， 

( ) ( )1,1 1,2 1, 11 12 1, , , 1, , ,i i i n i nb b b l b b b+ + + = −  ， 

其中 1 ql ∈ ， 1 0l ≠ ， 2 1, , m ql l − ∈  且不全为 0。 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 1

1 2 1

1 0

0 0

n n

n

m m mn m

b b b b b b
b b b l

b b b l −

   
   −   = →
   
   

−   

 

 

       

 

B ， 

从而 11 1b − ，12b 不全为 0且 13 1 0nb b= = = 。在这种情况下，满足条件的B的个数为 ( )( )( )2 21 1 1mq q q −− − − 。 
(4.7) 当 2h = ， 1 1i = 且 2 2i = 时，我们有 

11 12 1

21 22 2

0 0 0

n

n

b b b
b b b
 
 
 =
 
 
 





   



B ， 

其中 ( ) ( ){ }11 12 1, , , \ 1,0, ,0n
n qb b b ∈  且 ( ) ( ){ }21 22 2, , , \ 0,1, ,0n

n qb b b ∈  ， 
由于 ( )rank 1=C ，不妨设 

( ) ( )21 22 2 1 11 12 1, 1, , 1, , ,n nb b b l b b b′− = −  ， 

其中 1 ql ′ ∈ 且 1 0l ′ ≠ 。我们有 

11 12 111 12 1

21 22 2 1 1 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

nn

n

b b bb b b
b b b l

  
   ′−  
  = →
  
  
  

   













   

   





B ， 

(4.7.1) 当 ( ) ( ){ }2
13 1, , \ 0,0, ,0n

n qb b −∈  时， 11b ， 12b 可取 q 中任意值，且 1 0l ′ ≠ 。在这种情况下，满
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足条件的 B 的个数为 ( )( )2 21 1nq q q−− − 。 
(4.7.2) 当 13 1 0nb b= = = 时，此时 11 1b − ， 12b 不全为 0， 1 0l ′ ≠ 且 11 1 12 0b l b′+ ≠ 。在这种情况下，满足

条件的 B 的个数为 ( )( )21 1q q q− − − 。 
故， 1 1 3 2

2,2,1 2 2m n m nQ q q q q q q q+ += + + + − − − 。 
证毕。 
推论 3.2： 

[ ]( ),3, 1,2R
qA n n g× ≤  

其中 

1 2max : g x x= + ； 

( )

( )( )

2

1,1,1 1 1,2,1 2 1

2 1
2,1,1 1 2,2,1 2 2

1

1 2 1 2

1
;

1

1 1 ;

0, 0, , .

n
n n

n n n i j n n

i j n

q
Q x Q x P

q

Q x Q x P q q q

x x x x

×

× − − −

≤ < ≤

 − + ≤ =
 −
 + ≤ = − −

 ≥ ≥ ∈

∑


 

1,1,1 1m nQ q q q= + − − ； 2
1,2,1Q q q= + ； 

( )( )
2,1,1 1

n mq q q q
Q

q
− −

=
−

； 

1 1 3 2
2,2,1 2 2m n m nQ q q q q q q q+ += + + + − − − 。 

证明 利用命题 2.3 和定理 3.1，当 m n= ， 1 1r = ， 2 2r = 且 3Rd = ，我们即可得到结果。 

4. 结语 

本文通过计算当 q是任意素数幂时，相关参数 1,1,1Q ， 1,2,1Q ， 2,1,1Q ， 2,2,1Q 的值，得到参数为 [ ]( ),3, 1,2
q

n n×
定秩集秩度量码的球填充上界，对 Liu 等人的结论做了进一步的推广，但是对于一般的 , ,i j lQ  ( , , 3i j k ≥ )，
其值仍然是未知的。 
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