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摘  要 

求解大型线性系统，带K-均值聚类的贪婪随机块Kaczmarz方法是近几年被广受关注的一类方法。本文在

该方法基础上做了进一步的研究即在每一次迭代中优先消除残差向量中的最大块，构建了最大残差块

Kaczmarz方法及其加速版本并进行了收敛性分析。数值实验证实了本文算法的有效性。 
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Abstract 
The greedy random block Kaczmarz method with K-means clustering for solving large linear sys-
tems has been widely studied in recent years. This article conducted further research on this method 
by prioritizing the elimination of the largest block in the residual vector in each iteration, construct-
ing the Kaczmarz method for the maximum residual block and its accelerated version, and conduct-
ing convergence analysis. Numerical experiments have confirmed the effectiveness of the algorithm 
proposed in this paper. 
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1. 引言 

随着数据科学的发展和现实世界问题规模的不断扩大，研究求解大型线性系统的有效算法成为一个

重要的课题。具体地说，我们考虑如下形式的线性系统 

Ax b=                                         (1) 

其中 m nA R ×∈ 是一个 m n× 矩阵，是已知向量且系统(1)是相容的。研究者通常使用选代方法求解此类问题。

其中一种方法是 Kaczmarz 方法[1]，该方法的选代形式如下： 
( ) ( )

( )
( )( )T

1 2

2

k k
k

k

i i
ik

k k
i

b A xx x A
A

+
−

= +  

其中 ( )iA 表示 A 的第 i 行， ( )ib 表示 b 的第 i 个元素。 
对于任何向量 ny∈ ， ( )( )kjy 表示第 k 次选代的第 j 个元素，用 ie 表示除了第 i 个位置的元素为 1 其

余为零的列向量，给定任意矩阵 B，对于矩阵 ( ) m n
ijB b ×= ∈ ， ( )jB 表示 B 的第 j 列，如果 B 对称的，用

( )min Bσ 表示 B 的最小奇异值，用 ( )max Bσ 表示 B 的最大奇异值。此外，我们定义[m]为1,2, ,m ，其中

m是任意的正整数。我们考虑集合 { }1 2, , , k=     作为[m]的一个划分，如果索引集 ，其中 1,2, ,i k=  ，

满足条件 i j =∅  ，其中∅是空集。对于 i j≠ ，以及 [ ]1
k
i iU V m= = 。进一步地，给定一个行索引集 ，

我们使用
i

A 表示由 索引的矩阵 A 的子矩阵，使用 ibν 表示向量 b 的子向量，
i

A 和 i
b 的大小由 K-means

聚类后的结果决定。 
为了便于解释，我们简要说明一下 K-means 方法。K-means 聚类是一种迭代算法，他将输入的数据

X 分为 k 组，每个项分配给具有最近质心的聚类。这些组 { }1, , kC C C=  满足 

1
,v j

v

k

vC X C C
=

= =∅



 

其中1 v j k≤ ≠ ≤ ，∅是一个空集。 
在 K-means 均值聚类中，聚类的数量由 K 决定，是我们指定的正整数。最初，k 个聚类是从给定数

据中随机选择的然后将一个项分配给质心最近的聚类所谓“最接近”就是指对它们的距离或者相似度最

小。对于距离我们定义为： 

2

2
1 i r

k

i r
r x C

x ρ
= ∈

−∑ ∑  

其中 { }iX x= 是给定的数据，是聚类的质心， 1,2, ,i m=  ； 1,2, ,v k=  。对于相似系数，我们使用以下标

准来衡量项目对的接近度，该标准为 

1

T

1 2 2

1
v

k
i v

v x C i v

x
x

ρ
ρ= ∈

−∑ ∑  

上述过程相继进行，直到不发生分配结束。Jiang 和 Zhanng 在[2]中给出了完整过程。 
一个列划分函数： 1 2, , , k   是由算法开始的初始步所定得到。 [ ] ( )1, m nX A b C × += ∈ 通过 K-means 方
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法我们得到关于 A 和 b 的行指标 { }1, ,m 的划分 { }1, , kT v v=  ，也就是：
1
; ;

kv vA A A =   和

1
; ;

kv vb b b =   ；
ivA 和

ivb 分别是块
ivA 和

ivb 相对应的簇中心， 1,2, ,i k=  。我们可以写成紧凑形式即：

1
; ;

kv vA A A =   和
1
; ;

kv vb b b =   。 
求解线性和非线性问题在各个领域的应用都比较广泛，例如在自动控制[3] [4]，医学[5] [6]，数据测

绘[7]-[10]等其他领域[11]-[15]。对于大型线性系统的求解方法。随机 Kaczmarz 算法是一种比较有效的解

决办法。Strohmer 和 Vershynin [1]提出了随机 Kaczmarz 算法。遵循 RK 的方法，Bai 和 Wu 提出了贪婪

随机化 Kaczmarz 方法(RGRK) [16]，在[2]中作者使用 K-均值聚类来划分系数矩阵，同时采用了 GRK 中

使用的贪心技术，构造了求解线性系统(1)的 K-均值聚类确定的随机块 Kaczmarz 方法(RBK(k))。本文在

(RBK(k))的基础上进行了改进。在每一次的选代中根据
2

1 2arg maxk i k i i ki b A xν ν≤ ≤= − 选择工作行块
ki
 确保

首先消除最大的残差。在本文中提出了两种算法并给出了收敛性的证明，并在最后的数值实验部分与

RBK(k)进行了比较，实验结果表明了算法的优越性。 

2. 带 K-均值最大残差块方法 

算法 1 是文献[2]提出的随机块 Kaczmarz 方法，该算法如下。 
算法 1：带 K-均值随机块 Kaczmarz 方法(RBK(k)) 
输入： 0, , , ,A b x k l 和θ  
输出： lx  
1：对 A 和 b 使用 K-均值方法，得到行索引1, ,m 的划分{ }1, , kv v ，得到 k 组

ivA 和
ivb ， 1,2, ,i k=  。

ivA 和
ivb 再以紧凑形式分配即：

1
; ;

kv vA A A =   和
1
; ;

kv vb b b =     
2：对 1,2, ,j l=  做 

3：计算： ( )
2

2 2 21
2 2

1max , 0,1j j

j

j

v v j
j v k

j Fv

b A x

Ab Ax A

θ θ θ
≤ ≤

 − − = + ∈ 
−  

 

  

4：令 { }2 22

2 2j j jj j v v j j j vU v b A x b Ax A= − ≥ −  

5：根据下面规则计算 ( )v
jr  

( ) ,
0,

v v v j j
j

b A x v U
r

 − ∈
= 




如果

其他
  

6：依概率 ( )
( ) 2

2

2

Pr
v

j
j

j

r
v v

r
= =





选择 j jv U∈  

7：计算 ( )†
1 j j jj j v v v jx x A b A x+ = + −  

8：结束 
算法 2 是在算法 1 的基础上，直接选择了具有最大残差的行块。 
算法 2：K-均值最大残差块方法 
输入： 0, , , ,A b x k l  
输出： lx  
1：使用K-均值方法对A和b处理，得到行索引1, ,m 的划分{ }1, , kv v ，就有 k组

ivA 和
ivb ， 1,2, ,i k=  。 

2：对 1,2, ,j l=  做 
3：选择

2
1 2

arg maxj i k i i ji b A xν ν≤ ≤= −   
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4：计算 ( )†
1 i i ij j jj j jx x A b A x+ = + −    

5：结束 
算法 3 是在算法 2 的基础上，避免了求伪逆的计算，大大节省了计算成本。 
算法 3：K-均值最大残差块的加速方法 
输入： 0, , , ,A b x k l  
输出： lx  
1：使用K-均值方法对A和b处理，得到行索引1, ,m 的划分{ }1, , kv v ，就有 k组

ivA 和
ivb ， 1,2, ,i k=  。 

2：对 1,2, ,j l=  做 
3：选择

2
1 2

arg maxj i k i i ji b A xν ν≤ ≤= −   

4：计算

( )

2 2

2
2

T

2

i j jj

i j jj

i j i F
j

i i j

b A x A

A b A x

ν

ν

ν ν
α ω

ν ν

−
=

−
 

5：计算
( )T

1 2
i j jj

j

i i j

j j j

i F

A b A x
x x

A

ν ν ν
α

ν
+

−
= +  

6：结束 

3. 算法 2 和算法 3 的收敛性分析 

引理 1 [17]：设向量 ( )Tz A∈ ，则有 ( )2 22
min2 2Az A zσ≥ 。 

定理 1：对于相容线性系统(1)，由算法 2 选代生成的序列{ } 0j i
x

∞

=
收敛到 †x A b= ，对于任意的 0j ≥ ，

满足下列关系： 

( )
( )
2

22 min
1 02 2T

max

1
v v

A
x x x x

A A k
σ

σ

 
 − ≤ − −
 
 

   

以及 

( )
( )( )

( )
( )

2 2
2 2min min

1 0 2T T2
max max

1 1
1

j

j
v v v v

A A
x x x x

A A k A A k
σ σ

σ σ+

   
   − ≤ − − −
   −   

   

证明： 

( )†
1 i i ij j jj j jx x x x A b A x+ − = − + −      

( ) ( ) ( )†
1 0

i i i i ij j j j jj j jA x x A x x A A A x x+ − = − − − =         

所以 

( )†
1 0

i ij j jA A x x+ − =    

由于 

( )†
1 i ij jj j jx x A A x xν ν+ − = −  

所以 
1j jx x+ − 与 1jx x+ −  正交 

( )
22 2 †

1 2 2 2i ij jj j jx x x x A A x xν ν+ − = − − −    
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下面第一个等式是根据引理 1 得到的 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2 2
† 2

min
2 2

2

2 2
max

2

T 2max

2

T 2
max

2

T 21
max

1

1

1

1 max

i j i ij j j

i j

i j

i j

j j

i i

i j j

j

j
v v

i i j
v v

ji k
v v

A A x x A A x x

A x x
A

A x x
A A

b A x
A A

b A x
A A

ν

ν

ν ν

ν σ

σ

σ

ν ν
σ

σ ≤ ≤

− ≥ −

= −

≥ −

= −

= −

   

 





†

 

此外 

( )( )
( )

†
1

†

† †

†

0

j i i i i i ij j j j

i i i i i ij j j j j j

ij ij ij ij ij ij ij ij

i i i ij j j j

i ij j

i j j j

j j

j j

V V V V

b A x b A x A b A x

b A x A A b A x

b A x A A b A A A x

A x A A A x

A x A x

νν +− = − + −

= − − −

= − − +

= −

= −

=

    

     

       

 

   

 

因此我们可以得到对于 1,2,j = 有 

( )
1

2 22

2 212
1 max

i i i ij j
i ij j

j j ji k
b Ax b A x k b A x

−
≤ ≤∈ −

− = − ≤ − −∑    
  

 

当 0j = 我们还可以得到 
22

0 02 21
max

i ii k
b Ax k b A x

≤ ≤
− ≤ −   

因此有 
2 2

221

1max
1i i j ji k

b A x b Ax
k≤ ≤

− ≥ −
−   

综上所述，我们最终就可以得到 

( )

( )
( )

( )
( )( )

( )
( )( )

2
2 2 2

1 T2 2
max

2 2
T2

max

2
2 2min

T2 2
max

2
2min

T 2
max

1
1

1
1

1

1
1

j
j j

v v

j
j

v v

j j
v v

j
v v

b Ax
x x x x

kA A

A x x
x x

kA A

A
x x x x

A A k

A
x x

A A k

σ

σ

σ
σ

σ
σ

+

−
− ≤ − −

−

−
= − −

−

≤ − − −
−

 
 = − −
 − 
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定理 2：对于对于相容线性系统(1)，设 ( )0,2ω∈ 由算法 3 选代生成的序列{ } 0j j
x

∞

=
收敛到 †x A b= ，

对于任意的 0j ≥ ，满足下列关系： 

( ) ( )
( )
2

22 min2
1 02 2T

max

1 2
v v

A
x x x x

A A k
σ

ω ω
σ

 
 − ≤ − − −
 
 

   

以及 

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )

2 2
2 2min min2 2

1 0 2T T2
max max

1 2 1 2
1

j

j
v v v v

A A
x x x x

A A k A A k
σ σ

ω ω ω ω
σ σ+

   
   − ≤ − − − − −
   −   

   

证明：从算法 3 的第 5 步和
i ij jjA x b=  ，我们可以得到 

( )

( )

( )

T

1 2

T

2

T

2

i j jj

j

i ij j

i j

i jj

i j

i i j

j j j

i F

j

j j

F

i

j j

F

A b A x
x x x x

A

A A x x
x x

A

A Av
I x x

A

ν

ν ν

ν

ν ν
α

ν

α

α

+

−
− = − −

−
= − −

 
 

= − − 
  
 

 











 

对上述等式取欧几里得范数的平方，可以得到 

( )

( ) ( )

2

T
2

1 22

2

T
2 2

2 22
2

i jj

i j

i i ij j j

i ij j

i

j j j

F

j j

j j j

F F

A Av
x x I x x

A

A x x A A x x
x x

A A

α

α α

+

 
 

− = − − 
  
 

− −
= − − +



 



    



 

 

将 jα 代入上式可以得到 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

4

2 2 2 2
1 22 2 T

2
4

2 2 2
22 2

max 2
2

2 2 2
T2

max

2

2 2 21
T2

max

2

2

2

max
2

i jj

i j jj

j j

j j j

i jj

i i

i j

j j

i i j

i i j

j

i i i j

j

j
v v

ji k
j

v v

b A x
x x x x

A b A x

b A x
x x

A b A x

b A x
x x

A A

b A x
x x

A A

ν

ν

ν
ω ω

ν ν

ν ν
ω ω

σ ν ν ν

ω ω
σ

ω ω
σ

+

≤ ≤

−
− = − − −

−

−
≤ − − −

−

−
≤ − − −

−
= − − −
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第一个不等式成立因为 22 0ω ω− > ， ( )0,2ω∈ 以及根据引理 1 可以得到的下面不等式 

( ) ( )2 2
T 2

max
22

i i i i i ij j j j j jj jA b A x A b A xσ− ≤ −       

从定理 1 的证明可以看出，对于 1,2,i = 有下面的式子成立 0 

( ) ( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

2
2 2 2 2

1 T2 2
max

22
2 min2 2

T2
max

2
2min2

T 2
max

2
1

2
1

1 2
1

j
j j

v v

j
j

v v

j
v v

b Ax
x x x x

A A k

A x x
x x

A A k

A
x x

A A k

ω ω
σ

σ
ω ω

σ

σ
ω ω

σ

+

−
− ≤ − − −

−

−
≤ − − −

−

 
 = − − −
 − 

 






 

4. 数值实验 

用算法 1~3 方法求解线性系统(1)的例子是由 Matlab 函数 randn 服从标准正态分布随机生成的矩阵，

以及从文献中选取的 5 个具有应用背景的稀疏矩阵[18]。分别是 Franz1、mk11 b2、Trefethen-300、gen4、
p6000。 

用 IT 表示选代次数，CPU 表示运行时间(单位：秒)，表格中的 IT 和 CPU 是循环运行 5 次取的平均

值，为了更加直观地显示算法 2 和算法 3 较算法-1 的有效性。我们定义
CPU of Alogrithm2speed-up1
CPU of Alogrithm1

= ，

CPU of Alogrithm3speed-up2
CPU of Alogrithm1

= 。对于选取的具有应用背景的矩阵，我们也给出了这些矩阵的基本信息，

其中 cond(A)和 density(A)分别表示矩阵的条件数和稠密性。从表 1 可以知道该信息。我们定义

number of nonzeros of an matrixdensity
mn

m n×
= 。在数值实验中，解向量是由 x是由 Matlab 函数 randn 随

机生成的，其元素是遵循独立的标准正态分布。根据右侧向量 b，我们取 b Ax= ，所有计算的初始向量

从 0 0x = 开始的。我们取 RES 表示选代值和真实值的相对误差设置停机准则为

2

62
2
2

RSE 10jx x

x
−

−
= ≤





或

超过规定的最大选代次数 IT 200000= 。 
在下列表中我们分别列出了算法 1~3 方法的选代步数(IT)和计算时间(CPU)。对于随机生成的矩阵，

从表 2，表 3 我们可以看出算法 2 和算法 3 的方法在选代步数(IT)和计算时间(CPU)都是优于算法 1 的方

法。来自 Davis 和 Hu 工作的稀疏列满秩矩阵，我们可以从表 4 可以看出，算法 2 和算法 3 在比较的时候

是有竞争力的。 
 

Table 1. Specific matrix related information 
表 1. 具体矩阵的相关信息 

矩阵 Franz1 mk11-b2 Trefethen-300 gen4 p6000 

m × n 2240 × 768 6390 × 990 300 × 300 1537 × 4298 2095 × 7967 

density 0.003 0.003 0.052 0.0162 0.0012 

cond(A) 7.13E+15 5.04E+15 1772.7 39.19 4710 
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Table 2. Randomly generated matrix A, numerical results for solving linear systems when m = 8000 and n is different 
表 2. 随机生成矩阵 A，当 m = 8000，n 不同时求解线性系统的数值结果 

m × n 8000 × 100 8000 × 200 8000 × 500 8000 × 1000 8000 × 2000 

RBK(100) 
IT 4 18.2 65 148.6 867.9 

CPU 0.3073 0.4655 0.7049 1.2617 3.444 

MRBK(100) 
IT 2 2 2 2 867.9 

CPU 0.2594 0.406 0.7016 1.6365 3.444 

MARBK(100) 
IT 13.2 13 10 14.2 1711.6 

CPU 0.1973 0.3211 0.5318 1.0977 2.4463 

RBK(200) 
IT 20.6 52 150.2 589.1 310 

CPU 0.3884 0.5219 0.8537 1.142 1.8901 

MRBK(200) 
IT 2 2 2 1136.7 2 

CPU 0.2792 0.457 0.7249 1.1415 1.8686 

MARBK(200) 
IT 17.2 15 12.6 1136.7 16.2 

CPU 0.2111 0.3506 0.5740 1.1415 1.3085 

RBK(400) 
IT 68.2 140.6 289.2 1136.7 604 

CPU 0.4616 0.705 1.3092 1.1415 2.9269 

MRBK(400) 
IT 2 2 2 1136.7 2 

CPU 0.3494 0.4697 0.8575 1.1415 1.797 

MARBK(400) 
IT 19.2 19 14.2 1136.7 19 

CPU 0.3 0.3436 0.5987 1.1415 1.3888 

 
Table 3. Randomly generated matrix A, numerical results for solving linear systems when n = 8000 and m is different 
表 3. 随机生成矩阵 A，当 n = 8000，m 不同时求解线性系统的数值结果 

m × n 100 × 8000 200 × 8000 500 × 8000 1000 × 8000 2000 × 8000 

RBK(2) 
IT 5 6 7 9 13 

CPU 0.0655 0.1124 0.4639 1.1651 2.976 

MRBK(2) 
IT 5 6 7 9 14 

CPU 0.0503 0.1108 0.3963 0.8916 2.4732 

MARBK(2) 
IT 8 9 12 17 27 

CPU 0.043 0.0892 0.3412 0.8569 2.4311 

RBK(4) 
IT 10.4 12.8 18 22 34.6 

CPU 0.0669 0.1505 0.5937 1.3685 3.3253 

MRBK(4) 
IT 8 9.6 12 15.2 23.2 

CPU 0.0491 0.0992 0.4762 0.9208 2.539 

MARBK(4) 
IT 11.2 12.2 16.8 22 36.8 

CPU 0.0440 0.0993 0.4071 0.8747 2.8612 
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续表 

RBK(6) 
IT 16.4 20.8 28 32.2 57 

CPU 0.0519 0.1121 0.5102 1.3914 3.649 

MRBK(6) 
IT 12 13.2 15.8 22.2 36.4 

CPU 0.0517 0.1165 0.3808 1.0045 2.757 

MARBK(6) 
IT 13.4 15.8 20.4 28.4 48.2 

CPU 0.0419 0.0993 0.3554 0.932 2.8281 

 
Table 4. Numerical results of solving linear systems using specific matrices 
表 4. 具体矩阵求解线性系统的数值结果 

矩阵 Franz1 mk11-b2 Trefethen-300 gen4 p6000 

RBK(k) 
IT 15.4 5 52 521.8 30 

CPU 2.2341 0.8508 0.1003 1.1908 1.7317 

MRBK(k) 
IT 4 3.8 52 399.4 29.4 

CPU 0.2671 0.8474 0.0117 1.081 1.71 

MARBK(k) 
IT 34.4 10 74 931.4 49.6 

CPU 0.0075 0.0362 0.0063 0.8079 0.0244 

k / 4 4 20 4 4 

speed-up1 / 8.36428304 1.00401227 8.57264957 1.10157262 1.01269006 

speed-up2 / 297.88 23.5027624 15.9206349 1.4739448 70.9713115 

5. 总结 

本文在 RBK(k)算法基础上进行改进构建了最大残差块 Kaczmarz 算法及其加速版本，分析了算法的

收敛性。数值实验证实了该算法的有效性。最优 k 值的选择仍是未来值得研究的方向。 
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