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摘  要 

本文考虑了一类在铰接边界条件下具有一般非线性的广义Boussinesq方程。利用无限维KAM (Kolmogo-
rov-Arnold-Moser)理论，我们证明了在足够小的扰动下，这类方程存在无限多个小振幅、实解析且线性

稳定的概周期解。 
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Abstract 
This paper considers a class of generalized Boussinesq equations with general nonlinearities under 
hinged boundary conditions. Using infinite-dimensional KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) theory, 
we prove that for sufficiently small perturbations, the equations admit infinitely many of small am-
plitude, real analytic and linearly stable almost periodic solutions. 
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1. 引言 

考虑在铰接边界条件下的广义 Boussinesq 方程 

 ( )( ) [ ]0, , 0,tt xx xx xx
u u u M u f u t xξ− + − + = ∈ ∈ π , (1) 

 ( ) ( ) ( ) ( )0, , 0, , 0xx xxu t u t u t u t= π = = π = , (2) 

其中 Mξ 是一个实 Fourier 乘子，其定义为 
 ( ) ( ) [ ]sin sin , 0,1 , 1,2,n nM nx nx nξ ξ ξ= ∈ =   (3) 

非线性项为 ( ) ( ) 2 12 2 pf u p u += + ，p 是一个正整数。本文利用无限维 KAM 理论证明这类方程小振幅实解

析概周期解的存在性与线性稳定性。 
Boussinesq 型方程是描述浅水长波传播的一类重要数学物理方程，后被推广至包含各种非线性效应

和高阶项的广义 Boussinesq 方程(1)。这类方程在描述更广泛的物理现象方面发挥着关键作用，如地震波

传播、光纤中的脉冲传导以及等离子体波动等。 
广义 Boussinesq 方程(1)具有 Hamilton 结构。Shi 等人在一系列论文[1]-[5]中，运用 KAM 理论证明了

具有不同非线性项的广义 Boussinesq 方程拟周期解的存在性及其线性稳定性。Wang、Lou 和 Si [6]则进

一步获得了这类方程的拟周期 KAM 环面的非线性稳定性结果。 
尽管广义 Boussinesq 方程的拟周期问题已得到广泛研究，其概周期问题却尚未得到充分探讨。Pöschel 

[7]和 Bourgain [8]首先独立利用 KAM 理论研究了非线性 Schrödinger 方程的概周期解问题。此后，关于

非线性 Schrödinger 方程和波动方程这两类经典 Hamilton 偏微分方程的概周期解问题已得到了深入而广

泛的研究，请参考文献[9]-[16]。这一研究现状促使我们着手探讨广义 Boussinesq 方程概周期解的存在性

和线性稳定性。我们的主要结果如下： 
定理 1.1 考虑在铰接边界条件(2)下的一维广义 Boussinesq 方程(1)，存在一个类 Cantor 集 

[ ]* : 0,1B B⊂ = 

，使得对任意 ( ) *
1 2, , , ,j Bξ ξ ξ ξ= ∈  ，方程(1)存在一个小振幅、实解析且线性稳定的概

周期解，其形式为 
( ) ( ) ( )

1
, sinj

j
u t x U t jxω

≥

=∑  

其中， :jU →

 是解析函数，且当 j →+∞时以超指数衰减。频率 ( )1 2, , , ,jω ω ω ω=   构成一个可数

无穷序列的非共振频率，这些频率接近于未扰动频率 ( )2

1
1 j j

j ξ
≥

+ + 。 
注 1.1 可以证明集合 *B 的 Lebesgue 测度是正的。然而，由于证明过程较为复杂，且受限于本文篇

幅，我们无法在此详细展示。读者可参考文献[12]中的证明。 

2. 预备知识 

令 0, 0a ρ≥ > ，J 是一个正整数。我们考虑以下无限维相空间 
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, , ,a J J a aρ ρ ρ= × × ×    

其中 ( )/ 2J J J= π  。空间 ,a ρ
 是由以下加权范数定义的复 Banach 空间：对于 ( )j j

z z
∈

=


， 

, e j a
ja

j
z j zρ

ρ
∈

= < +∞∑


. 

上述相空间的复化记作 , , ,a J J a aρ ρ ρ= × × ×


    。对于 , 0s r > ，我们引入邻域 

( ) ( ){ }, 2
, ,, , , , : Im , , ,a

a aD s r x y z z x s y r z r z rρ
ρ ρ

= ∈ < < < <


 . 

其中 ⋅ 表示 J
 中向量的上确界范数。 

设 是 J
 中具有正 Lebesgue 测度的紧集。在下文中，任何函数关于ξ ∈的导数均以 Whitney 意

义下理解。 
对于定义在 ( ),D s r × 上的函数 ( ) ( )

,
, , , ; , ;F x y z z F x y z zα β

αβ
α β

ξ ξ= ∑ ，其中 

( ) ,

,

e
J J

i kl
kl

k l

F F y θ
αβ αβ ξ

∈ ∈

= ∑
 

 ( ,⋅ ⋅ 为标准内积记号)关于参数ξ 是 Whitney 可微的，我们定义 

( )
, ,

, ,
, ,

sup
a a

D s r
z r z r

F F z z
ρ ρ

α β
αβ

α β< <
≡ ∑ 

, 

这里 

2

,
e , supl k s kl

kl kl kl
k l

F
F F r F F αβ
αβ αβ αβ αβ

ξ ξ∈

 ∂ 
≡ = +  ∂ 
∑   

. 

对于定义在 ( ),D s r × 上的函数 F，与之对应的 Hamilton 向量场记为 

{ } { }( ), , i , i
n nF y x z zn n

X F F F F
∈ ∈

= − −
 

. 

其中 i 1= − 。其加权范数定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, , , ,, , , , , ,

1 1 e e .
n n

a n a n
F y x z zD s r D s rD s r D s r D s rn n

X F F n F n F
rr

ρ ρ

∈ ∈

 = + + + 
 
∑ ∑
 

   
 

3. 广义 Boussinesq 方程的 Hamilton 形式 

设 t xu v= ,我们可以将广义 Boussinesq 方程(1)改写为如下 Hamilton 形式 

 
( )( )

,

,

t x

t x xx

Hu v
x v

Hv u u M u f u
x u ξ

 ∂ ∂ = =  ∂ ∂  


∂ ∂  = = ∂ − + −  ∂ ∂ 

  (4) 

这里 Hamilton 函数为 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0

1, d d
2 xH u v u v u M u u x g u xξ

π π
= + + + ⋅ −∫ ∫    (5) 

其中 ( ) ( )
0

d
u

g u f s s= ∫ 是 f 的原函数。 
为了将系统(4)重写为无穷多个坐标下的 Hamilton 形式，我们令 

 

1 1
, , ,j

j j j j j j
j jj

j
u v j

ζ
φ ζ λ φ λ µ

λ≥ ≥

= = =∑ ∑  
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其中 2 1j jjµ ξ= + + ， ( )2 sinj jxφ =
π

，并且  ( )2 cosj jxφ =
π

。在这些坐标下系统(4)变为 

 






.

.

, 1,

, 1,

j j j
j

j j j
j j

H j j

H Gj j

ζ λ ζ
ζ

ζ λ ζ ε
ζ ζ

∂ = − = − ≥ ∂


∂ ∂ = = + ≥ ∂ ∂

  (6) 

这里 

 ( ) ( ) ( )2 2

1

1, .
2 j j j

j
H j Gζ ζ λ ζ ζ ζ

≥

= + +∑   (7) 

且 

 ( )
1 2 2 2 1 2 2 2

1 2 2 2
, , ,

, , ,
p p

p
j j j j j j

j j j
G Gζ ζ ζ ζ

+ +
+ ∈

= ∑


 

 , 

其中 

 
1 2 2 2 1 2 2 2

1 2 2 2

1 2 2 2
, , , 0

d
p p

p

p
j j j j j j

j j j

j j j
G xφ φ φ

λ λ λ+ +

+

π+= − ∫







. 

可以证明
1 2 2 2, , , 0

pj j jG
+
=



，除非对某些正负号组合使得 1 2 2 2 0pj j j +± ± ± = 。 
为了简化分析，我们引入复坐标 

 ( ) ( )1 1: i , : i
2 2j j j j j jw wζ ζ ζ ζ= + = −  (8) 

这个变换允许我们用复变量 w 和 w 来表示 Hamilton 函数，从而得到一个具有辛结构 
1

i j j
j

dw dw
≥

∧∑
的实解析 Hamilton 函数 

 ( )
1

,j j j
j

H j w w G w wλ
≥

= +∑ ,  (9) 

其中 

( ) ( )( ) ( )1 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2
1 2 2 2

, , ,1
, , ,

1, .
2 p p p

p
j j j j j j j j jp

j j j
G w w G w w w w w w

+ + +
+

+
∈

= + + +∑


 

  

引理 3.1 对于 0a > 和 0ρ ≥ ，梯度 wG 和 wG 是从原点 ,a ρ
 到原点 ,a ρ

 的某个邻域的实解析映射，满足 

( )2 1
,, ,, p

w w aa aG G O w
ρρ ρ

+= . 

证明 为了方便证明，通过令 j jw = w 和 j jw −= w 引入 ,a ρ
 上的坐标 ( )2 1 1 2, , , , ,− −w w w w  。在此变换

下，扰动 G 可表示为： 

 
( )( ) ( )

{ }

1 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2
1 2 2 2

1 2 2 2 1 2 2 21 2 2 2

, , ,1
, , ,

, , ,, , , \ 0 ,

1
2 p p p

p

p pp

j j j j j j j j jp
j j j

j j j j j jj j j

G w wG w w w w
+ + +

+

+ ++

+
∈

∈

= + + +

=

∑

∑ G w w w



 



 





  (10) 

这里新系数定义为 
 

1 2 2 2 1 2 2 2, , , , , ,p pj j j j j j
G

+ +
=G





. 

令 l l l−= +w w w 。若 ,a ρ∈w  ，那么 ,a ρ∈w  。由(10)式，我们推出 
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1 2 2 1 1 2 2 1
1 2 2 1 1 2 2 1 2 1

,
p p

p p
j j j j j j

j j j l j j j ll p l

G c c c
+ +

+ +± ± ± ± = + + + = +

 ∂
≤ ≤ ≤ ∗ ∗ ∗  ∂  

∑ ∑w w w w w w w w w
w

 

     
  



 

其中 ∗表示离散卷积，c 是仅依赖于 p 的常数。由 ,a ρ
 的 Banach 代数性质，我们得到 

2 1 2 1
, ,,

2 1 ,

p p
w a aa

p a

G c c c w
ρ ρρ

ρ

+ +

+

≤ ∗ ∗ ∗ = ≤w w w w   




. 

这就完成了引理的证明。 
为简单起见，我们选择了前 J 个模 1, , Jφ φ 为切方向，其余模为法方向。令 ( )j j J

z w
>

= 表示法向变量。

我们引入作用–角变量如下 

 i ie , e , 1j jx x
j j j j j jw y I w y I j J−= + = + ≤ ≤ ,  (11) 

其中振幅{ }jI 满足条件 

 { }2 2 2:1 , 1
3j r jI A r I r j Jλ λ∈ = < < ≤ ≤ < < . 

相应的辛结构变为 idy dx dz dz∧ + ∧ 。非线性项 G 现在可以表示为： 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

i , i ,

2 2

2 2

, , , , e

,

e

,

x x

p

p

G x y z z G w w G y I y I q

G x y q

µ νµ νµνβ β

µ ν β

β β

β

−

+ + = +

≤ +

= = + +

=

∑

∑
 (12) 

其中 ( )1, , JI I I=  ， ( ),q z z= ，并且 

 ( ) ( )i ,

2 2
, e .x

p
G x y G y I µ νµ νβ µνβ

µ ν β

+−

+ = + −

= +∑  

经过这个变换，我们得到新 Hamilton 函数 H 的形式为 

 ( ) ( ) ( ), , , ; , , , , , , , ; ,H H x y z z I N y z z P x y z z Iξ ξ ξ= + , (13) 

其中 

 ( ) ( ) ( )
1

, , ,
J

j j j j j
j j J

N y z z y z zξ ω ξ ξ
= >

= + Ω∑ ∑ , (14) 

切向频率为 
 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 2, , , ,2 , ,J JJω ξ ω ξ ω ξ ω ξ λ λ λ= =  , (15) 

法向频率为 

 ( ) ( )( ) ( ) 2, 1j j jj J
j jξ ξ ξ ξ

>
Ω = Ω Ω = + + . (16) 

扰动项为 

 ( ) ( ), , , ; , , , ,P x y z z I G x y z zξ = , (17) 

与参数ξ 无关。 
记 [ ]0,1 JJB = ， [ ]0,1B = 

，考虑无穷维参数ξ ，我们将ξ 分解如下： 

( ),J JB B Bξ ξ ξ ′ ′= ∈ × = , 

式中 B′表示序列 ( )1 2, ,J Jξ ξ ξ+ +′ =  的闭集。在当前分析中，ξ ′可视为辅助参数，所有后续结果都对这些
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参数一致成立。 
命题 3.1 (1) 当1 j J≤ ≤ 时，切频率 ( )jω ξ 满足 ( ) 22j Jω ξ ≤ ，且存在一个常数 0 0M > ，使在 JB 上有

0Mω
ξ
∂

≤
∂

。 

(2) 存在一个常数 0 0m > ，使得对于 j J≥ ，法频 jΩ 满足 

0 2,l m lΩ ≥ ，对所有满足1 2l≤ ≤ 的 l ∞∈ ， 

这个不等式在 JB 上一致成立。这里，对于 1d ≥  max 1, d
jd

j J
l j l

≥

  =  
  
∑ ， , j j

j J
l l

≥

Ω = Ω∑ 。 

(3) 令 1Jτ > + 其 0γ > 充分小。存在一个具有正 Lebesgue 测度的子集 JB⊆ 满足对所有 Jξ ∈， 

( ) ( )meas 1 .O γ≥ −  

并且以下非共振条件对所有 Bξ ′ ′∈ 一致成立： 

 

( ) { }

( ) ( ) { }

( ) ( ) ( ) { }

( ) ( ) ( ) { }

                            , , 0 ,

             , , 0 , , ,

, , 0 , , ,

, , 0 , , , .

\

J

J
n

J
n m

J
n m

k k
k

k k n m
k

k k n m
k

k k n m n m
k

≥ ∈

+Ω ≥ ∈ ∈

+Ω +Ω ≥ ∈ ∈

+Ω −Ω ≥ ∈ ∈ ≠



 

 

 

对所有

对所有

对所有

对所有







τ

τ

τ

τ

γω ξ

γω ξ ξ

γω ξ ξ ξ

γω ξ ξ ξ

 (18) 

证明 (1) 关于切频向量ω 的结论可直接由(15)式得出。 
(2) 只需考虑 i jl e e= − 的情况，此时 , i jl Ω = Ω −Ω 且 2 2

2l i j= − 。通过(16)式中 jΩ 的定义， 

2 1 ˆ
2j j jj ηΩ = + +Ω , 

其中 

[ ]
2

4 2 2
ˆ , 1 1,2

4 4 2
j

j j j

j jj j j

η
η ξ

η η

−
Ω = = + ∈

+ + +
. 

注意 3j J≥ ≥ ，我们有 

4 2 2 4 2 2

4 4 1ˆ .
184 4 2 4 3 3 4 3 2

j
j j j

Ω ≤ ≤ ≤
+ + + + + ⋅ +

 

因此， 

2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

2 2

ˆ ˆ
2

ˆ ˆ              
2

              
2 9

7              .
18

i j
i j i j

i j
i j

i j

i j

i j i j
i j

i j

ξ ξ

ξ ξ

−
Ω −Ω = − + +Ω −Ω

−
≥ − − − Ω −Ω

− −
≥ − − −

= −
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(3) 只需要考虑(18)式中的第四种非共振条件，这是最困难的情况。令 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1
; , 1 .

J
J

n m i i n m
i

S k ik iξ ξ ω ξ ξ ξ ξ ξ ξ
=

′ = +Ω −Ω = + + +Ω −Ω∑   

注意到 ( )ω ξ 与ξ ′无关，而 ( )n ξΩ 和 ( )m ξΩ 与 Jξ 无关。设对某个1 l J≤ ≤ ，有 0lk ≠ ，那么 

2

1
42 1

l

l l

lkS
lξ ξ

∂
= ≥

∂ + +
. 

因此， 

( ) 1meas : ; 4 8 .12
4

J J JB S
k kτ τ
γ γξ ξ ξ γ

  ′∈ < ≤ ⋅ ⋅ = 
  ⋅ 

 

命题 3.2 令 00 1ε<  ， 1 2
0r ε= ，以及 0s > 。扰动 P 的 Hamilton 向量场 PX 定义了一个映射 

 ( ) ,: , ,a
PX D s r B ρ× →



  

满足以下性质： 
(1) 对于每个 Bξ ∈ ，映射 ( ),PX ξ⋅ 在 ( ),D s r 上是实解析的。 
(2) 对于每个 ( ),w D s r∈ 和 Bξ ′ ′∈ ，映射 ( ),PX w ⋅ 在 上是 Whitney 可微的。 
此外，存在一个与 r 和 s 无关的常数 0C > 使得当 2y r< 和 ,az r

ρ
< 时， 

( ) 0, ,P D s r BX ε< , 

其中 0 0
pCε ε= 。 

证明 根据引理 3.1 和(12)式，存在一个常数 0C > ，使得当 2y r< 且 ,az r
ρ
< 时，有 

 ( ) ( )1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2
, , , ,, , .p p p p p p

x a a a aD s rP C y y z y z y z z Cr
ρ ρ ρ ρ

+ + + + +≤ + + + + + ≤


 (19) 

 
( ) ( )1 2 1 2 1 2 2 1 2

, , ,, ,
.p p p p p

y a a aD s r
P C y y z y z y z Cr

ρ ρ ρ

− − − +≤ + + + + ≤


 (20) 

 
( ) ( )( ) ( )1 2 1 2 2 2 1 2 1

, , ,, , , ,
e .

n n

p p p pa n p
z z a a aD s r D s rn

n P P C y y z y z z Crρ
ρ ρ ρ

+ + +

∈

+ ≤ + + + + ≤∑




 
 (21) 

现在，根据向量场的加权范数的定义，我们推导出 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2, , , ,, , , , , ,

2
0

1 1 e

                 .

n n

a n
P y x z zD s r D s rD s r D s r D s rn

p

X P P n P P
rr

Cr

ρ

ε
∈

= + + +

≤ =

∑


     (22) 

这就完成了证明。 

4. KAM 步骤 

在本文的剩余部分中，我们采用以下符号约定：符号“+”表示下一次迭代步骤中的量。符号“”

表示在不等式中省略与迭代步骤和切频数量无关的各种常数。 

4.1. 第一个 KAM 步骤 

在区域 ( ),D s r × 上考虑一个形式为(13)的 Hamilton 函数 H N P= + ，它满足命题 3.1 和 3.2 中的结

论。下面，我们将(18)式中的非共振条件写成更紧凑的形式： 
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 , ,k l
k τ
γω + Ω ≥ , (23) 

其中 ( ), Jk l ∞∈ ×  且 2l ≤ 。 
令 0 s s+< < 并为后续迭代定义以下参数： 

 
( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 32 21 3 2

1 32 22 4 3

,
4

.

rr s s

C s s

τ

τ

ε γ

ε γ ε

− +−
+ +

− +−
+ +

= −

= −
 (24) 

我们的目标是构造一个辛变换 

 ( ) ( ): , ,D D s r D s r B+ + +Φ × = × → ×    

使得新的 Hamilton 函数 H N P+ + += + 由更新后的参数 , , ,s rε γ+ + + + 来定义。 

4.1.1. 线性化方程的求解 
我们将 P 展开成它的 Taylor-Fourier 级数： 

 i ,

, , ,

e
J

k xl
kl

k l

P P y z zα β
αβ

α β∈ ∈

= ∑
 

, (25) 

其中 Jk∈ ， l∈以及多指标α 和 β 在所有无限维向量的集合上运行 
设 R 是 P 的截断，由 

 

( )
( )

( )

i , i ,10 01
00

, 1 ,

i ,2

0

0 11 02

1

, ,

2, , ,

e e

 e

k x k xl k k
kl n n n n

k l k n

k xk k k
nm n m nm n m nm n m

k n m

R x y z z

P y P z P z

P z z

R R R

P z z P z z

≤

= +

= + +

+ + +

+

∑ ∑

∑

 (26) 

其中系数 10k
n klP P αβ= 且 , 0neα β= = ， 01k

n klP P αβ= 且 0, neα β= = ， 20k
nm klP P αβ= 且 , 0n me eα β= + = ，

11k
nm klP P αβ= 且 ,n me eα β= = ， 02k

nm klP P αβ= 且 0, n me eα β= = + 。这里， ne 表示第 n 个分量为 1，其他所有分

量为 0 的向量。 
在每次 KAM 迭代步骤中，假设满足小除数条件，我们寻找定义在 ( ),D s r D+ + += 上的函数 F，使得

Hamilton 向量场 FX 的时间-1 映射 1
Fφ 定义了一个映射 D D+ → ，并将 H 变换为 H+ 。设函数 F 具有如下

形式 

 

( )
( )

( )

i , i ,10 01
00

0, 1 ,

i , i ,20 02 11

, ,

0 1 2

0

, , ,

e e

e e ,

k x k xl k k
kl n n n n

k l k n

k x k xk k k
nm n m nm n m nm n m

k n m k n m

F x y z z

F y F z F z

F z z F z z F z

F

z

F F

≠ ≤

+ − ≠

= + +

+

++

= +

+

∑ ∑

∑ ∑

 (27) 

且满足下面的引理： 
引理 4.1 存在形如(27)的函数 F 满足方程 

 { } 011
0000, , 0nn n n

n
N F R P y P z zω′+ − − − =∑ , (28) 

其中 

0

dJ

z z y

P x
y

ω
= = =

∂′ =
∂∫ . 
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F 的 Taylor-Fourier 系数由以下方程定义 

  

( )
( )
( )

( )
( )
( )

00 00

10 10

01 01

20 20

11 11

02 02

, i 0, 1,

, i ,

, i ,

, i ,

, i , 0

, i

,

,

.

kl kl

k k
n n n

k k
n n n

k k
n m nm nm

k k
n m nm nm

k k
n m nm nm

k F P l

k F P

k F P

k F P

k F P k n m

k

k

F P

ω

ω

ω

ω

ω

ω

= − ≠ ≤

−Ω = −

+Ω = −

−Ω −Ω = −

−Ω +Ω = − + − ≠

+Ω +Ω = −

  (29) 

证明参考文献[9]中的引理 4.3。 

4.1.2. 坐标变换的估计 
如前所述，由于在每次迭代步骤中切向频率的数量增加，我们需要推导出比[2]中的估计更为精确的

结果。我们首先引入以下引理，它对于估计 FX 和 1
Fφ 至关重要： 

引理 4.2 [9] 设 ( ) i ,
,

, ,
, , , e k x

k nm n m
k n m

f x y z z f z z= ∑ 为一个实解析函数，其中 Jk∈ ， ,n m∈。则以下不

等式成立： 

 

( )

( ) ( ) ( )

1
2 14

,
, ,

2 2
2 2

, ,
, ,

.

e

4 2 2
e

k s s s

k nm n m
k n m

k s
k n m n m

k n m

f z z k k

s s f z z
e

τ

τ
ττ

+
 − −  + 

+
− +

+

+ 
≤ − 
 

∑

∑
  (30) 

引理 4.3 回顾 ( ), ,P D s rX ε<


。令 

( ), , 1,2,3,4
4 4i
i iD D s s s r i+ +

 = + − = 
 

 

则对于引理 4.1 中定义的函数 F，其 Hamilton 向量场 FX 满足以下估计： 

 ( ) ( ) ( )
3

2 2
2 22

,

4 2 2
F DX s s

e

τ
ττ

γ ε
+

− +−
+

+ 
− 

 



  (31) 

证明 我们分几个步骤进行证明： 
(1) 我们估计

3,x DF

。对于(29)中的方程，利用范数 ⋅


的定义和非共振条件(18)，我们得到 0k ≠ 时

的估计如下： 

 

2 12
00 00

2 110 2 10

2 101 2 01

2 120 2 20

2 111 2 11

2 102 2 02

;

;

;

;

, 0;

.

kl kl

k k
n n

k k
n n

k k
n n

k k
nm nm

k k
nm nm

F k P

F k P

F k P

F k P

F k P k n m

F k P

τ

τ

τ

τ

τ

τ

γ

γ

γ

γ

γ

γ

+−

+−

+−

+−

+−

+−

+ − ≠













 

 

 

 

 

 

  (32) 

根据加权范数的定义和引理 4.2，可得： 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.1311490


汪崧 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.1311490 5082 应用数学进展 
 

3

2 12| | 2 4
00 3,

1

2 110 2 4

,

2 101 2 4

,

2 120 2 4

e

e

               e

     

               

          e

s sk s
l

x klD
l
k

s sk s
k

n n
k n

s sk s
k

n n
k n

s sk s
k

nm

F k P r k

k P k z

k P k z

k P k z

τ

τ

τ

τ

γ

γ

γ

γ

+

+

+

+

− − +−  

≤

− − +−  

− − +−  

− − +−  

+

+

+

∑

∑

∑


 





, ,

2 102 2 4

, ,

2 111 2 4

0

               e

               e .

n m
k n m

s sk s
k

nm n m
k n m

s sk s
k

nm n m
k n m

z

k P k z z

k P k z z

τ

τ

γ

γ

+

+

− − +−  

− − +−  

+ − ≠

+

+

∑

∑

∑





 

然后，由引理 4.2，我们推出 

( ) ( ) ( )
3

2 2
2 22

,

2 10
00 3

1 ,
0

01 20

, , ,

02 11

, ,

4 2 2

                e e

                e e

                e e

x D

l k s k sk
kl n n

l k n
k

k s k sk k
n n nm n m

k n k n m

k s k sk k
nm n m nm n m

k n m k

F s s
e

P r P z

P z P z z

P z z P z z

τ
τ τ

γ
+

− +−
+

≤
≠

+

+ 
−  

 

× +


+ +

+ +

∑ ∑

∑ ∑

∑




 

 

 0
.

n m− ≠





∑

 

注意 

2 10
00,

1 ,

01 20

, , ,

02 11

, , , ,

sup e e

               e e

               e e ,

l k s k sk
x i kl i n nD

z r l k n
z r k

k s k sk k
i n n i nm n m

k n k n m

k s k sk k
i nm n m i nm n m

k n m k n m

R k P r k P z

k P z k P z z

k P z z k P z z

< ≤
<


= +


+ +


+ + 



∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

  

 

 

 

并且 2 , ,,

1
x R PD DDR X X

r
ε≤ ≤ <

 
。因此我们有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3

2 2
2 22

2 2, ,

2 2
2 22

,

2 2
2 22

4 2 21 1

4 2 2
                  

4 2 2
                  .

x xD D

R D

F s s R
er r

s s X
e

s s
e

τ
τ

τ
τ

τ
τ

τ
γ

τ
γ

τ
γ ε

+
− +−

+

+
− +−

+

+
− +−

+

+ 
− 

 

+ 
− 

 

+ 
− 

 







 


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同理，
( ) ( ) ( )

3

2 2
2 22

,

4 2 2
y D

F s s
e

τ
ττ

γ ε
+

− +−
+

+ 
− 

 



。 

(2) 注意到由于 0 1 2F F F F= + + 且 0 0 0
z zn n

F F= = ，要估计
3,F DX

，只需估计

1 3,F D
X


和

2 3,F D
X


。根

据(32)，使用范数
3,D⋅ 

的定义和非共振条件(18)，我们得到 

( )

3
3

1
2 2i ,10 2 10 4

1
, ,

e e
zn

k s s sk xk k
n n

D k kD

F F P k τγ
+

 − − +−  = ∑ ∑




. 

同理，
( )

3

1
2 22 01 4

1
,

e
zn

k s s s
k

n
D k

F P k τγ
+

 − − +−  ∑


  

应用引理 4.2，我们推出 

( ) ( ) ( )

3

2 2
2 22

1
,

4 2 21 e .
zn

a n

Dn J
F n s s

r e

τ
τρ τ

γ ε
+

− +−
+

>

+ 
− 

 
∑ 


 

类似的估计也适用于
3

1
,

1 e
zn

a n

Dn J
F n

r
ρ

>
∑


。 

根据向量场范数的定义，我们有 

 ( ) ( ) ( )
1 3

2 2
2 22

,

4 2 2
F D

X s s
e

τ
ττ

γ ε
+

− +−
+

+ 
− 

 



. (33) 

此外，由(32)式并使用类似的论证，我们得到 

 ( ) ( )

3

1
2 22 20 11 4

2
, ,

e
zn

k s s s
k k

nm m nm m
D k m

F P z P z k τγ
+

 − − +−  +∑


. (34) 

类似的估计适用于
3

2
,zn D

F

。 

再次应用引理 4.2 得到 

 ( ) ( ) ( )
2 3

2 2
2 22

,

4 2 2
F D

X s s
e

τ
ττ

γ ε
+

− +−
+

+ 
− 

 



. (35) 

由这些估计可以得出引理的结论。 
引理 4.4 设 ( ) ( )( )1 32 21 3 2 s s τη ε γ − +−

+= − 并定义 

( ) , , 1,2,3,4.
4 4i
i iD D s s s r iη η+ +

 = + − = 
 

 

若 ( )3 331
8

s s τε γ +
+− ，则我们有 

 2 3: , 1 1t
F D D tη ηφ → − ≤ ≤  (36) 

此外， 

 ( ) ( ) ( )
2 2

2 324 2 2t
F D

D Id s s
eη

τ
ττ

φ γ ε
+

− +−
+

+ 
− − 

 
 . (37) 

这个引理的证明可直接从引理 4.3 推导出来，可参考文献[9]中的引理 4.4，故省略。 
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4.1.3. 新标准型与新扰动的估计 
前面定义的映射 1

Fφ 将 H 变换为 1
FH H N Pφ+ + += ° = + ，其中新标准形 N+ 为 

 011
0000 , , ,nn n n n n n

n J n J
N N P y P z z y z zω ω+ +

+
> >

′= + + + = + Ω∑ ∑  (38) 

其中 

 0 00

011

, 1,2, , ,

, .
ii i e

n n nn

P i J

P n J

ω ω+

+

= + =

Ω = Ω + >



 (39) 

根据 P 的正则性，我们得到以下估计 

 , .n nω ω ε ε+ +− < Ω −Ω <
 

 (40) 

由于 

( ) { }{ } { } ( )

( ){ } ( )

1 1 1
0 0
1 1
0

1 , , d , d

, d ,

t t
F F F

t
F F

P t N F F t R F t P R

R t F t P R

φ φ φ

φ φ

+ = − ° + ° + − °

= ° + − °

∫ ∫

∫
 

其中 ( ) ( )( )1R t t N N tR+= − − + ，所以我们得到 

( ) ( ){ } ( ) ( )
* *1 1

,0
dt

P F F P RR t FX X t Xφ φ
+ −= +∫ . 

根据文献[17]，我们有以下结果： 

 ( )
2

*
, 0 1t

F D
D

Y Y t
η

η

φ ≤ ≤ ≤  (41) 

由文献[9]，得 

( ){ }
( ) ( ) ( )

2

2 2
2 32 2 2

,

4 2 2
R t F D

X s s
eη

τ
ττ

γ η ε
+

− +− −
+

+ 
− 

 
  

以及 

( )
( )

2

2 2
4 2 2

P R D
X

eη

τ
τ

ηε ηε
+

−

+ 
<  
 

 . 

因此，对于
1
4

r rη+ = ，我们得到 

( )

( ) ( ) ( )( )
2 2

2 32 2 2

,

4 2 2
.P D s r

X s s
e

τ
ττ

ηε γ η ε
+ + +

+
− +− −

+

+ 
+ − 

 
  

令 ( ) ( )( )1 32 31 3 2 s s τη ε γ − +−
+= − ，故得 

 
( )

( ) ( ) ( )( )
2 2

2 32 2 2

,

4 2 2
.P D s r

X s s
e

τ
ττ

ηε γ η ε
+ + +

+
− +− −

+

+ 
+ − 

 
  (42) 

4.2. 更多振子的激发 

经过第一次迭代后，我们得到了一个新的 Hamilton 函数 H+ ： 

( )1

1
, , , , ,F i i n n n

i J n J
H H y z z P x y z z Iφ ω ξ+ +

+ +
≤ ≤ >

= ° = + Ω +∑ ∑ ， 

其中 ( ) ( )1 : , , J
F D s r D s r Bφ + + × → × 是一个辛变换， 是 JB 的一个子集，新的参数集是 
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( ){ }, : .J JB Bξ ξ ξ+ ′= ∈ ⊂  

在下一步迭代构造中，以及所有后续步骤中，我们将按如下方式进行：考虑定义在区域 ( ),D s r B+ + +×

上的 Hamilton 函数 H+ 。 
(1) 选择合适的 J J+ > ，并通过设定以下形式激发更多振子； 

e , e ,j jix ix
j j j j j jz y I z y I J j J−

+= + = + < ≤ , 

其中新的振幅满足 

 2 2 2, 1
3jr I r λ λ+ +< < < <  (43) 

其余法变量 ,  jz j J+> 保持不变。 
(2) 这个变换产生了一个新的 Hamilton 函数 

 ( )
1

, , , , ,i i n n n n n
i J n J

H y z z P x y z z Iω ξ
+ +

+ +
+ +

≤ ≤ >

= + Ω +∑ ∑  (44) 

其中对于 J i J+< ≤ 有 i iω+ += Ω ，且 H+ 仍然定义在 ( ),D s r+ + 上。 

(3) 根据(42)，我们得到 PX ε
+ +< 。我们选择 γ γ+ =

，其中
41
3

< < ，使其在 KAM 迭代的一步中起

到与 γ 相同的作用。注意， P+与 P 保持相同的结构。 

(4) 最后，我们再次将参数 Bξ +∈ 划分为“本质的”部分和“虚拟的”部分 ( ),Jξ ξ ξ+ ′′= ，并考虑切片 

( ){ }: , ,J J J JB Bξ ξ ξ+ + + +
+′′= ∈ ⊂   

此过程使我们能够对 Hamilton 函数(44)执行另一次 KAM 迭代，按照与第 4.1 节相同的程序。这意味着

KAM 步骤可以无限次迭代。 
我们简要概述了迭代过程。在接下来的部分中，我们将更详细地描述迭代过程。 

5. 迭代引理与收敛性 

随着每次迭代中被激发的振子数量 Jν  (其中ν 表示第ν 步)的增加，我们的主要目标是控制 Jν 的增长

率，并确保 KAM 机制在无限步数下有效迭代下去。对于任意 1J ≥ ，我们定义如下序列 

 ( )0 , 1 , 1J J J Jν ν ν= = + ≥  (45) 

此外，对于给定 , ,r sε 和所有 0ν ≥ ，我们定义如下序列 

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )

1

2

1 8 1 8
0

2 2
1 32 32 4 3

1 1

1 32 31 3 2
1

1

0

1 2 ,

, ,

4 2 2
,

,

1 ,
4

2 2 ,
3

2,

i

i
s s

s s
e

s s

r r

mm

J

ν
ν

ν

ν

ν

ν ν

τ
τν

ν ν ν ν ν

τ
ν ν ν ν ν

ν ν ν

ν
ν

ν ν

γ γ ε γ ε

τ
ε γ ε

η ε γ

η

τ

+
−

=

+
− +−

+ +

− +−
+

+

−

 = − 
 

= = =

 +
= − 
 

= −

=

= +

= +

∑

 (46) 
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其中 0s s= ， 0r r= ，以及 0ε ε= 。 

5.1. 迭代引理 

上述分析可以总结为以下引理为 
引理 5.1 设 ε 足够小且 0ν ≥ 。假设在 ( ),D s r Bν ν ν× 上定义了 H N Pν ν ν= + ，其中 

( ) ( ) ( )
1

, , , , ,i i n n n
i J n J

H y z z P x y z z I
ν ν

ν ν
ν νω ξ ξ ξ

≤ ≤ >

= + Ω +∑ ∑  

满足 

( )
1 1

1 1,
,  ,  P n nD s r B

X
ν ν νν ν ν

ν ν ν ν
ν ν νε ω ω ε ε− −

− −×
≤ − < Ω −Ω <

 
 

且对所有满足 2l ≤ 的整数向量 ( ), Jk l ν ∞∈ ×  ，非共振条件 

2, , , ,k l l m l
k ν

ν ν νν
ντ

γω + Ω ≥ Ω ≥  

在 ( ){ }, :J JB ν νν
ν νξ ξ ξ= ∈ 上成立。 
那么存在一族辛坐标变换 

( ) ( )1
1 1 1: , ,D s r B D s rν

ν ν ν ν ν
+

+ + +Φ × →  

及一个闭子集 

( ){ }1 11
1 1, :J JB ν νν

ν νξ ξ ξ+ ++
+ += ∈ , 

其中 

( ){ }1 1 1

1

1 1
1 ,

,

1 1

1 1 1 1 1
,

,

: , ,

: , , ,

k l
k l

J J J

k l

B

B B

B k l
k

ν ν ν

ν

ν ν
ν

ν ν
ν

ν ν ν ν ν
τ

ξ ξ ξ

γξ ω

+ + +

+

+ +
+

+ +

+ + + + +

 
=  

 

= ∈ ⊂

  = ∈ + Ω < 
  





  



 

对于所有满足 2l ≤ 的整数向量 ( ) 1, Jk l ν + ∞∈ ×  ，使得对于 1 1 1 1H H N Pν ν ν ν ν+ + + += °Φ = + ，在激发 1J Jν ν+ −

个振子后，以 1ν + 代替ν 满足相同的假设。 

5.2. 收敛性 

假设 Hamilton 函数的两个性质都得到了满足。为应用在 0ν > 时的迭代引理，设 0s s= ，0r r= ， 0H H= ，

0γ γ= ，设初始频率数为 0J J= ，设 1B B− = ， ( ){ }0
0 , :J JB γξ ξ ξ= ∈ 满足小除数条件，其中 

( )0 0
,

,
k l

k l
Bγ γ

 
=  

 


   。 

因此，迭代引理可以归纳地应用。当 1ν ≥ 时，我们得到如下变换序列 

( ) ( )1 2 0 0: , ,D s r B D s rν ν
ν ν νΨ = Φ Φ Φ × →  , 

使得 

( ) ( ) ( )
1

, , , , ,i i n n n
i J n J

H H y z z P x y z z I
ν ν

ν ν ν
ν νω ξ ξ ξ

≤ ≤ >

= Ψ = + Ω +∑ ∑ . 
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设 *

0
B Bν

ν

∞

=

=


。如文献[9]中所述，并且由于引理 4.4，我们可以得出 νΨ 和 D νΨ 在 *,
2
sD r B∞

 
 


×


上一致收

敛的结论，最终 Hamilton 函数为 

( )
1

n n
n

H yω ξ
∞

∞
∞

=

=∑ . 

我们有 

( ) ( ) ( )( )
2 2

1 32 32 4 3 1 8
1 1

4 2 2
,s s

e

ν
ν

τ
τν

ν ν ν ν ν ν ν

τ
ε γ ε γ ε

+
− +−

+ +

 +
= − = 
 

. 

为了简化符号，令
( ) 2 2

4 2 2
C

e

ντ
ν

ν

τ
+

 +
=  
 

和 2 3Cν ντ′ = + 。因此 

 ( ) 3 5 4
1 1

CC s s ν
ν ν ν ν νε ε′−
+ += − . (47) 

现在我们将证明，当ν →∞时， 0νε → ，并且每一步的 KAM 估计都是有效的。 
由于 0J J= ，由(5.3)式及Cν 和Cν ′ 的定义可知，若 0ε ε= 足够小，则存在1 5 4κ< < 的常数κ ，使得 

 ( ) 0 5 4
1 0 0 1

3 .CC s s κε ε ε′−= − =  (48) 

因此， 1ε ε< 。由于我们设定 ( ) 01J Jν ν= + ，因此被激发的振子的数量增加缓慢。因此，通过同样的分析，

我们得到 

 ( ) 21 3 5 4
2 1 1 2 1 1

CC s s κ κε ε ε ε′−= − ≤ = , (49) 

即 2 1ε ε< ，通过归纳法，我们得到 

 ( ) 153 4
1 1

CC s s
νν κ κ

ν ν ν ν ν νε ε ε ε
+′−

+ += − ≤ ≤ . (50) 

因此，当 ε 足够小时，就有 0νε → ，ν →∞。此外， νε 随迭代步骤ν 呈超指数衰减，即
νκ

νε ε≤ 。当

Jν 缓慢增长时，我们可以确保 KAM 估计在每一步都是有效的。 
设 t

Hφ 为 HX 的流量。由于 H Hν
νΨ = ，我们有 

 t t
H Hν

ν νφ φΨ = Ψ  . (51) 

νΨ 和 D νΨ 的一致收敛意味着可以在(51)式的两边取极限。因此，在 *,0
2
sD B × 

 
上，我们得到 

 t t
H Hφ φ

∞

∞ ∞Ψ = Ψ   (52) 

和 

 ( )*: ,0 ,
2
sD B D s r B∞  Ψ × → × 

 
. 

由(52)式可知，我们得到了在 *Bξ ∈ 处的初始扰动 Hamilton 系统的不变无限维环面 { }( )ξ∞Ψ × ，从而

得到了频率为 * *
1 2, ,ω ω 的概周期解，并且这些频率逐渐趋近于这些参数下的初始频率。 

6. 总结 

本文首先将广义 Boussinesq 写成 Hamilton 形式，然后对线性方程进行求解以及估计坐标变换，得到

新标准型与新扰动的估计，最后构造 KAM 迭代，本文的创新之处在于证明了存在无限多个小振幅、实
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解析且线性稳定的概周期解。本文由于 Boussinesq 方程中非线性项向量场正则性的缺失，导致测度估计

不能很好地进行，仍待后续的研究。在此之后，作者会对高维广义 Boussinesq 方程的概周期解的存在性

与稳定性问题进行相关研究。 
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