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摘  要 

图的容错度量维数的概念是由Hernand等人于2008年提出的，它是度量维数的一个新变形，也是图论和

组合优化交叉研究的内容，在机器导航、医药化学、组合优化和图像处理等领域有着广泛的应用。由于

图的容错度量维数比其度量维数有更好的适应性，所以图的容错度量维数的研究越来越受到人们的关注。

对于给定的图和正整数k确定该图的容错度量维数是否不超过k是NP-难的。本文通过构作凸多胞体图 nB ，

nC 和 nE 的容错解析集，得到了当 n 6≥ 时凸多胞体图 nB ， nC 和 nE 的容错度量维数都为4。这些成果在

图论和组合优化中具有重要的理论价值，并在网络电信和图像处理等方面有重要应用。 
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Abstract 
The concept of fault-tolerant metric dimension of a graph was introduced by Hernand et al. in 2008. 
It is a distortion of the metric dimension of a graph and is the intersection of graph theory and com-
binatorial optimization. It has been widely used in many fields, such as machine navigation, medicinal 
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chemistry, combinatorial optimization and image processing. The study of fault-tolerant metric di-
mension of a graph gets more and more attention from people, since it has better adaptability than 
the metric dimension of a graph. For a given graph and a positive integer k, deciding whether its 
fault-tolerant metric dimension is less than or equal to k is an NP-complete problem. In this paper, 
by constructing the fault-tolerant resolving sets of convex polytope graphs nB , nC  and nE , re-
spectively, we obtain their fault-tolerant metric dimensions are all 4 for n 6≥ . These results have 
theoretical value in graph theory and combinatorial optimization and have important applications 
in network telecommunications, image processing, etc. 
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1. 引言 

设图 G 是一个简单无向的连通图， ( )V G 是图 G 的顶点集， ( )E G 是图 G 的边集。设顶点 ( ),u v V G∈ ，

顶点 u 和 v 之间最短路的长度被称为顶点 ,u v 之间的距离 ( ),d u v 。设 W 是 ( )V G 的一个子集，若对于任

意两个顶点 ( )1 2,v v V G∈ 都存在 x W∈ 使得 ( ) ( )1 2, ,d x v d x v≠ ，则称 W 是图 G 的解析集。称基数最小的解

析集为图 G 的度量基，其基数叫做图 G 的度量维数，记作 ( )dim G 。图的度量维数作为图论和组合优化

领域的重要组成部分，渐渐地成为了数学以及其他领域学者的热门话题。1953 年，Blumenthal [1]引入了

一般空间中度量维数的概念，在此之后，Slater [2]在 1975 年为了确定网络中入侵者的位置，首次提出了

解析集和度量维数的概念。随后越来越多的学者加入图度量维数的研究中，目前已经在机器导肮[3]、医

药化学[4]、组合优化[5]以及图像处理[6]等领域有着广泛的应用。 
Hernand 等人[7]提出了度量维数的一个新的变形——容错度量维数。其定义如下：对于图 G 的一个

解析集 fW ，对于任意的 fw W∈ ，如果 { }\fW w 仍是一个解析集，则称 fW 是图 G 的容错解析集。称基数

最小的容错解析集为图 G 的容错度量基，其基数叫做图 G 的容错度量维数，记作 ( )dim f G 。对于给定的

图 G 和正整数 k，确定 ( )dim f G k≤ 是 NP-难的。容错度量维数在网络电信[8]、药物化学[9] [10]以及机器

导航[11]等领域有着进一步的应用。因此，研究图容错度量维数尤其重要。本文研究了凸多胞体图 nB 、

nC 以及 nE 的容错度量维数。 

2. 凸多胞体图 nB 的容错度量维数 

首先介绍凸多胞体图 nB ，凸多胞体图 nB 有 5n 个点和 9n 条边，如图 1 所示。图 nB 的顶点集和边集

定义如下： 

( ) }{ , , , , :1 ;n i i i i iV B a b c d f i n= ≤ ≤  

( ) }{
}{

1 1 1 1

1

, , , :1

, , , , :1 .
n i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

E B a a b b d d f f i n

a b b c b c c d d f i n
+ + + +

+

= ≤ ≤

∪ ≤ ≤
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Figure 1. The convex polytope graph Bn 
图 1. 凸多胞体图 Bn 

 
引理 1.1 [12] 设 ( ),G V E= 是一个简单无向的连通图，则 ( ) ( )dim dim 1f G G≥ + 。 
引理 1.2 [13] 当 6n ≥ 时，凸多胞体图 nB 的度量维数 ( )dim 3nB = 。 
定理 1.1 当 6n ≥ 时，凸多胞体图 nB 的容错度量维数 ( )dim 4f nB = 。 

证明：当 6n ≥ 时，设
1 2

2 2
1 2, , ,n nfW a a a a   + +      

 
=  
 

。下面证明 fW 是凸多胞体图 nB 的一个容错解析集。 nB

中的每个顶点关于 fW 的度量表示如下： 

 ( )

0,1, , 1 , 1;
2 2

1, 2, 1, 2 , 2 1;
2 2 2

|
1, ,1,0 , 2;

2 2 2

1, 2, 1, 2 , 3 ;
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i
r a W

n n ni

n n nn i n i i i i n

     − =        
      − − − + − + ≤ ≤ +            = 
      − = +            
      − + − + − − − − + ≤ ≤            














 (1) 

 ( )

1,2, 1, , 1;
2 2

, 1, 2, 3 , 2 1;
2 2 2

|
, 1,2,1 , 2;

2 2 2

2, 3, , 1 , 3 ;
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i
r b W

n n ni

n n nn i n i i i i n

    + =        
      − − + − + ≤ ≤ +            = 
      + = +            
      − + − + − − − + ≤ ≤            










 (2) 
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 ( )

2,2, 1, 1 , 1;
2 2

1, , 2, 3 , 2 ;
2 2 2

|
1, 1,2,2 , 1;

2 2 2

2, 3, 1, , 2 ;
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i
r c W

n n ni

n n nn i n i i i i n

    + + =        
      + − + − + ≤ ≤            

= 
      + + = +            

      − + − + − + − + ≤ ≤            












 (3) 

 ( )

3,3, 2, 2 , 1;
2 2

2, 1, 3, 4 , 2 ;
2 2 2

|
2, 2,3,3 , 1;

2 2 2

3, 4, 2, 1 , 2 ;
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i
r d W

n n ni

n n nn i n i i i i n

    + + =        

      + + − + − + ≤ ≤            
=

      + + = +            

      − + − + − + − + + ≤ ≤            















 (4) 

 ( )

4,4, 3, 2 , 1;
2 2

4,4, 2, 3 , 2;
2 2

2, 1, 4, 5 , 3 ;
2 2 2

|
3, 2,4,4 , 1;

2 2 2

2, 3,4
2 2

i f

n n i

n n i

n n ni i i i i
r f W

n n ni

n n

    + + =        

    + + =        

      + + − + − + ≤ ≤            
=

      + + = +            

   + +      
,4 , 2;

2

4, 5, 2, 1 , 3 ;
2 2 2

ni

n n nn i n i i i i n















    = +     

       − + − + − + − + + ≤ ≤             

 (5) 

从度量表示(1)~(5)可以看出， ( )nV B 中的任意两个顶点关于集合 fW 有不同的度量表示，所以 fW 是图

nB 的解析集。从 fW 中任意去掉一个顶点可得 fW 的四个子集，分别是
1

2
1 1 2, , nW a a a +  

 
=  
 

，
2

2
2 1 2, , nW a a a +  

 
=  
 

，

1 2
2 2

3 1, ,n nW a a a   + +      

 
=  
 

和
1 2

2 2
4 2 , ,n nW a a a   + +      

 
=  
 

。由上面的(1)~(5)可以看出， ( )nV B 中的任意两个顶点关于 

( )1 4iW i≤ ≤ 有不同的度量表示， ( )1 4iW i≤ ≤ 是 nB 的解析集。由容错解析集的定义可知 fW 是 nB 的容错解

析集。因此， ( )dim 4f nB ≤ 。由引理 1.1 和 1.2，可得 ( )dim 4f nB ≥ 。综上，当 6n ≥ 时， ( )dim 4f nB = 。 

3. 凸多胞体图 nC 的容错度量维数 

首先介绍凸多胞体图 nC ，凸多胞体图 nC 有 5n 个点和10n 条边，如图 2 所示。图 nC 的顶点集和边集
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定义如下： 

( ) }{ , , , , :1 ;n i i i i iV C a b c d f i n= ≤ ≤  

( ) }{
}{

1 1 1 1

1 1

, , , :1

, , , , , :1 .
n i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

E C a a b b d d f f i n

a b b c c d d f b c d f i n
+ + + +

+ +

= ≤ ≤

∪ ≤ ≤
 

 

 
Figure 2. The convex polytope graph Cn 

图 2. 凸多胞体图 Cn 

 
引理 2.1 [13] 当 6n ≥ 时，凸多胞体图 nC 的度量维数 ( )dim 3nC = 。 
定理 2.1 当 6n ≥ 时，凸多胞体图 nC 的容错度量维数 ( )dim 4f nC = 。 

证明：当 6n ≥ 时，设
1 2

2 2
1 2, , ,n nfW a a a a   + +      

 
=  
 

。下面证明 fW 是凸多胞体图 nC 的一个容错度量解析集。

nC 中的每个顶点关于 fW 的度量表示如下： 

 ( )

0,1, , 1 , 1;
2 2

1, 2, 1, 2 , 2 1;
2 2 2

|
1, ,1,0 , 2;

2 2 2

1, 2, 1, 2 , 3 ;
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i
r a W

n n ni

n n nn i n i i i i n

     − =        

      − − − + − + ≤ ≤ +            
= 

      − = +            

      − + − + − − − − + ≤ ≤            














 (6) 
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 ( )

1,2, 1, , 1;
2 2

, 1, 2, 3 , 2 1;
2 2 2

|

, 1,2,1 , 2;
2 2 2

2, 3, , 1 , 3 ;
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i

r b W
n n ni

n n nn i n i i i i n

    + =        

       − − + − + ≤ ≤ +            

= 
      + = +            

      − + − + − − − + ≤ ≤            










 (7) 

 ( )

2,2, 1, 1 , 1;
2 2

1, , 2, 3 , 2 ;
2 2 2

|

1, 1,2,2 , 1;
2 2 2

2, 3, 1, , 2 ;
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i

r c W
n n ni

n n nn i n i i i i n

    + + =        

      + − + − + ≤ ≤            
= 

      + + = +            

      − + − + − + − + ≤ ≤            












 (8) 

 ( )

3,3, 2, 2 , 1;
2 2

2, 1, 3, 4 , 2 ;
2 2 2

|

2, 2,3,3 , 1;
2 2 2

3, 4, 2, 1 , 2 ;
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i

r d W
n n ni

n n nn i n i i i i n

    + + =        

      + + − + − + ≤ ≤            
=

      + + = +            

      − + − + − + − + + ≤ ≤            















 (9) 

 ( )

4,4, 4, 2 , 1;
2 2

4,4, 4, 3 , 2;
2 2

2, 1, 4, 5 , 3 ;
2 2 2

|

3, 1,4,4 , 1;
2 2

2, 1,4,4 ,
2

i f

n ni i

n ni i

n n ni i i i i

r f W
n ni i

n i i

    − + + =        

    − + + =        

      + + − + − + ≤ ≤            
=

    + + = +        

   + +    
2;

2

4, 5, 2, 1 , 3 ;
2 2 2

n

n n nn i n i i i i n















   = +   

      − + − + − + − + + ≤ ≤            

 (10) 
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从度量表示(6)~(10)可以看出， ( )nV C 中的任意两个顶点关于集合 fW 有不同的度量表示，所以 fW 是

图 nC 的解析集。从集合 fW 中任意去掉一个顶点可得 fW 的四个子集，分别是
1

2
1 1 2, , nW a a a +  

 
=  
 

，

2
2

2 1 2, , nW a a a +  

 
=  
 

，
1 2

2 2
3 1, ,n nW a a a   + +      

 
=  
 

和
1 2

2 2
4 2 , ,n nW a a a   + +      

 
=  
 

。由上面的(6)~(10)可以看出， ( )nV C 中 

的任意两个顶点关于 ( )1 4iW i≤ ≤ 有不同的度量表示， ( )1 4iW i≤ ≤ 是 nC 的解析集。由容错解析集的定义

可知 fW 是 nC 的容错解析集。因此， ( )dim 4f nC ≤ 。由引理 1.1 和 2.1，可得 ( )dim 4f nC ≥ 。综上，当 6n ≥

时， ( )dim 4f nC = 。 

4. 凸多胞体图 nE 的容错度量维数 

首先给出凸多胞体图 nE 的定义，凸多胞体图 nE 有 5n 个点和11n条边，如图 3 所示。图 nE 的顶点集

和边集定义如下： 

( ) }{ , , , , :1 ;n i i i i iV E a b c d f i n= ≤ ≤  

( ) }{
}{

1 1 1 1

1 1 1

, , , :1

, , , , , , :1 .

n i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i

E E a a b b d d f f i n

a b b c c d d f a b b c d f i n

+ + + +

+ + +

= ≤ ≤

∪ ≤ ≤
 

 

 
Figure 3. The convex polytope graph En 

图 3. 凸多胞体图 En 

 
引理 3.1 [13] 当 6n ≥ 时，凸多胞体图 nE 的度量维数 ( )dim 3nE = 。 
定理 3.1 当 6n ≥ 时，凸多胞体图 nE 的容错度量维数 ( )dim 4f nE = 。 
证明：(1) 当 6 8n≤ ≤ 时，容易计算，凸多胞体图 nE 的容错度量基和容错度量维数如表 1 所示。 
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Table 1. The fault-tolerant metric basis and the fault-tolerant metric dimension of En where 6 ≤ n ≤ 8 
表 1. 6 ≤ n ≤ 8 时图 En 的容错度量基和容错度量维数 

n  nE 的容错度量基 ( )dim f nE  

6 { }1 3 1 6, , ,a a f f  4 

7 { }1 2 4 6, , ,a a a a  4 

8 { }1 3 5 7, , ,a a a a  4 

 

(2) 当 ( )2 1 4n s s= + ≥ 时，设
1 3

2 2
1 2, , ,n nfW a a a a   + +      

 
=  
 

。下面证明 fW 是凸多胞体图 nE 的一个容错度量

解析集。 nE 中的每个顶点关于 fW 的度量表示如下： 

 ( )

1,2 , 1, 2 , 1 2;
2 2

1, 2, 1, 3 , 3 1;
2 2 2

|
1, , 1, 3 , 2 3;

2 2 2 2 2

1, 2,
2

i f

n ni i i i i

n n ni i i i i
r a W

n n n n nn i i i i

nn i n i i

    − − − + + − ≤ ≤        

      − − − + − + ≤ ≤ +            
=

          − + − − − + + ≤ ≤ +                    

 − + − + −  
1, 3 , 4 ;

2 2
n ni i n











    − − − + ≤ ≤         

 (11) 

 ( )

,1, 1, 1 , 1 2;
2 2

, 1, 1, 3 , 3 ;
2 2 2

|
1, 1, , 3 , 1 2;

2 2 2 2

1, 2, , 2
2 2

i f

n ni i i i

n n ni i i i i
r b W

n n n nn i i i i i

n nn i n i i i

    − + + − ≤ ≤        

      − − + − + ≤ ≤            
=

        − + − − − + + ≤ ≤ +                

    − + − + − − −      
, 3 ;

2
n i n











    + ≤ ≤     

 (12) 

 ( )

2,2, , 1 , 1;
2 2

1, , 1, 3 , 2 1;
2 2 2

1, ,2, 3 , 1;
2 2 2 2

|
, 1,3,2 , 2;

2 2 2

1,

i f

n n i

n n ni i i i i

n n n ni i i
r c W

n n ni

n i n

     + =        
      + − + − + ≤ ≤ −            
        + − + ≤ ≤ +                =
      + = +            

− + 2, 1, 1 , 3 1;
2 2 2

2,2, 1, , ;
2 2

n n ni i i i n

n n i n














      − + − + − − + ≤ ≤ −             
    + =        

 (13) 
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 ( )

3,3, 1, 2 , 1;
2 2

2, 1, 2, 4 , 2 1;
2 2 2

2, 1,3, 4 , 1;
2 2 2 2

|

1, 2,4,3 , 2
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i

n n n ni i i

r d W
n n ni

    + + =        

      + + − + − + ≤ ≤ −            

        + + − + ≤ ≤ +                
=

      + + = +            
;

2, 3, 2, , 3 1;
2 2 2

3,3, 2, 1 , ;
2 2

n n nn i n i i i i n

n n i n

















      − + − + − + − + ≤ ≤ −            

    + + =        

 (14) 

 ( )

4,4, 1, 3 , 1;
2 2

3, 2, 2, 4 , 2 2;
2 2 2

3, 2,4, 4 , 1 ;
2 2 2

|

2, 3, 3,4 , 1
2 2 2

i f

n n i

n n ni i i i i

n n ni i i i

r f W
n n nn i n i i i

    + + =        

      + + − + − + ≤ ≤ −            

      + + − + − ≤ ≤            
=

     − + − + − + + ≤ ≤          
2;

2, 3, 3, 1 , 3 2;
2 2 2

4,4, 2, 1 , 1 ;
2 2

n n nn i n i i i i n

n nn i i n i n













  + 

      − + − + − + − + + ≤ ≤ −            

    − − + − + − ≤ ≤        

 (15) 

从度量表示(11)~(15)可以看出， ( )nV E 中的任意两个顶点关于集合 fW 有不同的度量表示，所以 fW

是图 nE 的解析集。从集合 fW 任意去掉一个顶点可得 fW 的四个子集，分别是
1

2
1 1 2, , nW a a a +  

 
=  
 

，

3
2

2 1 2, , nW a a a +  

 
=  
 

，
1 3

2 2
3 1, ,n nW a a a   + +      

 
=  
 

和
1 3

2 2
4 2 , ,n nW a a a   + +      

 
=  
 

。由上面的(11)~(15)可以看出 ( )nV E 中的 

任意两个顶点关于 ( )1 4iW i≤ ≤ 有不同的度量表示。 ( )1 4iW i≤ ≤ 是 nE 的解析集。由容错解析集的定义可

知 fW 是 nE 的容错解析集。因此， ( )dim 4f nE ≤ 。结合引理 1.1 和 3.1，可得 ( )dim 4f nE ≥ 。综上，当 2 1n s= +

( )4s ≥ 时， ( )dim 4f nE = 。 

(3) 当 2n s= ( )4s > 时，设
1 3

2 2
1 3, , ,n nfW a a a a   + +      

 
=  
 

。下面证明 fW 是凸多胞体图 nE 的一个容错度量解

析集。 nE 中的每个顶点关于 fW 的度量表示如下： 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.1311460


宣高闵，康娜 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.1311460 4790 应用数学进展 
 

 ( )

1,3 , 1, 3 , 1 3;
2 2

1, 3, 1, 3 , 4 1;
2 2 2

|
1, 3, 1, 3 , 2 3;

2 2 2 2 2

1, 3, 1, 3 , 4 ;
2 2 2

i f

n ni i i i i

n n ni i i i i
r a W

n n n n nn i i i i i

n n nn i n i i i i n

 − − − + + − ≤ ≤  
 − − − + − + ≤ ≤ + 
 = 
  − + − + − − − + + ≤ ≤ +  
 − + − + − − − − + ≤ ≤ 
 

 (16) 

 ( )

,3 , 1, 2 , 1 2;
2 2

, 2, 1, 3 , 3 ;
2 2 2

|
1, 2, , 3 , 1 2;

2 2 2 2

1, 3, , 2 , 3 ;
2 2 2

i f

n ni i i i i

n n ni i i i i
r b W

n n n nn i i i i i

n n nn i n i i i i n

 − − + + − ≤ ≤  
 − − + − + ≤ ≤ 
 = 
  − + − − − + + ≤ ≤ +  
 − + − + − − − + ≤ ≤ 
 

 (17) 

 ( )

1,2, 1, 1 , 1 2;
2 2

1, 1, 1, 3 , 3 1;
2 2 2

1, 1,2, 3 , 1;
2 2 2

|
1, 3, 1,2 , 2 3;

2 2 2

1, 3, 1, 1 , 4 1;
2 2 2

2,3,
2

i f

n ni i i i

n n ni i i i i

n n nn i i i i
r c W

n n nn i n i i i

n n nn i n i i i i n

n

 + − + + − ≤ ≤ 
 

 + − − + − + ≤ ≤ − 
 

 − + − − + ≤ ≤ + 
 

=
 − + − + − + + ≤ ≤ + 
 

 − + − + − + − − + ≤ ≤ − 
 

+1, 1 , ;
2
n i n

















  − =  

 (18) 

 ( )

2,3, 2, , 1 2;
2 2

2, , 2, 4 , 3 1;
2 2 2

2 , ,3, 4 , 1;
2 2 2

|
2, 4, 2,3 , 2 3;

2 2 2

2, 4, 2, , 4 1;
2 2 2

3,4, 2,
2 2

i f

n ni i i i

n n ni i i i i

n n nn i i i i
r d W

n n nn i n i i i

n n nn i n i i i i n

n n

 + − + + ≤ ≤ 
 

 + − + − + ≤ ≤ − 
 

 + − − + ≤ ≤ + 
 

=
 − + − + − + + ≤ ≤ + 
 

 − + − + − + − + ≤ ≤ − 
 

 +


, ;i n


















 = 

 (19) 
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 ( )

3,4, 2, 2 , 1 2;
2 2

3, 1, 2, 4 , 3 2;
2 2 2

2, 1,4, 4 , 1 ;
2 2 2 2

|
2, 2, 3,4 , 1 2;

2 2 2 2

2, 4, 3, 1 , 3 2;
2 2 2

4, 4,
2

i f

n ni i i

n n ni i i i i

n n n ni i i
r f W

n n n nn i i i

n n nn i n i i i i n

nn i

 + − + + ≤ ≤ 
 

 + + − + − + ≤ ≤ − 
 

 + + − + − ≤ ≤ 
 

=
 − + + − + + ≤ ≤ + 
 

 − + − + − + − + + ≤ ≤ − 
 

− + + 2, 1 , 1 ;
2
ni n i n

















  − + − ≤ ≤  

 (20) 

从度量表示(16)~(20)可以看出， ( )nV E 中的任意两个顶点关于集合 fW 有不同的度量表示，所以 fW

是图 nE 的解析集。从集合 fW 中去掉任意一个顶点可得 fW 的四个子集，分别是
1

2
1 1 3, , nW a a a +  

 
=  
 

，

3
2

2 1 3, , nW a a a +  

 
=  
 

，
1 3

2 2
3 1, ,n nW a a a   + +      

 
=  
 

和
1 3

2 2
4 3 , ,n nW a a a   + +      

 
=  
 

。由上面的(16)~(20)可以看出， ( )nV E 中 

的任意两个顶点关于 ( )1 4iW i≤ ≤ 有不同的度量表示。 ( )1 4iW i≤ ≤ 是 nE 的解析集。由容错解析集的定义

可知 fW 是 nE 的容错解析集。因此， ( )dim 4f nE ≤ 。由引理 1.1 和 3.1，可得 ( )dim 4f nE ≥ 。综上，当 2n s=

( )4s > 时， ( )dim 4f nE = 。 
定理成立。 

5. 总结 

本文通过构作凸多胞体图 nB ， nC 和 nE 的容错解析集，证明了当 6n ≥ 时凸多胞体图 nB ， nC 和 nE 的

容错度量维数都为 4。这些成果在图论和组合优化中具有一定的理论价值，并在组合优化、网络电信等方

面有重要应用。由引理 1.1 可知，图的容错度量维数大于等于图的度量维数加 1。本文证明了凸多胞体图

nB ， nC 和 nE ( )6n ≥ 的容错度量维数恰好等于其度量维数加 1。一个自然的问题是：是否存在其它凸多

胞体图，其容错度量维数大于其度量维数加 1？这将是我们今后继续研究的问题。 
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