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摘  要 

本文通过椭圆的支持函数与支撑函数间的关系，研究了一般凸集的支持函数与支撑函数之间的关系，得

到了它们之间的代数关系式。 
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Abstract 
In this paper, the relationship between the support function 1 and the support function 2 of the 
general convex set is studied through the relationship between the support function 1 and the sup-
port function 2 of the ellipse, and the algebraic relationship between them is obtained. 
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1. 引言 

凸集在几何学中占据重要地位，其对应的支持函数和支撑函数是研究凸集的重要工具。因此探讨同

一个凸集的支持函数与支撑函数之间的内在联系具有重要意义。文献[1]研究了一些凸集的支撑函数，但

都没有讨论两者之间的关系。本文基于凸集的支持函数和支撑函数的定义，通过对椭圆的支持函数与支

撑函数进行研究，得到了椭圆的支持函数和支撑函数之间的关系式，从而对任意凸集的支持函数与支撑

函数之间的关系进行了探讨。 

2. 预备知识 

设 C 为欧氏平面 2R 上一非空子集，如果当 A C∈ 和 B C∈ 时，连结 A、B 二点的线段也属于 C，则称

C 为凸集[1]。具有非空内点的凸集称为凸域；紧凸域称为凸体。 
在平面直角坐标系 xoy 中，直线 G 的法式方程为 

( ), : cos sin 0G p x y pϕ ϕ ϕ+ − = ，( 0 p≤ < +∞ ， 0 2ϕ≤ < π ) 

其中 p 表示原点到直线 G 的距离，ϕ 表示从 x 正半轴到直线 G 的法线的角。 
定义 1 [2]在平面上任意选取坐标系 xoy，自原点 O 引射线 OR，作垂直于 OR 且与 C 相遇的任一直线

( )1 1,G p ϕ ，集{ }1p 之上确界记为 p，即 

( ){ }1 1 1sup : ,p p G p Cϕ= ≠ ∅ ， 

其中记号 1G C ≠ ∅ 表示“ 1G 与 C 的交为非空”，即 1G 与 C 相交的意思。直线 ( ),G p ϕ 为 C 的支持线，

称为 C 沿ϕ 方向的支持线。函数 ( )p ϕ 称为凸集 C 的支持函数。 
定义 2 [3]设 C 为欧氏平面 2R 中的一个紧凸集，它的支撑函数 ( ) 2, :h C R R⋅ → 可以定义为 

( ) { }, max :h C C= ⋅ ∈x x y y ， 

其中 ⋅x y 表示 2R 中 x 与 y 的标准内积。由紧凸集 C 的支撑函数 ( ),h C x 的定义式可以验证它是一阶齐次

次线性的，即对于 0λ ≥ ， 2, R∈x y 有 

( ) ( ), ,h C h Cλ λ=x x ， 

( ) ( ) ( ), , ,h C h C h C+ ≤ +x y x y 。 

紧凸集由它的支持函数所唯一确定，且一个一阶齐次次线性函数唯一确定一紧凸集[4]。 
定义 1 中的支持函数是从几何上给出凸集的一个相关概论，而定义 2 中的支撑函数则是从代数上给

出凸集的一个相关概论。那么同一个凸集的支持函数和支撑函数有什么关系呢？ 
引理 1 [2] 以 2π为周期的周期函数 ( )p ϕ 是一个凸集的支持函数的充要条件是 

( ) ( ) 0p pϕ ϕ′′+ > ， ( )0 2ϕ≤ < π 。 

引理 2 [5] 若 2:h R R→ 是一个一阶齐次次线性函数，则它是紧凸集的支撑函数。 
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3. 主要结论及证明 

定理 1 若椭圆 C 的方程为 ( )
2 2

2 2 1 , 0x y a b
a b

+ = > ，自原点 O 引射线 OR，则椭圆 C 的支持函数和支撑

函数分别为 

( ) 2 2 2 2cos sinp a bϕ ϕ ϕ= + 和 ( ) 2 2 2 2,h C a x b y= +x ，且 ( ) ( )
2 2

,h C
p

x y
ϕ =

+

x
。 

其中ϕ 是由 ox 到射线 OR 的角， ( ),x y=x 是任意取定的非零方向向量。 
证明：(一) 椭圆的支持函数 
如图 1 所示，设ϕ 是由 ox 到射线 OR 的角，根据 ( ),G p ϕ 的定义可知，直线 ( ),G p ϕ 与椭圆只有一个

交点，记交点为 H。 
 

 
Figure 1. Support function 1 for ellipse 
图 1. 椭圆的支持函数 

 
1) 当 0ϕ = 或ϕ = π时，直线 ( ),G p ϕ 与椭圆的交点坐标为 ( ),0a 或 ( ),0a− ，此时 

( ) cos0 0sin 0p a aϕ = + = 或 ( ) cos 0sinp a aϕ π− + π= = 。 

2) 当
2

ϕ =
π
或

3
2

ϕ =
π
时，直线 ( ),G p ϕ 与椭圆的交点坐标为 ( )0,b 或 ( )0, b− ，此时 

( ) 0cos sin
2 2

p b bϕ = +
π
=

π
或 ( ) ( )3 30cos sin

2 2
p b bϕ = +

π
− =

π
。 

3) 当 30, , ,
2 2

ϕ π
π≠

π
时，设由 ox 到射线 OR 的角为ϕ ，直线 ( ),G p ϕ 的方程为

1
tan

y x m
ϕ

= − + 与椭圆

的交点坐标为 ( )0 0,x y ，由方程 

2 2

2 2

1 ,
tan

1

y x m

x y
a b

ϕ
 = − +

 + =

 

消去 y，得 

( )
2 2

2 2 2 2 2
2

2 0
tantan

a mab x x a m b
ϕϕ

 
+ − + − = 

 
。 

因为直线 ( ),G p ϕ 与椭圆只有一个交点，所以 
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( )
22 2

2 2 2 2
2

2 4 0
tan tan
ma ab a m b
ϕ ϕ

   
∆ = − − + ⋅ − =   

   
， 

解得 
2

2
2tan

am b
ϕ

= ± + 。 

根据支持函数的定义可得：当 ( )0,ϕ∈ π 时，
2

2
2tan

am b
ϕ

= + ； 

当 ( ),2ϕ∈ π π 时，
2

2
2tan

am b
ϕ

= − + 。 

不妨设 ( )0,ϕ∈ π ，则
2

2
2

1
tan tan

ay x b
ϕ ϕ

= − + + ， 

则由方程可得 

2
2

2

2 2

2 2

1 ,
tan tan

1

ay x b

x y
a b

ϕ ϕ


= − + +





+ =

 

解得 
2

2

0 02 2
2 2

2 2

tan ,

tan tan

a
bx y

a ab b

ϕ

ϕ ϕ

= =

+ +

。 

此时 

( )

2

2
2 2 2 2

2 2
2 2

2 2

tan cos sin cos sin

tan tan

a
bp a b

a ab b

ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

= + = +

+ +

。 

综上所述 

( )
2 2 2 2

, 0
3,

2 2
3cos sin , 0, , , .

2 2

a

bp

a b

ϕ

ϕϕ

ϕ ϕ ϕ

π
π π

π π
π

=

 == 

 + ≠


或

或  

即 

( ) 2 2 2 2cos sinp a bϕ ϕ ϕ= + 。 

(二) 椭圆的支撑函数 
设 ( ),x y=x 为任意取定的非零方向向量，根据 ( ),G p ϕ 的定义可知，直线 ( ),G p ϕ 与椭圆只有一个交

点。 
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1) 当 0,y x R≠ ∈ 时，交点坐标为

2
2

2 2
2 2 2 2

2 2

,

xa
by

x xb a b a
y y

 
 
 
 
 + + 
 

，则 

( ) ( )
2

2
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

2 2

, , ,

xa
byh C x y a x b y

x xb a b a
y y

 
 
 = ⋅ = + 
 + + 
 

x 。 

2) 当 0, 0y x= > 时，交点坐标为 ( ),0a ，则 

( ) ( ) ( ), ,0 ,0h C a x ax= ⋅ =x 。 

3) 当 0, 0y x= < 时，交点坐标为 ( ),0a− ，则 

( ) ( ) ( ), ,0 ,0h C a x ax= − ⋅ = −x 。 

综上所述 

( )
2 2 2 2 , 0,

, , 0, 0
, 0, 0.

a x b y y x R
h C ax y x

ax y x

 + ≠ ∈


=  = >
− = <

x  

即 

( ) 2 2 2 2,h C a x b y= +x 。 

由此得到椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 的支持函数和支撑函数分别为 

( ) 2 2 2 2cos sinp a bϕ ϕ ϕ= + 和 ( ) 2 2 2 2,h C a x b y= +x 。 

观察椭圆的支持函数和支撑函数，不难发现， 
当 ( ) ( ), cos ,sinx y ϕ ϕ= =x ，即 1=x 时，椭圆的支持函数和支撑函数是相等的。 
当 ( ) ( ), cos ,sinx y ϕ ϕ= ≠x ，即 1≠x 时，椭圆的支持函数和支撑函数是不相等的。 
从推导的过程可知 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

2
2

2 2
2 2 2 2

2 2

tan tancos sin , cos ,sin ,

tan tan tan tan

, , ,

a a
b bp

a a a ab b b b

xa
byh C x y

x xb a b a
y y

ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

  
  
  = + = ⋅  
  + + + +   


 
 
  = ⋅ 
 + +    

x

 

1
tan

x
yϕ

= ， ( )
2 2 2 2

cos ,sin ,x y
x y x y

ϕ ϕ
 
 =
 + + 

，有 
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( ) ( )

( )

( )

( )

2

2

2 2
2 2

2 2

2
2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

2
2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2

2 2

tan , cos ,sin

tan tan

, ,

1 , ,

,

,
.

a
bp

a ab b

xa
b x yy

x x x y x yb a b a
y y

xa
by x y

x y x xb a b a
y y

h C

x y
h C

ϕϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

 
 
 = ⋅ 
 + + 
 
 
      = ⋅   + +  + + 
 

 
 
 = ⋅ ⋅ +  + + 
 

=
+

=

x

x
x

 

所以 

( ) ( ) ( )
2 2

, ,h C h C
p

x y
ϕ = =

+

x x
x

。 

对于任意一个凸集的支持函数和支撑函数之间的关系，我们得到如下定理： 
定理 2 设 C 是欧氏平面 2R 中一紧凸集，若 C 的支持函数和支撑函数分别为 ( )p ϕ 和 ( ),h C x ，则 

( ) ( ),h C
p ϕ =

x
x

 

其中ϕ 表示由原点引出的非零向量 x 与 x 轴正向的夹角。 
证明：如图 2 所示，ϕ 表示由坐标原点 O 引出的非零向量 x 与 x 轴正向的夹角。事实上，当 x 取定

后，根据定义 1 可知， x 方向上的支持线 ( ),G p ϕ 被唯一确定。记支持线 ( ),G p ϕ 与凸集 C 的交点为 A。
若 P C∀ ∈ ，都有 ⋅ ≤ ⋅OP x OA x ，不妨记 =y OA，OA与 x 的夹角为θ  (如图 2 所示)，则支持线 ( ),G p ϕ
与凸集 C 的交点 A 的向径在 x 方向上的投影也是唯一确定的，即 

( ) prj
p prjϕ = =

y
xy

x
x

x
， C∈y ， AOBθ = ∠  

 

 
Figure 2. The support function 1 and support func-
tion 2 of the convex set 
图 2. 凸集的支持函数与支撑函数 
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根据支撑函数 ( ),h C x 定义 2 有： ( ), cosh C θ=x x y ， C∈y ， 
从而 

( ) ( )cos ,prj h C
p prj

θ
ϕ = = = =

y
xy

x
x x y x

x x x
。 

故定理得证。 
推论 1 若 C 是欧氏平面 2R 中一紧凸集，C 的支持函数和支撑函数分别为 ( )p ϕ 和 ( ),h C x ，且 x 是单

位向量，则 

( ) ( ),p h Cϕ = x 。 

本文通过研究椭圆的支持函数和支撑函数之间的关系，进一步得到了对于一般凸集的支持函数和支

撑函数之间的关系。在凸几何基础中，利用凸集的支持函数刻画了凸集的周长和面积，一个自然的问题，

能否利用凸集的支撑函数刻画凸集的周长和面积呢？这将是我们后续研究的内容。 
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