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摘  要 

本文对《抽象代数》中群的置换表示的教学进行了探讨，并将之与群的典范表示、群在集合上的作用进

行了比较。由于《抽象代数》课程的高度抽象化和逻辑化，且许多教师在《抽象代数》教学过程中对算

例本身的重视程度不足，因此本科生学习抽象代数时，其理解能力受到了很大的限制。为此，本文还提

供了一些教学用的简单算例，并在课堂利用这些算例进行教学。相比较不使用算例的教学而言，拥有算

例的抽象代数教学产生的教学成果有着明显的提升。 
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Abstract 
This paper we consider the teaching research of Abstract Algebra, and the relations of permutation 
representations of groups, canonical representations of groups, and the actions on sets. Due to the 
highly abstract and logicality of Abstract Algebra, and the insufficient emphasis placed by many 
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teachers on the examples themselves during the teaching process, undergraduate students’ under-
standing ability is greatly limited when studying abstract algebra. Thus, this article provides some 
simple examples for teaching purposes, and uses these examples for teaching in the classroom. 
Compared to teaching without using examples, teaching abstract algebra with examples has a sig-
nificant improvement in teaching outcomes. 

 
Keywords 
Abstract Algebra Teaching Research, The Group Actions on Sets, Canonical Representations,  
Permutation Representations, General Linear Groups 

 
 

Copyright © 2024 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

《抽象代数》是现代大学数学系中的必修课程之一，也是《高等代数》的后续课程。其中，群则是

《抽象代数》的最基本的概念，它是一个定义了二元运算 :G G Gµ × → ， ( )1 2 1 2, = ⋅g g g gµ 的集合，满足： 
(1) 存在 e G∈ ，使得 e gg e⋅ = ⋅ 对任意 g G∈ 成立； 
(2) 对任意 g G∈ ，存在 g G′∈ 使得 gg e g g′ ′= = ； 
(3) 对任意 1 2 3, ,g g g G∈ ，有 ( ) ( )31 32 1 2g gg g g g=⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 。 
参考[1] [2]。 
在《抽象代数》教学过程中，我们经常会提及这样一个事实：研究两个群 ( ),G G= ⋅ 和 ( ),H H=  之间

的群同态，即映射 :G Hϕ → 使得 ( ) ( ) ( )1 2 1 2g g g gϕ ϕ ϕ⋅ =  ，是研究群的基本手段之一。然而，对于刚接

触群这一概念的本科生而言，他们并没有“以映射研究集合”的这一基本数学意识。基于此，笔者将在

本文中对上述所遇到的教学难点展开一些探讨。笔者在讲授《抽象代数》时，采用的教材为[1]-[3]作为教

学过程中的辅助教材。本文所讨论的教学内容对应[1]的第一章，第 1.6 节。 

2. 群的同态与表示 

假设本科《抽象代数》的教学进度已经完成了群的讲授，即绝大部分学生已经对群有了一些基本的

认识，并能较为熟练的掌握一些简单的群，例如模 n 的剩余类群 ( ) { }, 1,2, ,n n n= + =Z Z  ，域上的 n 阶

可逆矩阵构成的一般线性群 ( )GLn  ，以及集合 { }|n t t n+ +
≤ ∈= ≤  上的全体双射构成的置换群 nS 等。 

2.1. 群的同态 

在群同态的教学过程中，笔者发现，绝大部分本科生对群同态的定义是能够理解的，并具有初步的

认识——他们能够意识到群同态是保持一种运算的映射。因此，遵循本节的假设，笔者认为，在群表示

的教学过程中，可以通过一些简单的例子强调以下两点： 
• 群的同态 :G Hϕ → 是建立两个群 G 和 H 之间的联系，并用其中一者研究另一者。具体地说，如果我

们对 G 的性质是熟知的，那么可以通过 G 研究 H；如果我们对 H 的性质是熟知的，则反过来可以通

过 H 研究 G。例 1 是笔者在教学过程中常用的算例，它是通过 G 研究 H 的一个例子，也是《抽象代

数》教学过程中，教材和许多教师使用的最经典的交换群的例子。 
• 与例 1 所要说明的观点相反，群的表示则是为了通过 H 研究 G。 
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例 1. 本例提供一个群同态 :G Hϕ → ，它是通过 G 来研究 H 的例子。 
整数集在通常的四则运算加法意义下构成的整数加群 ( ),= +  以及关于模 7n = 的剩余类加法群

( ) { }7 7 , 0,1, ,6= + =Z Z  之间的映射 ( ): n nf → ≅Z   是一个群同态。对 7Z 而言，它的元素以及元素之

间的加法运算(即模 7 的剩余类加法)本质上是通过中的元素以及元素之间的四则运算加法来刻画的。

例如，对 73,6∈Z ，其按模 7 的剩余类加法进行计算，有 3 6 2+ = 。此计算本质上分为两步：先将 7Z 的元

素 3 和 6 通过群同态 f 在中寻找一个原像，例如 3 和 6 自身(亦或者 10 和 13)；再将原像在中求和，

即 3 6 9+ =  (对应地，10 13 23+ = )；最后，将所求和的结果通过群同态 f 映射到 7Z 中(即除以 7 取余数)，
得到 ( )9 2f =  (对应地， ( ) ( ) ( ) ( )23 3 7 2 3 7 2 3 0 2 2f f f f= ⋅ + = + = ⋅ + = )。 

2.2. 群的表示 

定义 1. 设 G 是群。群 G 的一个表示(representation，也叫典范表示，canonical representation)是一个

群同态 

( )
11 1 11 1

1 1

: det: GL 0
n n

n nn n nn

nr G
a a a a

a a a a

    
    =     
    
    

→ ≠
 

     

 

 ， 

其中是一个域。 
从定义来看，群 G 的表示是为了通过一般线性群 ( )GLn  来研究 G，更直观地说，是将 G 中的元素

或者运算结构实现为矩阵或者矩阵的乘法运算。例 2 是笔者在《抽象代数》课堂上所使用的 3 个例子。 
例 2. (1) 从模 3 的剩余类加法群 3Z 到一般线性群 ( )3GL  的群同态 

( )31 3: GLr →Z  ， tt A  

是 3Z 的一个表示，其中，

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 
 
 


=


 

A 。群同态 1r 将 3Z 的单位元 0 映射为 ( )3GL  的单位元 A，将 1 和 

2 分别映为 A和 2A 。如此一来， 3Z 中的元素 { }0,1,2t∈ 被实现为 ( )3GL  中的矩阵 { }2, ,t ∈A E A A ， 3Z 上

的剩余类加法被实现为 2, ,E A A 之间的矩阵乘法。 
(2) 下面 6 个对应给出了从 3 阶置换群 3S 到一般线性群 ( )3GL  的群同态 ( )2 33: GLr S →  ： 

( )
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1
 
 =  
 
 

E ； ( ) 1 2

0 1 0
1 0 0
0

1
0 1

2 ↔

 
 =  
 
 

E ； ( ) 1 3

0 0 1
0 1 0
1

1
0 0

3 ↔

 
 =  
 
 

E ； 

( ) 2 3

1 0 0
0 0 1
0

2
1 0

3 ↔

 
 =  
 
 

E ； ( )
0 0 1
1 0 0
0 1 0

123
 
 =  
 
 

X ； ( ) 2

0 1 0
0 0 1
1 0 0

132
 
 =  
 
 

X 。 

群同态 2r 将 3S 中的所有置换实现为 ( )3GL  中的矩阵，将任意两个置换的复合被实现为 ( )3GL  中的

矩阵乘法，例如 ( ) ( ) ( )12 123 23= ，对应 1 2 2 3↔ ↔=E X E 。 
(3) 由下述对应 

( )( ) ( )( ) ( )( )3 3 31 123 132r r r= = = E ； ( )( ) ( )( ) ( )( )3 3 3

0 1
12 13 23 :

1 0
r r r  

= = = = 
 

Y  

定义的 3S 到 ( )3GL  的映射 ( )3 23: GLr S →  也是群同态。它将 3S 中的每一个奇置换映射为Y ，每一个奇
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置换映射 2 =Y E 。该表示通过一般线性群 ( )2GL  反映了这样一个事实： 3S 中的置换可以被分为两类，

一类属于 ( )3ker r ，它是所有偶置换构成的集合，也是 3S 的正规子群 3A ；另一类则是全体奇置换构成的集

合，它们由Y 的原像集 ( )1
3r
− Y 给出。 

3. 群的置换表示 

3.1. 群的置换表示 

下面定理指出，任何一个群可以视为某个置换群的子群。 
定理 1 (Cayley 定理). 对任意群 G，存在置换群 nS 的子群 T 使得G T≅ ，等价地说，总是存在一个

nG S→ 形式的群的单同态。                                                                □ 
Cayley 定理指出任何群 G 的元素可以实现为某个集合 n

+
≤ 上的双射，且群 G 上的乘法实现为这些双

射的复合。 
例 3. 在例 2 (1)中，群 3Z 的元素 0、1、2 就可以分别地实现为置换(1)、(123)、(132)所对应的双射。

3Z 上的加法运算则可以实现为这些双射的复合，例如在 3Z 中，1 2 0+ = 被实现为 ( ) ( ) ( )123 132 1= 。 

3.2. 群在集合上的作用与群的典范表示和置换表示之间的联系 

在《抽象代数》教学中，教师应当强调，群的置换表示和典范表示有着密切联系。这种联系可以通

过群在集合上的作用来联系。 
定义 2. 群 G 在集合 { }1, , nX x x=  上作用(action)是一个二元映射 

G X X× → ， ( ),g x g x⋅ ， 

使得对任意 x X∈ 以及 1 2, ,g g g G∈ ，有： 
(i) 1.x x= ； 
(ii) ( ) ( )1 2 1 2. . .g x gg g x=  (因此，可简写为 1 2.g g x )。 
进一步地，对每一个 g，群作用G X X× → 本质上是将序列 1, , nx x 映射为 ( ) ( )1 , ,

g g nx xσ σ  (其中，

:g n nσ + +
≤ ≤→  是双射)，这意味着 g 作用到 X 上本质上是引起了 X 上的一个置换 gσ 。进而有对应 

: nSGπ → ， gg σ ， 

使得 

( ) ( ) ( )
1 22 11 2 1 2gg g g gg ggπ σ σ σ π π= = = 。 

从而，π 是一个单的群同态。 
另一方面，我们知道 nS 的一组生成元是 ( ){ }1 |1j j n≤ ≤ ，每个双射 ( ) :1 n nj + +

≤ ≤→  对应 ( )GLn  中的

矩阵 1 j↔E  (即交换单位矩阵 E 的第 1 行第 j 列所得的初等矩阵)。由此可知 nS 中的所有矩阵都可以视为

若干形如 1 j↔E 的矩阵的乘积，进而存在一个形如 ( )GLn nS →  的群的单同态。于是，复合映射

( )GLnnSG
π
→ →  诱导了一个表示 ( ): GLnGπ →  。 

4. 群的典范/置换表示与群在线性空间上的作用 

根据定理 1，可知每个群 G 都有一个单的置换表示 : nSGπ → 。再者，每个置换群都有一个形如

( )GLn nS →  的典范表示，由此可知置换表示π 可以被转化为典范表示 ( ): GLnGπ →  ，如此就得到了

下述结论。 
定理 2. 任何群 G 都存在一个单的典范表示。                                             □ 
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上述定理是抽象代数中的一个经典结论，它为每个群提供了一个非平凡的典范表示。下面事实是《抽

象代数》课程教学过程中可以提及的。 
定理 3. 任意典范表示 ( ): GLnr G →  可以诱导一个群 G 在线性空间 nV ≅  上的作用G V V× → ，使

得对任意 1 2,g g G∈ ， 1 2,, V∈v v v ，以及 λ∈，有： 
(1) 1. =v v ； 
(2) ( ) ( )1 2 1 2. . .g gg g=v v ； 
(3) ( ) 12 21. . .g g g+ = +v v v v ； 
(4) ( ). .g gλ λ ⋅=v v 。 
证. 事实上，(1)和(2)是复合群在集合 V 上的作用的定义。(3)和(4)则来自典范表示 ( ): GLnr G →  ，

r 将群 G 的元素 g 映射为矩阵 ( )r g =G ，进而元素 g 对向量 V∈v 的作用就是 .g =v Gv ，从而，利用矩阵

的加法和乘法可知(3)和(4)成立。                                                            □ 
注意，笔者认为定理 3 在《抽象代数》教学中可以提及的原因在于它的结论可以对比线性空间的定

义。我们知道，域 上的线性空间 V 是一个满足下述条件的 Abel 群(例如，参考[4] [5])：对任意 ,λ µ∈，

1 2, , V∈v v v ，有： 
(1) 1 =v v ； 
(2) ( ) ( )λµ λ µ=v v ； 
(3) ( )1 2 1 2λ λ λ+ = +v v v v ； 
(4) ( )λ µ λ µ+ = +v v v 。 
因此，将 { }* \: 0=  视为群 ( )*,≅ 时，向量空间 V 本质上可以视为一个 Abel 群附带群作用 

V V× → ， . :λ λ=v v 。 

此时，可以看到此处的(1)、(2)、(3)分别对应定理 3 中的(1)、(2)、(3)。此处的(4)则是由上的加法

结构额外给出的(而群中只有一种运算，不具备此结构)。这一对比也有利于后续对环以及模的讲解(例如

[2]，第五章)。 
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