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摘  要 

填充函数法在求解全局优化问题中有广泛的应用，此方法利用目标函数的局部性质搜索局部极小点，并

通过构造填充函数避免陷入局部极小，通过极小化过程和填充过程的迭代，直到满足终止条件，得到问

题的全局极小点。本文提出了一个新的求解无约束全局优化问题的无参数填充函数，其局部极小点与目

标函数相同，能够减少算法计算量。在合理的假设条件下，证明该函数的填充性质和相关性质，并设计

相应的算法，利用经典算例进行实验，表明该算法是有效可行的。 
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Abstract 
The filled function method has a wide range of applications in solving global optimization problems. 
This method utilizes the local properties of the objective function to search for local minima, and 
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avoids getting stuck in local minima by constructing a filled function. Through the iteration of the 
minimization process and filled process until the termination condition is satisfied, the global min-
ima of the problem is obtained. In this paper, we propose a new parameter free filled function, 
whose local minima are the same as the objective function, which can reduce the computational 
complexity of the algorithm. Based on reasonable assumptions, we discuss the theoretical proper-
ties of the filled function, and develop a corresponding algorithm. Numerical experiments demon-
strate the algorithm’s effectiveness and feasibility. 
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1. 引言 

全局优化是数学优化领域中非常有意义的研究方向，近年来，随着科学技术的发展，科学和技术领

域中需要解决的问题越来越追求全局最优解，特别是在图像处理、金融规划、工程设计等领域中遇到的

很多现实问题，都可以将其转化为数学的全局优化问题进行求解。 
从算法的结构来看，全局优化算法可以分为确定性算法和随机性算法，其中确定性算法利用目标函

数的一些局部特性，并根据某种确定性策略搜索得到局部极小点，并试图跳出已获得的局部极小点而达

到全局极小点。填充函数算法是求解全局优化问题的一种确定性算法，这一概念最初是由西安交通大学

的葛人溥教授提出的[1]。 
考虑如下的无约束优化问题： 

( )min

s.t. ,n

f x

x R∈
 

其中， ( )f x 为 nR 上的二阶连续可微函数，且满足假设[1]：1) 目标函数 ( )f x 满足强制性条件，当 x →∞

时， ( )f x →∞；2) ( )f x 含有有限个局部极小值。该假设说明存在有界闭集 nX R⊂ 包含 ( )f x 的所有全

局极小点和函数值较小的局部极小点，且可认为目标函数在 X 边界上的函数值大于在其内部的函数值。 
填充函数法的基本思想如下：首先运用已有的局部极小化算法对目标函数进行运算，得到一个局部

极小点 *x ，在 *x 处构造填充函数，并对填充函数进行极小化运算，这样就能使填充函数的局部极小点 x
跳出原目标函数局部极小点 *x 所在的谷域，接着以 x 作为新的初始点，再次对目标函数进行极小化运算，

就能进入目标函数值更小的区域进行搜索，从而逐步逼近全局极小点。不断重复迭代，直到满足终止条

件，即可以当前局部极小点作为全局极小点输出。 
在文献[1]中，葛人溥教授提出一个填充函数为： 

( ) ( )

*
*

2
1, , , exp .

x x
P x x

f x
γ ρ

γ ρ

 −
 = ⋅ −
 +  

 

后续学者针对上述函数中参数选取困难和指数项会导致出现假的平稳点等不足之处，对填充函数理

论进行了一系列的研究和改进，提出了许多不含指数项的、单参数或是无参数的填充函数[2]-[14]，填充

函数的理论得到不断发展。杨永建教授等在文献[4]中提出了一种新的填充函数定义。 
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定义 1 *x 是函数 ( )f x 的当前局部极小点，函数 ( )*,P x x 称为函数 ( )f x 在局部极小点 *x 处的填充函

数，如果满足： 
1) *x 是 ( )*,P x x 的一个严格局部极大点； 
2) ( )*,P x x 在 ( ) ( ){ }* *

1 | ,S x X f x f x x x= ∈ ≥ ≠ 上没有平稳点； 
3) 如果 *x 不是全局极小点，那么 ( )f x 和 ( )*,P x x 在 ( ) ( ){ }*

2 |S x X f x f x= ∈ < 上有相同平稳点。 
定义 1 修改了文献[1]定义中峰和盆谷的概念，使得填充函数的定义更加清晰，在该定义下，当 *x 非

全局极小点，则极小化填充函数 ( )*,P x x 所得的下一个局部极小点只会出现在函数值比 ( )*f x 小的区域中，

且填充函数与目标函数有相同的局部极小点，于是在算法运行过程中可以通过极小化填充函数而不用极

小化原函数得到局部极小点，提高了算法的运行效率。本文在该定义的基础上，提出了一个新的无参数

填充函数，并设计了相应填充函数算法，证明了其有效性。 

2. 一个新的无参数填充函数 

令 ( )L P 表示目标函数 ( )f x 的所有局部极小点的集合，给出在定义 1 下的如下填充函数： 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )* * * *, arctan max 0, ,
2

P x x x x f x f x f x f xϕ ϕ = − − ⋅ − + −  
π        (1.1) 

其中 

( ) 3

,1,
, 0.

0t
t

t t
ϕ

<

≥
= 


 

下证函数 ( )*,P x x 是满足定义 2 的填充函数。 
定理 1 假设 *x 是函数 ( )f x 的一个局部极小点，则 *x 是 ( )*,P x x 的一个严格局部极大点。 
证明：因为 *x 是函数 ( )f x 的一个局部极小点，那么，存在 0δ > ，使得对任意 ( )*,x O x δ∈ 且 *x x≠

时，有 ( ) ( )*f x f x≥ ，所以有 ( ) ( )( )* 1f x f xϕ − = ，由此得到 

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

* *

* *

* * * *

, 1
2

, arctan 1
2

, , arctan 0,

P x x

P x x x x

P x x P x x x x

= +

= − − +

− = − >

π

π  

从而 *x 是 ( )*,P x x 的一个严格局部极大点，定理得证。                                      □ 
定理 2 ( )*,P x x 在 ( ) ( ){ }*

1
*| ,X f xxS f x xx∈ ≥ ≠= 上没有平稳点。 

证明：任意 1x S∈ ，有 

( ) ( )

( )

*

*
*

2* *

*, arctan
2

1

1, ,
1

x xP x x
x x

P x x x x

x x

π
+

−
∇ ⋅

−

+
=

− −

= −

−
 

又因为 *x x≠ ，由此 

( ) ( ) ( ) ( )T* *
T* *

2* *

*

2*

1,
1

0,
1

P x x
x

x x x x
x x

x x x

x x

x x

⋅∇ ⋅
− + −

−

− −
−

= − <
+ −

= −
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故对任意的 1x S∈ ， ( )*, 0P x x∇ ≠ ，定理得证。                                              □ 
注 1：当 ( ) ( )*f x f x≥ 时，由定理 2 可知 *d x x= − 是 ( )*,P x x 在 *x 处的下降方向，即 ( )T *, 0P xd x∇ < 。 
定理 3 假设函数 ( )f x 连续可微，则 ( )f x 和 ( )*,P x x 在 ( ) ( ){ }*

2 |X f xS fx x∈ <= 上有相同平稳点。 

证明：对任意 2x S∈ ， ( ) ( )* 0f x f x− < ， ( ) ( )( ) ( ) ( )( )3* * 0f x f x f x f xϕ − = − < ，则 

( ) ( ) ( )( )3* *,P fx xx f x= − ，那么 ( ) ( ) ( )( ) ( )
2* *, 3P x x f x f x f x∇ = − ⋅∇ 。则当 ( ) 0f x∇ = 时， ( )*, 0P x x∇ = ，

反之亦然。定理得证。                                                                      □ 
综上，说明式(1.1)定义的函数 ( )*,P x x 是满足定义 2 的填充函数。 
性质 1 若对任意 1 2 1,x x S∈ ，满足 ( ) ( )*

1f x f x≥ 和 ( ) ( )*
2f x f x≥ ，则 ( ) ( ) ( )* * * *

2 1,, ,x PP x xx P x x< <

的充要条件是 * *
2 1x x x x− > − 。 

证明：充分性：因为 ( ) ( )*
1f x f x≥ ， ( ) ( )*

2f x f x≥ ，由定义，得到 

( ) ( )
( ) ( )

*
1

*

*
1

*
22

arcta, n
2

arc a
2

1

1t n, .

x

P

P x x x

xx xx

−
π

= +

−=

−

+−
π

 

因 * *
2 1x x x x− > − ， 故 ( ) ( )* *

2 1,,P P xxx x< ， 又 由 定 理 2 知 ( ) ( )* * *
1, ,P x P xx x< ， 因 此

( ) ( ) ( )* * * *
2 1,, ,x PP x xx P x x< < 。 

反之，必要性显然，若 ( ) ( )* *
2 1,,P P xxx x< ，则有 ( ) ( )* *

1 2arctan 1 arctan 1
2 2

x x x x− − + < − −
π

+
π

，由 

此可得 * *
2 1x x x x− > − ，定理得证。                                                        □ 

注 2：性质 1 说明在 1S 中，填充函数 ( )*,P x x 的值离 ( )f x 当前局部极小点 *x 越远就越小，从而保证

算法运行中，能有效地跳出当前局部极小点所在的区域，避免出现重复往返搜索的现象，得到一个函数

值更小的局部极小点。 
性质 2 对任意 { }*

1 2, \xx X x∈ ，若 ( ) ( ) ( )*
1 2f x f x f x≥ > ，则 ( ) ( ) ( )* * * *

2 1,, ,x PP x xx P x x< < 。 
证明：因为 ( ) ( ) ( )*

1 2f xf xx f≥ > ，由填充函数的定义，得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

*
1

3* *
2 2

*
1, arctan

2

.

1

,

P x x x x

fP x x xf x

− −

−

π
= +

=
 

因 *
1 0x x− ≥ ， ( ) ( ) ( )*

1 2f xf xx f≥ > ，则 ( ) ( ) ( )* * * *
2 1, 0 , ,< < <x xP P x P x xx ，定理得证。       □ 

性质 3 对 ( )*,P x x 的任一个局部极小点 *
Px ，其中 * *

Px x≠ ，有 ( ) ( )* *
Pf x f x< 。 

证明：根据定理 2， ( )*,P x x 在 1S 上没有平稳点，则 ( )*,P x x 的任一局部极小点 *
Px 都在 2S 中，而根据

2S 的定义，立即得到 ( ) ( )* *
Pf x f x< 。                                                         □ 

3. 算法与数值实验 

根据上述填充函数的性质，极小化该填充函数 ( )*,P x x 得到的局部极小点同时也是目标函数 ( )f x 的

一个更好的局部极小点，于是在计算过程中就不用再对目标函数进行极小化，相比传统的填充函数算法

减少了一个循环，减少了计算量。在此基础上提出了一个新的无参数填充函数算法，称为 NPFF 算法，

具体算法如下： 
步骤 0：选取 810ε −= ，作为该算法的容许误差;选取方向 ie ， 1,2 ,,i m=  ， 2m n≥ ，其中 n 是变量的

个数；令 1k = ，表示迭代次数，记迭代次数上界为 K，可取 20K = ；选取初始点 0x X∈ 。 
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步骤 1：以 0x 为初始点，利用局部极小化算法得到目标函数 ( )f x 的一个局部极小点 *
1x 。 

步骤 2：在局部极小点 *
1x 处构造填充函数 

( ) ( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( )( )* * * *
1 1 1 1, arctan max 0, .

2
P x x x x f x f x f x f xϕ ϕ = − − ⋅ − + −  

π  

步骤 3：如果 i m≤ ，则以 *
1:k ixx eδ= + 作为初始点，应用局部极小化算法得到 ( )*

1,P x x 的局部极小点
*x ；否则，我们认为使用初始点 kx 已经找不到更好地局部极小点，终止算法，将当前极小点 *

1x 和 ( )*
1f x

作为近似全局极小点和近似全局极小值输出。 
步骤 4：如果 *x 不在 X 中，则令 : 1i i= + ，转步骤 3；否则，转步骤 5。 
步骤 5：如果 ( ) ( )* *

1f x f x< ，则令 * *
1x x= ， : 1k k= + ，转步骤 2；否则，令 : 1i i= + ，转步骤 3。 

NPFF 算法相比当前大部分填充函数算法，只需对填充函数进行极小化计算，而不需要对原函数进行

极小化计算，减小了相当一部分计算量，同时 NPFF 算法不含有参数，省略了调整参数的步骤，使得算

法的运行速度变得更快。 
对上述算法，使用 Python3.9 软件进行编程，并通过以下数值实验对 NPFF 算法的有效性进行验证。

以下是符号说明： 

0x ：目标函数局部极小化时的初始点； 
k：外循环目标函数局部极小化迭代次数； 

*
kx ：目标函数的第 k 个局部极小点； 

( )*
kf x ：目标函数第 k 个局部极小点处的局部极小值； 

T：算法运行时间。 
例 1 (Six-hump back camel function) 

( ) 2 4 6 2 4
1 1 1 1 2 2 2

1min 4 2.1 4 4
3

s.t. 3 1,23, .i

f x x x x x x x x

ix

= − + − −

=≤ ≤

+

−
 

选取若干不同初始点得到的算法运行结果如下表 1 所示： 
 

Table 1. Result of Example 1 
表 1. 算例 1 结果 

0x  k *
kx  ( )*

kf x  T 

( )1,1  1 ( )0.0898,0.7126  −1.0316 0.7248 s 

( )3,3−  1 ( )1.7036, 0.7961− −  −0.2154  

 2 ( )0.0898, 0.7126− −  −1.0316 0.7554 s 

( )3, 3− −  1 ( )1.6071,0.5686−  2.1042  

 2 ( )0.0898, 0.7126− −  −1.0316 0.7262 s 

 
通过选取三个不同初始点，得到全局最优解为 ( )* 0.0898, 0.7126x = − − 和 ( )0.0898,0.7126 ，全局极小

值为 * 1.0316f = − 。 
例 2 (Two-dimensional Rastrigin function) 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2min cos 18 co

s.t
s 18

2 , .. 12, 2i

f x x x x
x

x
i

= + − −

− =≤ ≤
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选取若干不同初始点得到的算法运行结果如下表 2 所示： 
 

Table 2. Result of Example 2 
表 2. 算例 2 结果 

0x  k *
kx  ( )*

kf x  T 

( )1,1  1 ( )1.0407, 1.0407−  0.1791  

 2 ( )14 003.63 ,1.04e e+−−  −0.9101  

 3 ( )17 147.65 , 4.92e e− −− −  −2.0 0.0986 s 

( )2,2  1 ( )1.0407,2.0814  3.4493  

 2 ( )10 004.59 ,2.08e e− +−  2.3594  

 3 ( )10 003.29 ,1.04e e− +−  −0.9101  

 4 ( )12 102.07 , 4.59e e− −−  −2.0 0.0871 s 

( )1, 2−  1 ( )1.0407, 1.0407−  0.1791  

 2 ( )14 014.22 , 6.93e e− −− −  −1.5156  

 3 ( )11 101.09 ,1.62e e− −  −2.0 0.0935 s 

 
通过选取三个不同初始点，均算得该问题的全局极小值为 * 2.0f = − 。 
例 3 (Three-hump back camel function) 

( ) 2 4 6 2
1 1 1 1 2 2

1min 2 1.05
6

s.t. 3 1,23, .i

f x x x x x x x

ix

= − + − +

− =≤ ≤
 

选取若干不同初始点得到的算法运行结果如下表 3 所示： 
 

Table 3. Result of Example 3 
表 3. 算例 3 结果 

0x  k *
kx  ( )*

kf x  T 

( )1,1  1 ( )12 126.44 ,2.80e e− −  237.28e−  0.2773 s 

( )3,1  1 ( )1.7475,0.8737  0.2986  

 2 ( )16 171.29 ,3.51e e−−−  322.02e−  0.4381 s 

( )3,2−  1 ( )1.7475, 0.8737− −  0.2986  

 2 ( )17173.32 ,9.01e e−−  337.33e−  0.3742 s 

 
通过选取三个不同初始点，均算得该问题的全局极小值为 * 0f = 。 
例 4 (n-dimensional function) 

( ) ( ) ( ) ( )22
1min 10sin 1

s.t. 10 1,2,10, , .

n

i

x

x n

f x g x x
n

i

 = + + −
=≤ ≤−

π
π
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其中 ( ) ( ) ( ){ }
1 2 2

1
1

1 1 10sin
n

i i
i

g x xx
−

+
=

 = − + π ∑ 。选取不同 n 的值得到的算法运行结果如下表 4 所示： 

 
Table 4. Result of Example 4 
表 4. 算例 4 结果 

n 0x  *
kx  ( )*

kf x  T 

3 ( )2,2,2  ( )1.00,1.00,1.00  166.31e−  0.62 s 

5 ( )2,2,2,2,2  ( )1.00,0.99,1.001.00,0.99  154.31e−  0.77 s 

8 ( )3,3,3,3,3,3,3,3  ( )0.99,1.00,1.00,1.001.00,1.00,0.99,1.00  163.66e−  1.24 s 

 
通过选取 3,5,8n = 三个维度的初始点，均能算得该问题全局极小值为 * 0f = 。 

4. 结语 

本文提出的填充函数与原目标函数有相同的局部极小点，省去了以往填充函数算法中需要重新计算

目标函数局部极小点的过程，并且不含参数，省去了参数调节的过程，所构造的填充函数算法形式简单，

便于计算。数值算例的结果表明该算法是有效可行的，在此基础上，可以将其与机器学习算法结合，进

行进一步的理论探讨与应用研究。 
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