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摘  要 

本文研究了具有气体注入的高超音速边界层流动和传热规律。考虑了气体注入强度对边界层流动和传热

的影响，建立了具有气体注入的高超音速边界层流动和传热控制方程。通过合适的相似变换将偏微分控

制方程转化为常微分方程组，同时利用同伦分析法获得了常微分方程组的解。绘图讨论了注入参数对速

度场和温度场的影响。 
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Abstract 
This paper investigates the flow and heat transfer laws of hypersonic boundary layer with gas in-
jection. Considering the influence of gas injection intensity on boundary layer flow and heat transfer, 
a control equation for hypersonic boundary layer flow and heat transfer with gas injection was 
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established. By using appropriate similarity transformations, the partial differential control equa-
tions were transformed into a system of ordinary differential equations, and the solution of the sys-
tem of ordinary differential equations was obtained using homotopy analysis. The graph discusses 
the influence of injection parameters on velocity and temperature fields. 
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1. 引言 

高超音速技术在巩固国防安全方面具有重要价值。世界各国都在加紧研制飞行速度更快、飞行距离

更长、响应时间更短、突防能力更强的高超音速飞行器。在高超音速飞行过程中，飞行器周围的空气由

于受到强烈的压缩而出现高温，这是气动加热的主要来源。气动热会引起热应力、热应变和材料腐蚀，

使飞机内部温度升高，从而恶化机舱内的工作环境。目前，利用注入方式解决热防护问题的研究已经取

得了初步进展[1] [2]。Lysenko 等人[3]对超音速边界层中注入重质气体对层流–湍流过渡影响进行了实验

研究。Lushchik 等人[4]研究了可渗透板边界层中的温度恢复因子。Mustafa [5]对多孔板发汗冷却的传热

问题进行了研究。以空气为热气流，水为冷却剂数值研究了热气流雷诺数、空气进口温度和水质量流量

对多孔板壁温的影响。随后，Wang [6]等人研究了低速引射对高超音速飞行器气动加热的影响，讨论了引

射孔结构、迎角和引射速度对边界层流场的影响，得到了不同引射孔结构下的壁面热流。Kichatov 等人

[7]研究了气体冷却剂温度对超音速多孔壁发热冷却的影响。最近，Makarova [8]等人数值研究了 Pr < 1 时

层流可压缩气体在可渗透表面的传热特性。Gaponov 和 Smorodsky [9]研究了 C10H8 升华表面超音速边界

层的稳定性，建立了考虑升华物质蒸汽的边界层控制方程。随后，Gaponov 等人[10]对 C10H8升华表面超

音速边界层进行了数值模拟，计算了马赫数 M = 2 时的超音速边界层参数。结果表明，表面材料升华后，

进入飞行器的热流密度降低。 
虽然注入式热防护问题的研究已经受到广泛关注，但气体注入的高超音速可渗透表面边界层的流动

和传热分析的数值研究还很少涉及。因此，基于以上研究进展，本文建立了气体注入条件下的边界层流

动和传热控制方程，通过合适的相似变换将非线性偏微分方程转换成常微分方程，并通过通论分析法

(HAM) [11] [12]求得常微分方程的近似解析解，并且通过绘图讨论相关参数对速度场和温度场的影响。 

2. 控制方程 

考虑由多孔平板注入低温气体，降低高超音速导致的气动热问题，如图 1 所示。壁面处注入的质量

流率为(ρv)w，壁面温度为 Tw，假设压强为常数，根据质量守恒，动量守恒和能量守恒定律，二维可压缩

高超音速可渗透表面的边界层流动和传热控制方程如下： 

( ) ( ) 0,
u v

x y
ρ ρ∂ ∂

+ =
∂ ∂

                                     (1) 

( ) ,u u uu v T
x y y y

ρ ρ µ
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
                                (2) 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2024.1312495
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


马源，张艳 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.1312495 5131 应用数学进展 
 

 
Figure 1. Schematic of the physical model 
图 1. 物理模型示意图 

 

( ) ( )
2

,p p
T T u Tc u c v T k T
x y y y y

ρ ρ µ
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
                        (3) 

边界条件如下： 

( ) ( ) ( )0 : 0,  ,  ,p ww w

Ty u v v k c v T T
y

ρ ρ ρ∂
= = = = −

∂
                       (4) 

:  ,  ,e ey u u T T→∞ = =                                     (5) 

其中 u 和 v 分别为 x 和 y 方向上的速度分量，ρ为流体的密度，T 为流体的温度。Μ、k 和 Cp分别表示粘

度，导热系数和定压比热容。下标标热表示边界层外缘的气体值，可由无穷远处的气体流动参数确定。 
引入 Illingworth 相似变换： 

( ) ( ) ( )
0

,  2 , d , .
2

y
e e e

e e e
e e w e

u T Tx y f u x y
x T T

ρ ρψ η ρ µ η θ η
µ ρ

−
= = =

−∫                  (6) 

其中 ψ为流函数，η为无量纲自变量，f(η)为无量纲速度函数，θ(η)为无量纲温度函数。流函数 ψ自动满

足连续性方程(1)且被定义为： 

,u v
y x
ψ ψ∂ ∂

= = −
∂ ∂

                                     (7) 

通过相似变换，可以得到化简后的常微分方程和边界条件： 

( )1 0,C f ff′′′ ′′+ =                                       (8) 

( ) ( ) ( )22
2 11 0,Prf C PrM C fθ θ γ′′ ′ ′′+ + − =                          (9) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

0 : 0 ,  0 0,  0 1 0 0,SPrf S f
C

η θ θ′ ′= = − = + − =                  (10) 

( ) ( ):  1,  0,fη θ′→∞ ∞ = ∞ =                             (11) 

其中 1 e eC ρµ ρ µ= ， 2 / e ekC kρ ρ= ， e p ePr c kµ= ， ( )e w eM u T T Rγ= − ， p vc cγ = ， 2w xS j Re= 。 
壁面热流可以通过热传导公式得到： 

,w
y w

Tq k
y =

∂
= −

∂
                                     (12) 

将相似解的结果代入式(12)，得到热流密度： 
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uTq k C k T
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∂ ∂ ′= − = −
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                       (13) 

壁面摩擦系数 Cfx和剪切应力 τw的定义如下： 

( )2
1

10 ,
2w e e

xw

u C u f
y Re

τ µ ρ
 ∂ ′′= = ∂ 

                          (14) 

( )2
1 2

1
2 2 0 .w

fx x
e e

C eC f R
u
τ

ρ
−′′= =                              (15) 

3. 同伦分析方法(HAM) 

利用同伦分析方法求解常微分方程边值问题(8)~(11)。假设基函数为：{ }e , 0,1,2, ; 0,1,2,n k n kηη − = =  ，

( ) ( ),f η θ η 可表示为： 

( ) ( )
0 0 0 0

e ,  e ,k n k k n k
n n

k n k n
f a bη ηη η θ η η

+∞ +∞ +∞ +∞
− −

= = = =

= =∑∑ ∑∑                       (16) 

其中
k
na 和

k
nb 是未知常数。初始猜测 ( )0f η 和 ( )0θ η 由下式给出： 

( )0 0
2

1 e ,  e ,SPrf S
C SPr

η ηη θ− −= − + + + =
+

                       (17) 

辅助线性运算符定义为： 
3 2 2

3 2 2,  ,f
f fL Lθ

θ θ
ηη η η

∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂∂ ∂ ∂
                            (18) 

满足： 

( ) ( )1 2 3 4 5e 0,  e 0,fL c c c L c cη η
θη − −+ + = + =                          (19) 

其中 ( )1,2,3,4,5ic i = 是任意常数。非线性算子表示为： 

( )
3 2

1 3 2;  ,f
F FN F q C Fη
η η
∂ ∂

= +   ∂ ∂
                             (20) 

( ) ( )
22 2

2
2 12 2;  1 ,FN q PrF C PrMa Cθ η γ

η η η
 ∂Θ ∂ Θ ∂

Θ = + + −     ∂ ∂ ∂ 
                   (21) 

m 阶变形问题由下式给出： 

( ) ( ) ( ) ( )1 , ,f m m m f f f mL f f h Hη χ η η η−− = ℜ                          (22) 

( ) ( ) ( ) ( )1 , ,m m m mL h Hθ θ θ θθ η χ θ η η η−− = ℜ                           (23) 

满足边界条件： 
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根据 Liao [11]提出的解的表达式规则和收敛性，选择辅助函数和为： 

( ) ( ) e ,fH H η
θη η −= =                                (29) 

通过求解 m 阶变形方程，可以得到近似解析解。 

4. 结果与讨论 

运用同伦分析方法(HAM) [12] [13]求得动量方程和能量方程的近似解析解，根据图表分别讨论相关

参数对速度场和温度场的影响。为了验证结果的有效性，表 1 给出了 η 取不同值时 ( )f η′ 的对比结果。

由此可见，结果与文献具有很好的一致性。 
 

Table 1. Comparison of ( )f η′  with different values of η 

表 1. 当 η取不同值时， ( )f η′ 值的比较 

( )f η′  

η Blasius [14] Present results 

0.2 0.2656 0.2652 

0.4 0.5294 0.5290 

0.6 0.7876 0.7872 

 
解的收敛区域由 hf和 hθ的值决定。为了找到合适的辅助参数值，用图 2 所示的十阶近似获得了 h 曲

线。hf和 hθ的取值范围是 3 0.5fh− ≤ ≤ − ， 3.5 1hθ− ≤ ≤ − 。 
 

 
(a)                                                (b) 

Figure 2. The h-curves of ( )0f ′′  and ( )0θ′  using the 10th-order HAM approximation 

图 2. 10 阶 HAM 近似 ( )0f ′′ 和 ( )0θ′ 的 h 曲线 
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当 1.5fh = − 和 1.5hθ = − 时，收敛级数解可在整个 η区域上得到。图 3、图 4 分别给出了注入参数 S
对速度场和温度场的影响。从图 3 中可以发现，注入气体可以减小边界层内的速度，同时速度随着注入

参数 S 的增大而逐渐减小。图 4 给出了不同的注入参数 S 对温度场的影响，可以看出，注入参数的影响

主要是在壁面附近，注入参数越大壁面温度越低。 
 

 
Figure 3. Influence of parameter S on velocity 
图 3. 注入参数 S 对速度的影响 

 

 
Figure 4. Influence of parameter S on temperature 
图 4. 注入参数 S 对温度的影响 

5. 结论 

本文建立了考虑气体注入的高超音速可渗透表面边界层流动和传热的控制方程，运用同伦分析方法

(HAM)求得微分方程的近似解析解。通过与文献中结果的对比，验证了方法的有效性。画图讨论了相关

参数对速度场和温度场的影响。结果表明，速度曲线和温度曲线随注入参数 S 的增大而减小，气体注入

减小了边界层内的速度和壁面温度。 
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