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摘  要 

本文拟在三维光滑有界区域Ω中，考虑一类稳态非牛顿化学活性流体运动方程组的第一边值问题。在外

力项某一范数适当小的条件下，用迭代方法证明了当指数 p1 2< < 时方程组正则解的存在唯一性。 
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Abstract 
In this paper, we consider the first boundary value problem for a class of steady non-Newtonian 
chemically active fluid equations in a three-dimensional smooth bounded domain Ω. When expo-
nent p1 2< < , the existence and uniqueness of the regular solutions for the problem was proved 
by iterative method under the condition that the norm of the external force term is properly small. 
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1. 引言 

热溶质对流，又称双扩散流，是指浮力仅由温度梯度和浓度梯度同时产生的密度差异引起的流动，

在海洋学、大气科学和研究恒星大气不稳定性等不同领域有许多应用。自然界中有许多热溶质对流的例

子，例如，在海洋学中，水流可以由热和盐度梯度共同驱动，由此产生的热溶质对流已被证明会导致盐

泉和盐指的形成。自然界中热溶质对流的其他例子包括地壳中的地幔流动和由温度和水浓度差异驱动的

大气流动。对于牛顿不可压缩流体，Boussinesq 模型假设密度随温度和浓度在 Navier-Stokes 动量方程的

波动项中呈线性变化，加上温度和浓度的输运方程，得到一个紧密耦合的高度非线性偏微分方程组。 
[1]证明了一个化学活性流体运动的强局部解的存在唯一性并得到了解的估计。随后，[2]基于一个标

准 Galerkin 近似方程组的完整系统证明了前文所得解的经典正则性。[3]证明了 ( )2n n ≥ 上有界区域上化

学活性流体运动的弱解的存在性。[4]利用谱 Galerkin 方法，在不假设外力随时间衰减的情况下，证明了

化学反应流体运动的强解在时间上的整体存在性，并得到了解的一致时间估计。[5]证明了 Navier-Stokes
耦合系统和反应扩散方程(温度和质量分数)的整体解的存在性。 

当不考虑温度变化(即 0T = )时，[6]研究了非牛顿不可压缩化学反应流体的非定常运动的非线性偏微

分方程组，证明了非稳态模型整体弱解的存在性。当化学反应不发生时(即 0ψ = )，方程组退化成为非牛

顿Boussinesq系统。由于Boussinesq方程组中温度和速度耦合所产生的困难，所以与不可压非牛顿流体相

比，有关这类方程组各类初边值问题解的研究还较少。[7]研究了一类修正的Boussinesq近似的周期初值

问题和初值问题，对于 ( )2 2p n n> + 证明了其弱解的存在性，唯一性和正则性。随后，[8]证明了 2p ≥ 时

弱解的存在性，以及 ( ) ( )1 2 2p n n> + + 时弱解的唯一性及正则性。[9]考虑一类稳态不可压缩非牛顿

Boussinesq方程组的第一边值问题。在外力项某一范数适当小的条件下，证明了当指数 ( )1,2p∈ 时方程组

正则解的存在唯一性。[10]在三维空间中讨论一类各向异性非牛顿Boussinesq方程组的初边值问题，证明

了弱解的存在性。[11]在三维光滑有界区域中研究了奇异情况下的非牛顿Boussinesq方程组的周期初边值

问题，在外力项适当小的情况下，证明了正则解的存在性。目前，关于Boussinesq方程组的研究主要集中

在牛顿流体，关于非牛顿Boussinesq方程组的研究还比较少。 
本文拟在三维光滑有界区域Ω 中考虑一类非牛顿化学活性流体方程组正则解的存在唯一性，在

Oberbeck-Boussinesq 下，该类模型可描述如下： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2
1

2

3

11 ,   ,

,                                                                                              ,

,                   

p
T c cdiv Du Du P u u T T g Q x

T u T Q x

D u Q

ψν β β ψ ψ
ρ

α

ψ ψ

−   − + + ∇ + ⋅∇ = − + − + ∈Ω   

− ∆ + ⋅∇ = ∈Ω

− ∆ + ⋅∇ =                                                                          ,
 0,                                                                                                                  

x
div u x

∈Ω

= ∈ ,
0, 0, 0.u T ψ

∂Ω ∂Ω ∂Ω







 Ω


= = =

       (1) 

这里1 2p< < ， ( )T 2Du u u= ∇ +∇ ，未知函数 ( ) 3
1 2 3, ,u u u u= ∈ 为流体速度，P∈为压力，T ∈

为反应物–产物混合物的温度，ψ ∈为一步不可逆放热反应中反应物的浓度。 ( )1Q x ， ( )2Q x ， ( )3Q x 及

( )g x 是给定源函数(通常，g ge= ，其中 g 是自由落体加速度， ( )0,0,1e = )。 cT 和 cψ 为特征温度和浓度，
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ν 为运动粘度， ρ 为平均密度，D 为扩散系数， ρ 为导热系数。假设 Tβ ， cT ， ψβ 和 cψ 为常数。 

2. 预备知识与主要结论 

本文用 ( )( )1qL qΩ < < ∞ 表示通常的Lebesgue空间，其范数表示为 ,q Ω
⋅ ， ( ).m qW Ω 表示通常的 Sobolev

空间，其范数表示为 , ;m q Ω
⋅ ；空间 ( ),

0
m qW Ω 表示 ( )0C∞ Ω 在范数 , ;m q Ω

⋅ 意义下的闭包； ( )1,
0

qW − Ω 表示

( ),
0
m qW Ω 的对偶空间，其范数表示为 1, ;q− Ω

⋅ ；令 ( ){ }, 0oM u u C divu∞∈ Ω = ，用 ( )qV Ω 表示 M 在范数 1,q⋅

意义下的闭包，特别地，当 2q = 时，简记为 V。用 ( ) ( )( ), , 0,1mC mγ γ+Ω ∈ ∈ 表示通常意义下的 Hölder

空间，其上范数表示为 ( ),mC γ Ω
⋅ 。 

定义 1 如果以下积分等式成立： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1

1 d d

d d ,    ,

p
T c cDu DuD x T T g x

Q x u u x V

ψν ϕ β β ψ ψ ϕ

ϕ ϕ ϕ

−

Ω Ω

Ω Ω

 + = − + − 

+ − ⋅∇ ⋅ ∀ ∈ Ω

∫ ∫
∫ ∫

              (2) 

( ) ( )2 0d d d ,    ,T x u T x Q x Cα η η η η ∞

Ω Ω Ω
∇ ⋅∇ = − ⋅∇ ⋅ + ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫                (3) 

( ) ( )3 0d d d ,    ,D x u x Q x Cψ φ ψ φ φ φ ∞

Ω Ω Ω
∇ ⋅∇ = − ⋅∇ ⋅ + ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫                 (4) 

则称 qu V∈ ， ( )1,2
0T W∈ Ω ， ( )1,2

0Wψ ∈ Ω 为问题(1)的弱解。 

注 1 应用 deRham 定理[12]，下文把 ( ), ,u T ψ 和 ( ), , ,u P T ψ 都称为问题(1)的解。 

引理 1 [13]对任意 1q ≥ ，存在常数 3c ，使对所有 ( )qv V∈ Ω ，成立 3q q qv v c Dv+ ∇ ≤ 。 

引理 2 [14]若 g 满足 ( )1,qg W −∇ ∈ Ω ，则 ( )qg L∈ Ω ，
#

4 1,qL qg c g
−

≤ ∇ ，其中 # /q qL L= 。 

引理 3 [15]对任意给定实数 , 0ξ η ≥ 及1 2p< < ，成立不等式： 

( ) ( )
( )2 2

1 1 2
1 1p p p ξ η

ξ η− −− ≤ − −
+ +

. 

引理 4 [16]对任意张量 D，定义 ( ) ( ) 2
1

p
S D D D

−
≡ + ，则有常数 5c ，使对任意一对张量 1D 和 2D ，有： 

( ) ( )( ) ( )
( )

2
1 2

1 2 1 2 5 2
1 21

p

D D
S D S D D D c

D D
−

−
− ⋅ − ≥

+ +
. 

本文的主要结论如下： 

定理 1 假设 ( )1,2p∈ ， 3r > ， 3q > ， 0 1 3 qγ = − 。设 3Ω∈ 是光滑有界域， ( )1, qg Q L∈ Ω ， 

( )2
2 3,Q Q L∈ Ω 。若 qg ， 1 qQ ， 2 2Q ， 3 2

Q 足够小，且满足(6)及(21)，那么问题(1)至少有一个解 

( ), , ,u P T ψ 使得 ( )1,u C γ∈ Ω ， ( )0,P C γ∈ Ω ， ( )2,2T W∈ Ω ， ( )2,2Wψ ∈ Ω ，并且 

( ) ( )1, 0, 1 2 42,2 2,2 2 3 42 22 2 22 .C C q qu P T K Q Q Q gK K Kγ γ ψ
Ω Ω

+ ++ + + +≤  

其中 K，K2，K3，K4是正常数。此外，若
6 2
5

p< < ，解是唯一的。 

3. 定理 1 的证明 

3.1. 近似解的构造与一致估计 

首先，令 1 1 1 1 0u P T ψ− − − −= = = = ，对 0m ≥ ，寻求 ( ), , ,m m m mu P T ψ 满足如下边值问题： 
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( ) ( ) ( ) ( )
( )

21 1 1
1

1 1
2

11 ,   ,

,                                                                                                       ,

pm m m m m m m
T c c

m m m

div Du Du P T T g Q u u x

T u T Q x

ψν β β ψ ψ
ρ

α

−
− − −

− −

   − + + ∇ = − + − + − ⋅∇ ∈Ω   

− ∆ = − ⋅∇ + ∈Ω

− ( )1 1
3 ,                                                                                                     ,

 0,                                                                    

m m m

m

D u Q x

div u

ψ ψ− −∆ = − ⋅∇ + ∈Ω

=                                                                    ,

0, 0, 0.m m m

x

u T ψ
∂Ω ∂Ω ∂Ω








 ∈Ω
 = = =

 (5) 

命题 1 假设 ( )1,2p∈ ， 3q > ， 0 1 3 qγ = − ，Ω是光滑有界域， ( )1, qg Q L∈ Ω ， ( )2
2 3,Q Q L∈ Ω 。则对

m∀ ∈，问题(5)均存在弱解 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 0, 2,2 2,2
0, , , ,m m m mu P T C C W Wγ γψ γ γ∈ Ω × Ω × Ω × Ω ∀ < 。 

进一步，若 qg ， 1 qQ ， 2 2Q ， 3 2
Q 满足 

1qg < ， 1 22 3 42 3 2
1

1
4q qK Q Q QK

K
gK K+ + + <                     (6) 

则对 m∀ ∈有： 

1, 0,0 0 2 3 42 21 2 3( ) ( ) 2,2 2,2
22 2 2mm m m

q qC C
u P K K KT K Q Q Q gγ γ ψ

Ω Ω
+ +≤ ++ + + .     (7) 

证明 令 1, 0,0 0 2,2 2,2

m m m m
m C C

I u P Tγ γ ψ= + + + . 

首先，显然 0T 满足 

0
2

0

,   ,

0.

T Q x

T

α

∂Ω

− ∆ = ∈Ω


=
 

其中 ( )2
2Q L∈ Ω 。因此由椭圆型方程理论可知，该问题存在解 ( )0 2,2T W∈ Ω ，且有 

0 2
2 22,2

cT Q
α

≤                                     (8) 

其次，函数 0ψ 满足 

0
3

0

,   ,

0.

D Q xψ

ψ
∂Ω

− ∆ = ∈Ω


=
 

其中 ( )2
3Q L∈ Ω 。同理可知存在解 ( )0 2,2Wψ ∈ Ω ，并且 

0 2
3 22,2

c Q
D

ψ ≤                                      (9) 

然后，函数 0u 满足 

( ) ( )0 0 0 0
1

0

0

1 ,   ,

 0,                                                                         ,

0.

T c cu P T T g Q x

div u x

u

ψν β β ψ ψ
ρ

∂Ω

  − ∆ + ∇ = − + − + ∈Ω  

 = ∈Ω
 =

 

其中 ( )qg L∈ Ω ， ( )1
qQ L∈ Ω 。由于 

( ) ( ) ( )0 0 0 0
1 12,2 2,2

,T c c T T c cq q q qq
T T g Q C T g C g T g Qψ ψ ψβ β ψ ψ β β ψ β β ψ − + − + ≤ + + + +   
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从而 ( ) ( ) ( )0 0
1

q
T c cT g Q Lψβ θ β ψ ψ − + − + ∈ Ω  ，由文献 [15]中的定理 3.1 知，该问题存在解

( ) ( ) ( )0 01, 0,0 0,u P C Cγ γ∈ Ω × Ω ，且满足如下估计 

( ) ( )

( )

1, 0,0 0

0 0 0 0
0 11,2

0 0
0 11,2 2,2 2,2

,

T c cC C q

T T c cq q q q

u P c u T T g Q

c u C T g C g T g Q

γ γ ψ

ψ ψ

β β ψ ψ

β β ψ β β ψ

  + ≤ + − + − +   
 ≤ + + + + +  





   (10) 

其中 1 , 21c c r>= > 。 

对上述方程组中第一个等式两端同乘 0u ，并在Ω上积分可得 

( ) ( )20 0 0 0 0
1d d dT c cDu x T T g u x Q u xψν β β ψ ψ

Ω Ω Ω
 = − + − ⋅ + ⋅ ∫ ∫ ∫ . 

由引理 1 及 Hölder 不等式，有 

2 2 20 0 0
22 1,2
3

dDu x Du u
c
νν ν

Ω
= ≥∫ ， 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0

2,2 2,2 1,2
dT c c T T c cq q qT T g u x C T g C g T g uψ ψ ψβ β ψ ψ β β ψ β β ψ

Ω
  − + − ⋅ ≤ + + +    ∫ ， 

0 0 0
1 1 12 2 1,2

d qQ u x Q u Q u
Ω

⋅ ≤ ≤∫ . 

联立不等式，可得 

( )
2

0 0 03
11,2 2,2 2,2T T c cq q q q

cu C T g C g T g Qψ ψβ β ψ β β ψ
ν
 ≤ + + + +  

. 

代入(10)中，可以得到 

( )1, 0,0 0

2
20 0 3 2

1 2 3 11 .T
T c cq q q q qqC C

Ccc Ccu P c Q g Q g T g Q
Dγ γ

ψ
ψ

ββ
β β ψ

ν α
   

+ ≤ + + + + +   
  

 (11) 

最后，结合式(8)，(9)及(11)可得 

1, 0,0 0

0 0 0 0
0 2,2 2,2

2 2
23 32 2 2

1 2 3 1 1 2 32 22 2
1 1 .

C C

T
T c c q q

I u P

Ccc cCc c cc Q Q T g c Q Q Q
D

T

D

γ γ

ψ
ψ

ψ

ββ
β β ψ

ν α ν α

= + + +

    
≤ + + + + + + + +    

    

 (12) 

设 1m ≥ ，假设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 0, 2,2 2,2, , ,m m m mu P T C C W Wγ γψ ∈ Ω × Ω × Ω × Ω 是问题(5)的解。 

对 1m + ，由于 ( )2,2mT W∈ Ω ， ( )1,mu C γ∈ Ω ， ( )2
2Q L∈ Ω ，可得到估计 ( ) 1, 0 2,22

m m m m
C

u T C u Tγ⋅∇ ≤ ，

从而有 ( ) ( )2
2

1 1m mu T Q L
α α

− ⋅∇ + ∈ Ω 。从而由椭圆型方程理论可知，问题 

( )1
2

1

,   ,

0.

m m m

m

T u T Q x

T

α +

+

∂Ω

− ∆ = − ⋅∇ + ∈Ω


=
 

存在解 ( )1 2,2mT W+ ∈ Ω ，且有 

( ) ( )1, 0

1 2 2
2 2 22,2 2,2

2

1 .m m m m m
C

Q cT c u T C u T Qγα α α
+ ≤ − ⋅∇ + ≤ +             (13) 

然后，对于边值问题 
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( )1
3

1

,   ,

0,

m m m

m

D u Q xψ ψ

ψ

+

+

∂Ω

− ∆ = − ⋅∇ + ∈Ω


=
 

同样可得弱解 ( )1 2,2m Wψ + ∈ Ω ，使得 

( )1, 0

1 2
3 22,2 2,2

.m m m
C

c C u Q
D γψ ψ+ ≤ +                          (14) 

接着，由于 ( )qg L∈ Ω ， ( )1
qQ L∈ Ω ，而 

( ) ( ) ( )

( ) 1, 0

1 1
1

21 1
12,2 2,2

,

m m m m
T c c

q

m m m
T T c cq q q q C

T T g Q u u

C T g C g T g Q C u γ

ψ

ψ ψ

β β ψ ψ

β β ψ β β ψ

+ +

+ +

 − + − + + ⋅∇ 

≤ + + + + +
 

从而 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

m m m m q
T c cT T g Q u u Lψβ β ψ ψ+ + − + − + − ⋅∇ ∈ Ω  。由文献[15]可知，问题 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 1
1

1

11 ,   ,

 0,                                                                                                                    

pm m m m m m m
T c c

m

div Du Du P T T g Q u u x

div u

ψν β β ψ ψ
ρ

−
+ + + +

+

   − + + ∇ = − + − + − ⋅∇ ∈Ω   

=
1

                   ,

0.m

x

u +

∂Ω




 ∈Ω
 =

 

有弱解 ( ) ( ) ( )1 1 1, 0,,m mu P C Cγ γ+ + ∈ Ω × Ω ，且有 

( ) ( ) ( )

( )( )

1, 0,0 0

1, 0

1 1

1 1 1
11,2

21 1 1
11,2 2,2 2,2

.

m m
C C

m m m m m
T c c

q

m m m m
T T c cq q q q C

u P

c u T T g Q u u

c u C T g C g T g Q C u

γ γ

γ

ψ

ψ ψ

β β ψ ψ

β β ψ β β ψ

+ +

+ + +

+ + +

+

  ≤ + − + − + − ⋅∇   

≤ + + + + + +





    (15) 

其中 ( )1, 01 11 , 1, 2
r

m
C

c c u c rγ= + > > 。 

对上述方程组的第一个等式两边同乘 1mu + ，并在Ω上积分可得 

( )
( ) ( ) ( )

2 21

1 1 1 1 1
1

1 d

d d d .

pm m

m m m m m m m
T c c

Du Du x

T T gu x Q u x u u u xψ

ν

β β ψ ψ

−
+

Ω

+ + + + +

Ω Ω Ω

+

 = − + − + − ⋅∇ ⋅ 

∫
∫ ∫ ∫

 

由引理 1，可得 

( ) ( ) ( )1, 0

222 2 2 21 1 1
22 1,2
3

11 d 1 1 ,
pppm m m m m m

C
Du Du x Du Du u u

c γν ν ν
−−−

+ + +

Ω ∞
+ ≥ + ≥ +∫  

由 Hölder 不等式，可得 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1, 0

1 1 1 1 1
1

1 1 1 1 1
12 2 2

1 1 1 1 1

2,2 1,2 2,2 1,2 1,2

21 1
1 1,2

d d d

  

m m m m m m m
T c c

m m m m m m m
T c c q qq

m m m m m
T T c cq q q

m m m
q C

T T g u x Q u x u u u x

T T g u Q u u u u

C T g u C g u T g u

Q u C u uγ

ψ

ψ

ψ ψ

β β ψ ψ

β β ψ ψ

β β ψ β β ψ

+ + + + +

Ω Ω Ω

+ + + + +

+ + + + +

+ +

 − + − ⋅ + ⋅ − ⋅∇ ⋅ 

 ≤ − + − + + ⋅∇ 

≤ + + +

+ +

∫ ∫ ∫

1,2
.

 

联立不等式，有 
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( ) ( )1, 1,0 0

1

1,2

2 2 21 13
12,2 2,2

1 .

m

p
m m m m

T T c cq q q qC C

u

c u C T g C g T g Q C uγ γψ ψβ β ψ β β ψ
ν

+

−
+ + ≤ + + + + + +  

 

代入(15)中，有 

( ) ( ) ( )

( )

( )

1, 0,0 0

1, 1,0 0

1, 1,0 0

1, 0

1 1

2 2
1 13

1 2,2 2,2

2 21 1
1 12,2 2,2

2 2
3 2

1

1 1

 

1 1

m m
C C

r p
m m m m

T T c cq q qC C

m m m m
T T c cq q q q qC C

r p
m T

qC

u P

cc u u C T g C g T g

Q C u C T g C g T g Q C u

c Ccc u g

γ γ

γ γ

γ γ

γ

ψ ψ

ψ ψ

β β ψ β β ψ
ν

β β ψ β β ψ

β
ν α

+ +

−
+ +

+ +

+ −

+

 ≤ + + + + + 
+ + + + + + + +  

 
≤ + + 

 
( )

( ) ( )

1, 0

1, 1,0 0

2 22,2

22
3 122,2

  .

m m
C

m m m
T c cq q qC C

C u T Q

Cc
g C u Q T g Q C u

D

γ

γ γ
ψ

ψ

β
ψ β β ψ

 +


+ + + + + + 



 (16) 

联合(13)，(14)和(16)，有 

( ) ( )

1, 0,0 0

1 1 1 1
1 2,2 2,2

2
2 23 2

1 2 3 12 2

2 2 22 2 2 2 2
2 32 2

1 1

 .

m m m m
m C C

r p T
m T c cq q q q

T
m mq q

I u P

Ccc Ccc I g Q g Q Q T g
D

CcCc Cc Cc c cg g C I I Q Q
D D

T

D

γ γ

ψ
ψ

ψ

ψ

ββ
β β ψ

ν α

ββ
α α α

+ + + +
+

+ −

= + + +

  
≤ + + + + + +  

 
   + + + + + + +   

   

    (17) 

下面用归纳法证明估计式(7)。对任意 0t ≥ ，构造函数 

( ) ( ) ( )
2

2 23 2
1 2 3 12 2

2 2 22 2 2 2 2
2 32 2

1 1

         .

r p T
T c cq q q q

T
q q

Ccc CcF t c t g Q g Q Q T g
D

CcCc Cc Cc c cg g C t t Q Q t
D D D

ψ
ψ

ψ

ββ
β β ψ

ν α

ββ
α α α

+ −  
= + + + + + +  

 
   + + + + + + + −   

   

 

考察 ( )F t 在 [ ]0,1 上根的情况。对 0 1t≤ ≤ ，有 

( ) ( )22 2
2 3 12 2

2 2 2 32 2 2
2 32 2

2 22 2 2 2 2
1 2 2

          

        

         

T T
T c cq q q q q

q

T T
q

CcCc CcF t K g Q g Q Q T g g
D

Cc cCc Cc cg C t t Q Q t
D D D

CcCc Cc Cc KCc cK C t t K Q Q
D D

ψ
ψ

ψ

ψ

ββ β
β β ψ

α α

β
α α

ββ β
α α α

 ≤ + + + + + 


  + + + + + + −  
  

   +
≤ + + + + − + +  

  

( )2 2
3 2

  .T c c q

KCc c
Q T g

D
ψ

ψ

β
β β ψ

+
+ + +

 

其 中
2

23
1 1 2 1r pcK c
ν

+ − 
= + ⋅ > 

 
。简记

22 2 2
1

T CcCc Cc CcK K C
D D

ψββ
α α

 
= + + + + 

 
， 2 2

2
TKCc cK β

α
+

= ，

2 2
3

KCc c
K

D
ψβ +

= ， 4 T c cK T ψβ β ψ= + ，则 
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( ) ( )2
1 1 2 2 3 3 42 2

.q qF t K t t K Q K Q K Q K g G t≤ − + + + +   

注意到当且仅当 ( )1 1 2 2 3 3 42 2
1 4 0q qK K Q K Q K Q K g∆ = − + + + > 时，函数 ( )G t 有两个正根 1 2s s< ，

此时 1
1

10 1
2

s
K

− ∆
< = < 。因为 ( )0 0F > ， ( ) ( )F t G t≤ ，在 [ ]0,1t∈ 时存在 ( )1 1 10t t s< < ，使 ( )1 0F t = ，即 

( ) ( )
2

2 23 2
1 1 2 3 12 2

2 2 22 2 2 2 2
1 1 2 3 12 2

1 1

0.

r p T
T c cq q q q

T
q q

Ccc Ccc t g Q g Q T g Q
D

CcCc Cc Cc c cg g C t t Q Q t
D D D

ψ
ψ

ψ

ββ
β β ψ

ν α

ββ
α α α

+ −  
+ + + + + +  

 
   + + + + + + + − =   

   

 

因为 1 0t > ，则 

( )
2

23 2 2 2
1 2 3 1 2 3 12 22 2

1 0.T
T c cq q q q

Ccc Cc c cc g Q g Q T g Q Q Q t
D D

ψ
ψ

ββ
β β ψ

ν α α
   

+ + + + + + + − ≤   
  

 

结合(12)，有 

( )
2

23 2 2 2
1 1 2 3 1 2 3 02 22 2

1 .T
T c cq q q q

Ccc Cc c ct c g Q g Q T g Q Q Q I
D D

ψ
ψ

ββ
β β ψ

ν α α
   

≥ + + + + + + + ≥   
  

 

如果假设 1mI t≤ ，通过不等式(17)，及 ( )1 0F t = ，可得 

( ) ( )

( )

2
2 23 2

1 1 2 32 2

2 2 22 2 2 2 2
1 2 32 2

2
2 23 2

1 1 2 32 2

1 1

       

      1 1

r p T
m m T c cq q q

T
m mq q q

r p T
q q

Ccc CcI c I g Q g Q T g
D

CcCc Cc Cc c cQ g g C I I Q Q
D D D

Ccc Ccc t g Q g Q
D

ψ
ψ

ψ

ψ

ββ
β β ψ

ν α

ββ
α α α

ββ
β

ν α

+ −
+

+ −

  ≤ + + + + +   
   + + + + + + + +   

   
  ≤ + + + +   

( )

( )

2 2 22 2 2 2 2
1 1 1 2 32 2

1 1 1

       

      .

T c c q

T
q q q

T g

CcCc Cc Cc c cQ g g C t t Q Q
D D D

F t t t

ψ

ψ

β ψ

ββ
α α α

+

   + + + + + + + +   
   

≤ + =

 

综上， ( )1 1 1 2 2 3 3 42 2
1

1 2 2 2 2 1,
2m q qI t s K Q K Q K Q K g m

K
≤ < < < + + + ≤ ∈ ，命题得证。 

3.2. 近似解的收敛性 

对 j∀ ∈ ，设 ( ) ( ) ( )1 1j j jQ x u x u x+ += − ， ( ) ( ) ( )1 1j j jR x P x P x+ += − ， ( ) ( ) ( )1 1j j jJ x T x T x+ += − ，

( ) ( ) ( )1 1j j jW x x xψ ψ+ += − 。则对 ( )0Cϕ ∞∀ ∈ Ω ， ( )0Cη ∞∀ ∈ Ω ，及 ( )0Cφ ∞∀ ∈ Ω ，有 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 21 1 1

1 1

1 d

1 1 d d

1d d d .

pj j

p pj j j j j
T

j j j j j

Du DQ D x

Du Du Du D x J W g x

Q u x u Q x R div x

ψ

ν ϕ

ν ϕ β β ϕ

ϕ ϕ ϕ
ρ

−
+

Ω

− −
− + +

Ω Ω

− +

Ω Ω Ω

+

 = + − + + + ⋅  

− ⋅∇ − ⋅∇ +

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

          (18) 

( ) ( )1 1d d dj j j j jJ x u J x Q T xα η η η+ −

Ω Ω Ω
∇ ⋅∇ = − ⋅∇ − ⋅∇∫ ∫ ∫                  (19) 
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( ) ( )1 1d d dj j j j jD W x u W x Q xφ φ ψ φ+ −

Ω Ω Ω
∇ ⋅∇ = − ⋅∇ − ⋅∇∫ ∫ ∫                       (20) 

命题 2 假设命题 1 的条件均满足，{ }mu ，{ }mP ，{ }mT ，{ }mψ 为相应的序列。若 

( )( )
( )

2
3 3 1 2 2 3 3 42 2

2

1 2 2 3 3 42 2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 2 2 1.

q q

p

q q

p c c K Q K Q K Q K g

K Q K Q K Q K g
−

− + + + + +

× + + + + <
                    (21) 

其中K在命题1中定义。则级数 m

m
Q∑ ， m

m
J∑ 及 m

m
W∑ 分别收敛到 ( )1,2W Ω 中的函数Q，J和W，级数 m

m
R∑

 
收敛到 ( )2L Ω 中的函数 R。 

证明 先证明如下估计： 
a) 

( ) (

)

2
1 1 1

1 2 2 3 3 4 1 2 22 222 1,2 1,2

2 33
3 3 4 32

1 1 2 2 2 2 2 2

                                        2 2 2 ;

p

q q q

T
q q q

DQ J W K Q K Q K Q K g K Q K Q

CcCc C CK Q K g p Cc g g
D D

ψ

ν
ββ

ν ν
α α

−
+ + ≤ + + + + +

 
+ + − + + + + + 

 

 

b) 若对 1j ≥ ，有 

( ) ( )

2 1,2 1,2

32 3 3
3 3

2
3 3

3 33
3

2
3 3

2
1 2 2 3 3 4 3 32 2

224 2 2 2

2 2 2

2
  

2 2 2

  1 2 2 2 2 2 2 2 2

j j j

T TT
q q q q

T
q q q q

q q

DQ J W

CcCc CcCp c c g g g g
D

p c c
C Cc CcCc C Cg g p Cc g g

D D D D
p c c

K Q K Q K Q K g p c c K

ψ

ψ ψ ψ

ββ ββν ν
α α α

β β ββν ν
α α

+ +


− + + + + + +

≤
− + +

 
+ + − + + + + + 

 
− + +

× + + + + ⋅ − + + (

)( ) }
1

2

2 2 3 3 4 1 2 2 3 3 42 22 2
  2 2 2 1 2 2 2 2 ,

q

jp

q q q

Q

K Q K Q K g K Q K Q K Q K g
−





+ + + + + + +

 

那么， 

( )

1 1 1

2 1,2 1,2

32 3 3
3 3

2
3 3

3 33
3

2
3 3

2
1 2 2 3 3 4 32 2

224 2 2 2

2 2 2

2
  

2 2 2

  1 2 2 2 2 2 2

j j j

T TT
q q q q

T
q q q q

q q

DQ J W

CcCc CcCp c c g g g g
D

p c c
C Cc CcCc C Cg g p Cc g g

D D D D
p c c

K Q K Q K Q K g p c

ψ

ψ ψ ψ

ββ ββν ν
α α α

β β ββν ν
α α

+ + ++ +


− + + + + + +

≤
− + +

 
+ + − + + + + + 

 
− + +

× + + + + ⋅ − +( )(

)( ) }
3 1

12

2 2 3 3 4 1 2 2 3 3 42 22 2

2 2

  2 2 2 1 2 2 2 2 .

q

jp

q q q

c K Q

K Q K Q K g K Q K Q K Q K g
+−

 +


+ + + + + + +

    (22) 
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下面证明 a)。设 0j = ，在(18)中取 1Qϕ = 作检验函数，可得 

( )
( ) ( ) ( )

2 20 1

20 0 1 1 1 1 0 0 1

1 d

1 1 d d d .

p

p

T

Du DQ x

Du Du DQ x J W g Q x u u Q xψ

ν

ν β β

−

Ω

−

Ω Ω Ω

+

 = − + + + ⋅ − ⋅∇  

∫

∫ ∫ ∫
 

因为 2p < ，有 

( ) ( ) ( )1, 0

222 2 2 20 1 0 1 0 1

2 2
1 d 1 1 ,

ppp

C
Du DQ x Du DQ u DQγν ν ν

−−−

Ω ∞
+ ≥ + ≥ +∫  

并利用 Hölder 不等式，引理 1 和引理 3，又有 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )1, 1,0 0

20 0 1 1 1 1 0 0 1

0 0 1 1 1 1 0 0 1
22 2 2 2 2

2 20 1 1 1 1 0 1
3 32 1,2 1,2 2 2

1 1 d d d

2

2 ,

p

T

T

T qC C

Du Du DQ x J W g Q x u u Q x

p Du Du DQ J W g Q u u Q

p u DQ C J C W c g DQ Cc u DQγ γ

ψ

ψ

ψ

ν β β

ν β β

ν β β

−

Ω Ω Ω

∞ ∞ ∞ ∞

 − + + + ⋅ − ⋅∇  

≤ − + + + ∇

≤ − + + +

∫ ∫ ∫

 

因此综合可得， 

( ) ( ) ( )1, 1,0 0

2 21 0 0 1 1
3 32 1,2 1,2

1 1 2 .
p

T qC C
DQ u p Cc u Cc J W gγ γ ψν ν β β

ν

−  ≤ + − + + +  
        (23) 

同样，在(19)中用 1Jη = 作检验函数，可得 

( )21 0 0 1d d .J x u T J xα
Ω Ω

∇ = − ⋅∇∫ ∫  

由 Poincare'不等式和 Hölder 不等式，有 
2 2 21 1 1

2 1,2
d ,J x J C Jα α α

Ω
∇ = ∇ ≥∫  

( ) 1, 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1

2 2 2,2 1,2
d ,

C
u T J x u T J C u T JγΩ ∞

− ⋅∇ ≤ ∇ ≤∫  

因此可得， 

1, 0

1 0 0

1,2 2,2

1 .
C

J C u Tγα
≤                                  (24) 

类似的，对(20)可得 

1, 0

1 0 0

1,2 2,2

1 .
C

W C u
D γ ψ≤                                 (25) 

结合(23)，(24)及(25)，并利用估计式(7)，可得 

( ) ( )

( ) ( )

1, 1, 1,0 0 0

1, 1,0 0

1 1 1

2 1,2 1,2

2 20 0 0 0 0
3 3 2,2 2,2

0 0 0 0

2,2 2,2

2 2
1 2 2 3 3 4 1 2 2 3 3 42 22 2

3
3

1 1 2

  

1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

  2

p
T

qC C C

C C

p

q q q q

T

DQ J W

u p Cc u Cc T g u
D

C Cu T u
D

K Q K Q K Q K g K Q K Q K Q K g

Ccp Cc g

γ γ γ

γ γ

ψββ
ν ν ψ

ν α

ψ
α

ν
β

ν ν
α

−

−

+ +

  
≤ + − + + +  

  

+ +

≤ + + + + + + +

− + + 3 .q q

Cc C Cg
D D

ψβ
α

 
+ + + 

 
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从而 a)得证。 
下面证明估计 b)。设 b)中的假设成立，类似 a)，在(18)中设 1j ≥ ， 1jQϕ += ，有 

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 21

2 21 1

1 1 1 1 1 1

1 d

1 1 d

  d d d .

pj j

p pj j j j

j j j j j j j j j
T

Du DQ x

Du Du Du DQ x

J W g Q x Q u Q x u Q Q xψ

ν

ν

β β

−
+

Ω

− −
− +

Ω

+ + + + − +

Ω Ω Ω

+

 = + − +  

+ + ⋅ − ⋅∇ − ⋅∇

∫

∫

∫ ∫ ∫

 

与得到式(23)类似可得， 

( ) ( ) (
)

1, 1,0 0

1, 0

2
1 2 1

32 2 1,2

1 2 1
3 31,2 2

1 1 2 c

                 c .

p
j j j j j

TC C

j j j
q C

DQ u p u DQ J

W Cc g u DQ

γ γ

γψ

ν ν β
ν

β

−
+ +

+ −

≤ + − + +
+ + 

            (26) 

然后，在(19)中设 1j ≥ ， 1jJη += ，可得 

( ) ( )21 1 1 1d d dj j j j j j jJ x u J J x Q T J xα + + − +

Ω Ω Ω
∇ = − ⋅∇ − ⋅∇∫ ∫ ∫ . 

由 Poincare'不等式和 Hölder 不等式，有 
2 2 21 1 1

2 1,2
dj j jJ x J C Jα α α+ + +

Ω
∇ = ∇ ≥∫ ， 

( ) ( ) 1, 0

1 1 1 1 1 1
31,2 1,2 2 2,2 1,2

d d .j j j j j j j j j j j j
C

u J J x Q T J x C u J J Cc DQ T Jγ
+ − + + − +

Ω Ω
− ⋅∇ − ⋅∇ ≤ +∫ ∫  

因此， 

1, 0

1 13
1,2 1,2 2 2,2

.j j j j j
C

CcCJ u J DQ Tγα α
+ −≤ +                        (27) 

对式(20)做类似估计，可得 

1, 0

1 13
1,2 1,2 2 2,2

.j j j j j
C

CcCW u W DQ
D Dγ ψ+ −≤ +                        (28) 

结合(26)，(27)及(28)，并利用估计式(7)，有 

( ) ( ) ( )

( )
1, 1, 1,0 0 0

1, 1, 1,0 0 0

1, 0

1 1 1

2 1,2 1,2

2
2 13
3 2 1,2 2 2,2

3 1 2 1
31,2 2 2,2 2 1,2

13 3
2 2,2 1,2

1 1 2 c

  c

  

j j j

p
j j j j j j jT

qC C C

j j j j j j j j
q C C C

j j j j
C

DQ J W

Ccu p u DQ g u J DQ T

Cc Cg u W DQ u DQ u J
D

Cc CcCDQ T u W
D

γ γ γ

γ γ γ

γ

ψ

β
ν ν

ν α
β

ψ
α

α

+ + +

−
−

− −

−

+ +

≤ + − + + +


+ + + +


+ + +

( ) ( )

( )

1

2 2,2

2

1 2 2 3 3 4 1 2 2 3 3 42 22 2

32 3 3 3
3 2 1,2 1,2

1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

22   2 2c .

j j

p

q q q q

j j jT
q q

DQ
D

K Q K Q K Q K g K Q K Q K Q K g

CcCc Cc CcC Cp g g DQ J W
D D D

ψ

ψ

ν
ββ

ν ν
α α α

−

−
≤ + + + + + + +

 
− + + + + + + + ⋅ + + 

 

 

由 b)中的假设知(22)成立。因此，通过归纳，(22)对任意给定的 j∈成立。 

根据假设(21)知，级数 ( )2 1,2 1,2

j j j

j
DQ J W+ +∑ 收敛，故级数

2

j

j
DQ∑ ，

1,2

j

j
J∑ 和

1,2

j

j
W∑ 均
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收敛。进而由 ( )1,2W Ω 的完备性，级数 j

j
Q∑ ， j

j
J∑ 和 j

j
W∑ 依范数 1,2⋅ 分别收敛到 ( )1,2, ,Q J W W∈ Ω 。 

由式(18)可知在广义函数意义下，有 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

2 2 21 1 1

1 1 1

1 1 1 1

                .

p p pj j j j j j

j j j j j j
T

R Du DQ Du Du Du

J W g Q u u Qψ

ν ν
ρ

β β

− − −
+ + −

+ + −

   ∇ = ∇ ⋅ + − ∇ ⋅ + − +      

− + − ⋅∇ − ⋅∇
         (29) 

而由于 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )

( ) 1, 0

2 2 21 1

1,2

2 2 21 1

2 2

1

2 2

1 1 1

1 1 1

2 ,

p p pj j j j j

p p pj j j j j

j j j
C

Du DQ Du Du Du

Du DQ Du Du Du

DQ p DQ u γ

ν ν

ν ν

ν ν

− − −
+ −

−

− − −
+ −

+

   ∇ ⋅ + − ∇ ⋅ + − +      

 ≤ + + + − +  

≤ + −

 

( ) ( )1 1 1 1 1 1

1,2 1,21,2 2
,j j j j j j

T T T q qJ W g J W g J g W gψ ψ ψβ β β β β β+ + + + + +

−
− + ≤ − + ≤ +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 1,0 0

1 1 1
3 21,2 2

.j j j j j j j j j j j
C C

Q u u Q Q u u Q c u u DQγ γ
− − −

−
− ⋅∇ − ⋅∇ ≤ − ⋅∇ − ⋅∇ ≤ +  

结合以上估计，以及估计式(22)和(7)，可得 

( )

( ) ( )
1, 1,0 0

1 1

2 1,2

1 1 1 1
3 32 2 1,2 1,2 2

2

1 2 2 3 3 4 1 2 2 3 3 42 22 2

32 3 3
3 3

2

1 2 2 2 2 2 2 2 2

22   4 2 2 2

j j

j j j j j j j
T q qC C

p

q q q q

T TT
q q q q

R C R

C DQ p c DQ u J g W g c u DQ

C K Q K Q K Q K g K Q K Q K Q K g

CcCc CcCp c c g g g g
D

γ γψ

ψ

ν ν ν β β

ββ ββ
ν ν

α α α

+ +

−

+ + + −

−

≤ ∇

 ≤ + − + + + +
 

≤ + + + + + + +

− + + + + + +

( )

3

2 1,2 1,2
   

q q

j j j

C Cc
g g

D D

DQ J W

ψ ψβ β 
+ + 

 

⋅ + +

 

( )

( )

3 32 3 3
3 3

2
3 3

33
3

3
1 2 2 3 3 42 2 2

3 3

1 2 2 3 3 42 2

224 2 2 2

2 2 2

2
  1 2 2 2 2

2 2 2

  2 2 2 2 2

T TT
q q q q q q

T
q q

p

q q

q q

Cc C CcCc CcCp c c g g g g g g
D D D

p c c
CcCc C Cp Cc g g

D D
K Q K Q K Q K g

p c c

K Q K Q K Q K g

ψ ψ ψ

ψ

β β ββ ββν ν
α α α

ββν ν
α α −

 
− + + + + + + + + 

 ≤
− + +

 
− + + + + + 

  × + + + +
− + +

+ + + ⋅ −( )({
) ( ) }

2
3 3 1 2 2 3 32 2

2

4 1 2 2 3 3 42 2

2 2 2 2 2

  2 1 2 2 2 2 .

q

jp

q q q

p c c K Q K Q K Q

K g K Q K Q K Q K g
−

+ + + +

+ × + + + +

 

因此，再利用式(21)，可知级数 ( )
j

R x∑ 依 2L 范数收敛到 ( )R x 。 

3.3. 解的存在性证明 

若 qg ， 1 qQ ， 2 2Q ， 3 2
Q 足够小，并满足(6)和(21)。假设{ }mu ，{ }mP ，{ }mT ，{ }mψ 为命题 1

中构造的序列，则 
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( ) ( ) ( )0

1

m
m j

j
u x Q x u x

=

= +∑ ， ( ) ( ) ( )0

1

m
m j

j
P x R x P x

=

= +∑ ， 

( ) ( ) ( )0

1

m
m j

j
T x J x T x

=

= +∑ ， ( ) ( ) ( )0

1

m
m j

j
x W x xψ ψ

=

= +∑ . 

设 ( ) ( ) ( )0u x Q x u x= + ， ( ) ( ) ( )0P x R x P x= + ， ( ) ( ) ( )0T x J x T x= + 和 ( ) ( ) ( )0x W x xψ ψ= + ，其中

( )Q x ， ( )R x ， ( )J x 和 ( )W x 如命题 2 中所定义。序列{ }mu ，{ }mP ，{ }mT 和{ }mψ 分别依 1,2W ， 2L ， 1,2W
和 1,2W 范数收敛到函数 u，P，T 和ψ 。由 Ascoli-Arzelà 定理，存在序列{ }mku 在 ( )1,C γ Ω 中收敛到u，又

由于{ }mu 在 1,2W 中收敛到 u，故u u= ，即有 ( )1,u C γ∈ Ω 。同理可得 ( )0,P C γ∈ Ω ， ( )2,2T W∈ Ω ， ( )2,2Wψ ∈ Ω 。 
由于对 m∀ ∈， 0mku∇ ⋅ = ， 0mku

∂Ω
= ， 0mkT

∂Ω
= ， 0mkψ

∂Ω
= ，故 0u∇ ⋅ = ， 0u

∂Ω
= ， 0T

∂Ω
= ， 0ψ

∂Ω
= 。 

接下来证明 

( ) ( ) ( ) ( )

( ){ ( ) ( )

( ) ( )

2

21

1 1
0

11 d d d d

lim 1 d d

1   d d ,   ,

p
T c c

pm m m m
T c cm

m m m

Du DuD x Pdiv x T T g x u u x

Du Du D x T T g x

P div x u u x C

ψ

ψ

ν ϕ β β ψ ψ ϕ ϕ
ρ

ν ϕ β β ψ ψ ϕ

ϕ ϕ
ρ

−

Ω Ω Ω Ω

−
−

Ω Ω→∞

− − ∞

Ω Ω

 + − − − + − + ⋅∇ ⋅ 

 = + − − + − 


− + ⋅∇ ⋅ ∀ ∈ Ω



∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

     (30) 

( ) ( ){ } ( )1 1
0d d lim d d ,    ,m m m

m
T x u T x T x u T x Cα η η α η η η− − ∞

Ω Ω Ω Ω→∞
∇ ⋅∇ + ⋅∇ ⋅ = ∇ ⋅∇ + ⋅∇ ⋅ ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫ ∫    (31) 

( ) ( ){ } ( )1 1
0d d lim d d ,    .m m m

m
D x u x D x u x Cψ φ ψ φ ψ φ ψ φ φ− − ∞

Ω Ω Ω Ω→∞
∇ ⋅∇ + ⋅∇ ⋅ = ∇ ⋅∇ + ⋅∇ ⋅ ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫ ∫    (32) 

首先，由 Hölder 不等式，有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 21

2 2 21 1

1
2 22 2

1 d 1 d

1 d 1 1 d

2 ,

p pm m

p p pm m m

m m

Du Du D x Du DuD x

Du Du Du D x Du Du DuD x

Du Du D p Du Du Du D

ν ϕ ν ϕ

ν ϕ ν ϕ

ν ϕ ν ϕ

− −−

Ω Ω

− − −− −

Ω Ω

−
∞

+ − +

 = + − + + − +  

≤ − + − −

∫ ∫

∫ ∫  

以及 

( ) 22

1 1 1 1d d d ,m m mP div x Pdiv x P P div x P P divϕ ϕ ϕ ϕ
ρ ρ ρ ρΩ Ω Ω

− = − ≤ −∫ ∫ ∫  

还有 

( ) ( ) ( ) ( )

2 22 2

1,2 1,2

d d

,

m m
T c c T c c

m m
T

m m
T q q

T T g x T T g x

T T g g

C T T g C g

ψ ψ

ψ

ψ

β β ψ ψ ϕ β β ψ ψ ϕ

β ϕ β ψ ψ ϕ

β ϕ β ψ ψ ϕ

Ω Ω

∞ ∞

∞ ∞

   − + − − − + −  

≤ − + −

≤ − + −

∫ ∫
 

( ) ( )

( ) ( )( )

1 1

1 1 1

1 1 1
22 2 2

d d

d d

.

m m

m m m

m m m

u u x u u x

u u u x u u u x

u u u u u u

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

− −

Ω Ω

− − −

Ω Ω

− − −
∞ ∞

⋅∇ − ⋅∇

 = − ⋅∇ + ⋅∇ − 

≤ − ∇ + ∇ −∇

∫ ∫

∫ ∫  

由于 mu ， mT ， mψ 的 1,2W 收敛性， mP 的 2L 收敛性，及 1

2

mu −∇ ， 2u ，
2,2

mT ，
2,2

mψ ， Dϕ
∞
，
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2divϕ ，ϕ
∞
的有界性，当m →∞时这些量趋于 0。注意到(30)的右端等于 1 dQ xϕ

Ω∫ ，故对 ( )0Cϕ ∞∀ ∈ Ω ，

有 

( ) ( ) ( ) ( )2
1

11 d d d d d .
p

T c cDu DuD x Pdiv x T T g x u u x Q xψν ϕ β β ψ ψ ϕ ϕ ϕ
ρ

−

Ω Ω Ω Ω Ω
 + − = − + − − ⋅∇ ⋅ + ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

其次，有 

22
d d ,m mT x T x T Tα η α η α η

Ω Ω
∇ ⋅∇ − ∇ ⋅∇ ≤ ∇ −∇ ∇∫ ∫  

( ) ( )

( ) ( )( )

1, 0

1 1

1 1 1

1 1 1
3 23 22 3

1 1 1
3 21,2 22 3

d d

d d

.

m m

m m m

m m m
r

r r

m m m
r cr r

u T x u T x

u u T x u T T x

u u T u T T

C u u T u T Tγ

η η

η η

η η

η η

− −

Ω Ω

− − −

Ω Ω

− − −
∞

−

− − −

−

⋅∇ ⋅ − ⋅∇ ⋅

 ≤ − ⋅∇ ⋅ + ⋅∇ − ⋅ 

≤ − ∇ + ∇ −∇

≤ − ∇ + ∇ −∇

∫ ∫

∫ ∫
 

类似的,可得 

( ) ( )2 0d d d ,    ,T x u T x Q x Cα η η η η ∞

Ω Ω Ω
∇ ⋅∇ = − ⋅∇ ⋅ + ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫  

( ) ( )3 0d d d ,    .D x u x Q x Cψ φ ψ φ φ φ ∞

Ω Ω Ω
∇ ⋅∇ = − ⋅∇ ⋅ + ∀ ∈ Ω∫ ∫ ∫  

最后，通过如下估计中的极限及范数的弱下半连续性，可知 

1, 0, 1, 1, 0, 0,2,2 2,2 2,2 2,2

1 2 2 3 3 42 2
2 2 2 2 .

m m m m m mk k k k k k
C C C C C C

q q

u P T u u u P P P T

K Q K Q K Q K g

γ γ γ γ γ γψ ψ+ + + ≤ − + + − + + +

≤ + + +
 

3.4. 解的唯一性证明 

令
6 2
5

p< < ，设 ( )1 1 1, ,u T ψ 和 ( )2 2 2, ,u T ψ 均为问题(5)的解，令 1 2u u u= − ， 1 2T T T= − ， 1 2ψ ψ ψ= − ， 

利用定义 1，将 ( )1 1 1, ,u T ψ 和 ( )2 2 2, ,u T ψ 代入(2)中，两式相减，取 1 2u u uϕ = = − ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1d d d .TS Du S Du Du Du x T gu x u u u xψν β β ψ
Ω Ω Ω

− ⋅ − = − + + ⋅∇ ⋅  ∫ ∫ ∫  

由 Hölder 不等式，可得 

( )
( )

( )

( )
( )( )

2 2 2
2

1 22
1 2

22 2
2

1 22
1 2

1 d
1

         d 1 d .
1

p

p p
p

pp

p
p

p

p

Du
Du Du Du x

Du Du

Du
x Du Du x

Du Du

−

−Ω

−

−Ω Ω

 
 = ⋅ + +
 + + 

 
 ≤ ⋅ + +
 + + 

∫

∫ ∫

 

利用引理 4，可得 

( )
( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

22
2

1 22
1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 2

d 1 d
1

         d 1

1 1         d d 1 .

p
p p

pp

p p
p p

T p p

Du
Du x Du Du x

Du Du

C S Du S Du Du Du x Du Du

C T gu x u u u x Du Duψβ β ψ
ν ν

−

−Ω Ω

− −

Ω

Ω Ω

≤ ⋅ + +
+ +

≤ − ⋅ − ⋅ + +

 ≤ + + ⋅∇ ⋅ ⋅ + + 
 

∫ ∫

∫

∫ ∫
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由 Hölder 不等式和 Sobolev 不等式，有 

( ) ( )

0

1

2
3 3 3 3 3 3 33 1

5 6 3 3 5 6 3 3 5 63

22
3 3 3 11,2 1,1,2

d d

.

T

p p p p p p ppT
p p p p p p pp

T q p q p p C

T gu x u u u x

T g u g u u u

Cc T g Du Cc g Du Cc Du u

ψ

ψ

ψ γ

β β ψ

β β ψ

β β ψ

Ω Ω

− − − − − − −−

+ + ⋅∇ ⋅

≤ + + ∇

≤ + +

∫ ∫
 

所以可得 

( )( )
0

2
3 3 3 1 1 21,2 1,1,2

1 .Tp q q p C p p

CDu Cc T g Cc g Cc Du u Du Duψ γ
β β ψ

ν
≤ + + + +     (33) 

将 ( )1 1,u T ， ( )2 2,u T 代入(3)中，两式相减，设 1 2T T Tη = = − ，可得 

( )2
1d d ,T x u T T xα

Ω Ω
∇ = − ⋅∇ ⋅∫ ∫  

又有 
2 2 2

2 1,2
,T dx T C Tα α α

Ω
∇ = ∇ ≥ ∇∫  

( ) 3 61 1 3 1 2,22 1,23 5 6
d ,p p P

p p
u T T x u T T Cc Du T T

Ω − −
− ⋅∇ ⋅ ≤ ∇ ≤∫  

可得 

3
1 2,21,2

.P

CcT Du T
α

≤                                 (34) 

接着，将 ( )1 1,u ψ 和 ( )2 2,u ψ 代入(4)中，两式相减，设 1 2φ ψ ψ ψ= = − ，类似的可以得到 

3
11,2 2,2 .P

Cc Du
D

ψ ψ≤                                (35) 

结合(33)，(34)及(35)，可得 

( ) ( )

( )(
)

0

1,2 1,2

2
3 3 3 1 1 21,2 1,1,2

3 3
1 12,2 2,2

1 2 2 3 3 4 1 2 2 3 32 22 2

2
33 3 3 3

4 1,2

1

  .

2 2 2 2 1 2 2 2

   2

p

T q q p C p p

P P

q q q

T
q q q p

Du B T

C Cc T g Cc g Cc Du u Du Du

Cc CcDu T Du
D

K Q K Q K Q K g K Q K Q K Q

CcCc Cc Cc CcK g g g Du B
D D

ψ γ

ψ

β β ψ
ν

ψ
α

ββ
αν ν ν α

+ +

≤ + + ⋅ + +

+ +

≤ + + + + + +

 
+ + + + + + 

 
( )1,2

.T+

 

由于 1 2 2 3 3 42 2
2 2 2 2q qK Q K Q K Q K g+ + + 足够小，唯一性得证。 

4. 总结 

本文在三维光滑有界区域Ω 中，考虑了一类稳态非牛顿化学活性流体运动方程组的第一边值问题，

证明了问题正则解的存在唯一性。由于所求方程组具有强耦合性与强非线性性，为问题分析带来本质困

难。本文的证明思路如下：首先，通过迭代法将方程组解耦构造问题近似解，并利用线性方程理论构造

出原问题的近似解；然后，利用线性方程及一类 p-Stokes 方程解的估计，在外力项充分小的条件下通过
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一系列计算导出近似解序列的一致性先验估计；接下来，利用紧性结果得出近似解的收敛性；最后，通

过对参数取极限证明了本文的主要结论。本文的主要创新是：文中通过对高次多项式解的分布规律的分

析，得到了近似解的高阶导数估计，这是证明过程的关键，该方法也为此类问题的研究提供了新思路。 
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