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摘  要 

本文研究了可违约金融市场中具有动态风险价值(VaR)约束的最优投资问题。假定投资者将资产投资于

由一种无风险资产、股票和可违约债券组成的金融市场中。由于债券的违约可能导致向下跳跃的发生，

这样的设定使总财富过程成为跳跃–扩散过程，而不是纯粹的扩散过程。对财富过程进行动态VaR约束

达到对风险实时监控的目的，根据随机控制的原理和Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件将最优投资问题

转化为求解非线性方程组问题，得到了幂效用函数下具有动态风险约束的最优投资策略，并且给出了相

应的验证定理。最后，通过数值分析说明了模型参数以及违约对投资策略的影响。 
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Abstract 
This paper considers the optimal investment problem with dynamic Value-at-Risk (VaR) con-
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straint in a defaultable financial market. The wealth is assumed to be invested in a risk-free asset 
and two risk assets: a stock and a defaultable bond, which is a discontinuous process since there is 
a possibility of downside jump caused by the default of bond. Such a setting makes the total wealth 
process a jump diffusion process, rather than a pure diffusion process. This paper applies dynamic 
VaR constraint to the wealth process to achieve real-time risk monitoring. Based on the principles 
of stochastic control and the Karush Kuhn Tucker (KKT) condition, the optimal investment prob-
lem is transformed into a problem of solving a nonlinear system of equations. The optimal in-
vestment portfolio with dynamic risk constraint on the wealth process in a defaultable financial 
market is obtained when the utility function is a power function, and corresponding verification 
theorems are proven. Finally, numerical analysis is conducted to demonstrate the impact of model 
parameters and default on investment strategies. 
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1. 引言 

最优投资组合的选择问题一直受到学术界和金融业的广泛关注。Markowitz [1]提出的均值方差(MV)
投资组合选择公式在这一领域做出了开创性的工作，其一个基本原则是在最大化预期终端财富和最小化

投资风险之间取得平衡，这成为现代投资组合理论的起点。Markowitz 对于投资组合的风险是用终端财富

的方差来度量的，后期随着金融市场的发展，不同类型的风险度量标准逐渐被提出。 
Roy [2]提出了用于衡量投资组合中下行风险的安全第一原则(SFP)，这是管理亏空风险的一个重要准

则，开创了灾难性事件风险管理的概念和实践。Fishbburn [3]提出了下偏矩(LPM)，LPM 可以通过改变其

两个参数(基准水平和矩的阶数)来表示投资者对于风险的态度。90 年代风险价值(VaR)的提出为风险度量

提供了新方向，VaR 能够对预期损失施加约束，并且如果时间足够短，VaR 也可以成为动态的风险度量，

很明显这种对风险度量的方式是更加合理的，因此得到学者的认可与推崇。 
均值方差问题是 Markowitz 在单周期环境中提出的，但是单周期模型缺乏灵活性且对市场变化不敏

感，因此单周期模型很快被拓展到多周期。多周期模型不是将投资组合的均值和方差视为单独的量并找

到它们之间的关系，而是考虑单个量，即终端财富的期望效用。期望效用最大化问题一直是金融界的重

要研究领域，Merton [4] [5]首先研究了终端财富的期望效用最大化的优化问题，在几何布朗运动的背景

下用随机控制理论求解了最优策略。从那时起，期望效用最大化问题引起了人们的广泛关注，越来越多

的优化理论和技术在这一领域得到了发展。Browne [6]建立了一个风险资产遵循几何布朗运动的模型，用

随机控制理论找到了终端财富期望 CARA 效用最大化的最优投资策略。Gao [7]研究的是在 DC 养老金计

划中寻求终端财富期望效用最大的投资组合优化问题。不仅推导了 CARA 效用函数还计算出 CRRA 效用

函数的显式解。 
动态规划常被用来解决期望效用最大化问题。动态规划的原理是利用随机控制理论导出一组满足最

优值函数和策略的 Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)方程组。Cao 和 Wan [8]在分散风险的角度通过求解 HJB
方程给出了如何购买比例再保险的策略。Liang 等人[9]假设投资的瞬时回报率遵循 Ornstein-Uhlenbeck 过

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2024.134157
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


王东立 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.134157 1650 应用数学进展 
 

程，利用随机控制理论不仅推导了复合泊松风险模型的最优投资策略和值函数的显式表达式，还推导了

布朗运动风险模型下的最佳策略。其他相关参考文献见 Kraft 和 Steffensen [10]，Liang 和 Guo [11]。 
前面研究的均是无风险约束的投资组合问题，Solvency II 和 Basel III 等规则使研究人员意识到，对

预期收益施加风险约束将更加合理。Wang 等人[12]讨论的是在 VaR 约束下，将求解纳什均衡再保险和投

资策略的约束 HJB 方程转化为求解不同情景下的非线性方程组，最后得到了一个特殊情况的解。Zhou
等人[13]研究了动态均值-VaR 投资组合选择公式，打破了当时技术中只有静态均值-VaR 组合选择的现

状，得出了最优的投资策略。Niu 和 Gao [14]研究了均值回归市场中的动态均值-LPM (下偏矩)投资组合

优化问题，使用鞅方法巧妙地解决了这个问题，并且用数值方法和蒙特卡罗方法推导出给定状态下的最

优财富过程和投资组合。其它鞅方法相关的参考文献见 Guan 等人[15]，Bi 和 Cai [16]。 
尽管在上述文献中研究了各种受约束的期望效用最大化问题，但它们将市场环境限制在完全市场中的

连续扩散过程中。然而金融市场中更符合实际的是跳跃–扩散模型，Kramkov 和 Schachermayer [17]利用效

用函数的凸共轭，在跳跃–扩散模型下将原始问题转化为求解约束优化问题。而 Michelbrink 和 Le [18]将
效用函数的凸共轭与鞅表示定理相结合，从而最优鞅测度、最优策略可以用非线性方程组来求解。在

Michelbrink 和 Le 的基础上，Junca 和 Serrano [19]将投资组合配置的经典凸对偶方法扩展到一个非线性财富

动态模型，明确确定了具有 CRRA 偏好的最优投资策略。但是这些研究中都没有对财富过程进行风险约束，

更值得关注的是具有风险约束的跳跃–扩散模型，此类型的研究仍是个缺口。本文研究了财富过程为跳跃

–扩散过程下的期望效用最大化问题，对目前存在的期望效应最大化问题进行了一定的推广。 
本文其余部分结构如下。在第 2 节中介绍了金融市场环境。在第 3 节中，介绍了风险价值的定义并

且给出了违约前和违约后的动态风险价值。第 4 节主要应用随机控制原理和 KKT 条件解决违约前和违约

后情景下的投资组合问题。在第 5 节中给出了数值分析结果。最后，在第 6 节中对本文进行了总结。 

2. 金融市场设置 

假设 ( ), , PΩ  是一个关于 P -完全的概率空间， { } 0t t≥
=  是一个由布朗运动 ( ){ } 0t

W t
≥
生成的过滤，

用{ } 0t t
H

≥
表示右连续递增过程，进而 { } 0t t≥

=  为其生成的自然过滤，过滤是由停时τ 生成的最小过

滤。 { }tτχ ≤ 表示当 tτ ≤ 时值为 1 的示性函数。令 { } 0t t≥
=  表示由 和生成的最大过滤，即 :t t t= ∨   。

0T > 是有限的投资时间长度。假设投资者的初始财富为 0 0x > ，将资金投资于金融市场上的三种资产：

无风险资产、股票和可违约债券。 
在客观概率测度 P 下，无风险资产 ( )0S t 和股票 ( )S t 的价格过程遵循以下随机微分方程： 

( )
( )

0

0

,
dS t

rdt
S t

=                                     (2.1) 

和 

( )
( ) ( ) ,

dS t
dt dW t

S t
µ σ= +                                 (2.2) 

其中 0r > 表示无风险利率， rµ > 和σ 分别表示股票的回报率和波动率， ( ){ } 0t
W t

≥
表示 t -适应的标准

布朗运动。 
设τ 是定义在 ( ), , PΩ  上的非负随机变量，它表示违约时刻，在客观概率测度 P 下， ( )H t 具有恒定

强度 0ph > ，下面给出 ( ){ }
0

p

t
M t

≥
的定义： 

( ) ( ) ( )( )
0

: 1 ,
tp pM t H t H s h ds= − − −∫  
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那么 ( ){ }
0

p

t
M t

≥
在空间 ( ), P 下是一个鞅。 

在给出可违约债券价格过程之前，通过 Radon–Nikodym 导数定义了风险中性测度Q ： 

( ) ( ) ( )1 2 ,
t

dQ L t L t L t
dP

= =                               (2.3) 

其中 

( ) ( )

( ) ( ){ }

2
1 0 0

2 0 0

1: exp ,
2

: exp (1 ) .

t t

t t q

L t dW s ds

L t ln dH s h ds
τ

θ θ

∧

 = − 
 

= − ∆ − − ∆

∫ ∫

∫ ∫
 

引入
1 :

q

p

h
h

=
∆

来表示违约风险溢价，在风险中性测度Q 下，
p

q hh =
∆

表示违约强度。由于Q 下的违约

概率高于 P 下的概率，因此本文假设
1 1>
∆

。 

根据 Bielecki 和 Jang [20]的引理 3，到期日为T ，回收率为1 ζ− 的可违约债券的动态价格过程如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , 1 1 1 ( ) .pdP t T P t T rdt H t dt H t dM tδ ζ = − + − − − ∆ − − −             (2.4) 

其中 ( ) ( ) ( )( )
0

1
tp qM t H t h H s ds= − ∆ − −∫ 是 P -鞅， qhδ ζ= 是客观概率测度下的信用利差。 

设 ( )s tπ 、 ( )p tπ 和 ( )0 tπ 分别为 t 时刻投资于股票、可违约债券和无风险资产的金额。本文的交易策

略用 ( ) ( ) ( ){ }0 , ,s pt t tπ π πΠ = 表示，在策略Π下，投资者的财富过程满足以下随机微分方程： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0
0

0

,
,

1 1

1 ,

s p

s p

p
s p

dS t dS t dP t T
dX t t t t

S t S t P t T

X t rdt t r t H t dt

t dW t t H t dM t

π π π

π µ π δ

π σ π ζ

Π

Π

= + +
−

 = + − + − − ∆ 
+ − − −

             (2.5) 

其中 ( ) 00 0X xΠ = > 。 
定义 1 称策略 ( ) ( ) ( ){ }0 , ,s pt t tπ π πΠ = 为可行策略，若Π属于以下集合： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }0 0, 0 , 0, . ., 0 .:    x t X x X t a s t Tπ Π Π= Π∈ ∈ = ≥ ∀ ≤ ≤   

其中表示由Π组成的集合，Π是 t -逐步可测的，并且对于 [ ]0,t T∀ ∈ ，均有 ( ) 2

0

T
t dtΠ < ∞∫ 。 

本文的问题是一个期望效用最大化问题，考虑一个在正半轴上的所有地方都有定义和有限值的效用

函数U ，此外，本文还做了一般的假设： 
(H1) U 是二次可微、严格递增且严格凹的，并且 ( )0 0U = ， 
(H2) 函数U 满足 Inada 条件 

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 lim , lim 0.
xx

U U x U U x
→∞↓

′ ′ ′ ′+ = = ∞ ∞ = =  

用 I 表示U ′的逆函数，因此有 ( )( ) ( )( )x I U x U I x′ ′= = 。 

3. 动态 VaR 约束 

VaR 是指在给定时期内和给定概率水平下投资组合可能面临的最大损失。在金融行业成为一种可行

的风险衡量标准，粗略地说，VaR 是特定时期T 内随机损失的最大分位数。也就是说，给定置信水平

( )1 λ− ，投资者对投资的损失 X∆ 小于 VaR 有 ( )1 λ− 的信心，与方差和平均绝对偏差相比，VaR 更适合
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作为下行风险度量，尤其是当潜在收益(损失)分布不对称或重尾时。 
下面给出 VaR 的定义，给定一个概率水平 ( )0,1α ∈ 和时间范围 0h > ，t 时刻的 VaR 值可表示为： 

( )( ){ }
( )( ){ }

, inf 0 :

sup : ,

h
t t

t

VaR L P X t L

L P X t L

α α

α

Π

−
Π

= ≥ ∆ ≥  <

 = ∈ −∆ ≤  <  





 

其中 { }max 0,x x− = − ， { }max 0,x x+ = 。 
在实际的投资过程中，投资者不可能实时地去调节投资策略，所以投资策略的变化并不是一个绝对

连续的过程。对于足够小的时间段 0h > ，在时间范围 [ ),t t h+ 内任意时刻 s 有这样的设定 ( ) ( )s tπ π= 。 
引理 1 给定概率水平 ( )0,1α ∈ 和时间范围 0h > ，在违约前 ( )( )0H t = 和违约后 ( )( )1H t = 的 VaR 值

可表示为： 

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

, 1

1

1 1

( ) , 0;

1 ( ) , 1,

rh

s p

t hh p
t pt

rh

s

e t r t
r

VaR s dM s A t H t

e t r A t H t
r

α

π µ π

π ζ α

π µ α

++ − Π

+

− Π

  −  − − + − ∆   


 = + −Φ = 
 − − − −Φ = 
 

∫                 (3.1) 

其中 ( ) ( )
2

2 21
2

rh

s
eA t t

r
π σΠ −

= 。 

证明：在时间范围 [ ),t t h+ 内对损失的定义为： 

( ) ( ) ( ): .rhX t X t e X t hΠ Π Π∆ = − +                            (3.2) 

接下来通过定义财富过程的贴现函数计算损失，令 ( )( ) ( ), rsf s X s e X sΠ − Π= ，对其应用 ˆIto公式可得： 

( )
( )( ) ( )( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

, ,

,

rs

rs rs

rs

rs

f s X s f s X s
de X s ds dX s

s X s

re X s ds e dX s

e rX s ds dX s

e dX s

Π Π
− Π Π

Π

− Π − Π

− Π Π

− Π

∂ ∂
= +

∂ ∂

= − +

 = − + 
= 

                   (3.3) 

其中 ( ) ( ) ( )X s rX s ds dX sΠ Π Π= − + 。 
对式(3.3)两边同时积分， 

( ) ( ) ,t h t hrs rs
t t

de X s e dX s
+ +− Π − Π=∫ ∫   

化简得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

t h r t h srh
t
t h r t h srh
t

X t h e X t e dX s

e X t e rX s ds dX s

+ + −Π Π Π

+ + −Π Π Π

+ = +

 = + − + 

∫

∫



 

将财富过程带入上式可得到 ( )X tΠ−∆ 为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

[ ].

t h r t h s
s pt

t h r t h s p
s pt

X t e t r t H t ds

e t dW s t dM s

π µ π δ

π σ π ζ

+ + −Π

+ + −

 −∆ = − + − − ∆ 

+ −

∫

∫
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通过上面的计算推导出了在时间范围 [ ),t t h+ 内的损失情况，在给定的概率水平 ( )0,1α ∈ 下，根据

VaR 的定义，下面分别计算违约前后的 VaR： 
 违约后的情况： 

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

L

1

1

1

,

|

|

t

rht h r t h s
s s tt

rh
t h r t h s

ss t
t

rh

s

P X t

eP t e dW s L t r
r

eL t rt e dW s rP
A t A t

eL t r
r

A t

π σ π µ

π µπ σ

π µ

Π

+ + −

+ + −

Π Π

Π

−∆ ≤

 −
= ≤ − − 

 
 −

− − 
 = ≤
 
 
 
 −

− − 
 = Φ
 
 
 

∫

∫





  

其中 ( )Φ ⋅ 为标准正态分布。最后一个等式成立是因为 ( ) ( ) ( )t h r t h s
s t

t e dW sπ σ
+ + −∫ 服从均值为 0，方差为

( )
2

2 21
2

rh

s
e t

r
π σ−

的正态分布。 

因此 ( )( )tP X t L αΠ−∆ ≤  < ，即为
( )( )
( )

1rh

s
eL t r

r
A t

π µ
αΠ

 −
− − 

 Φ ≤
 
 
 

，进而可以推导出 

( )( ) ( ) ( )11 ,
rh

s
eL t r A t

r
π µ α− Π−

≤ − +Φ  

根据 VaR 的定义可得 

( )( ) ( ) ( ), 11 ,
rh

h
t s

eVaR t r A t
r

α π µ α
+

− Π −
= − − −Φ 
 

 

则违约后 VaR 的上边界在任何时候都服从恒定水平 0R > 的约束是： 

( )( ) ( ) ( )11 .
rh

s
e t r A t R

r
π µ α

+

− Π −
− − −Φ ≤ 
 

                      (3.4) 

 违约前的情况： 

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) )
( ) ( ) ( )

( )

( ) 1 1

 |

t

rht h r t h s
s s pt

t h p
p tt

t h r t h s
s t

P X t L

eP t e dW s L t r t
r

s dM s

t e dW s
P

A t

π σ π µ π δ

π ζ

π σ

Π

+ + −

+

+ + −

Π

−∆ ≤

 −  = ≤ − − + − ∆  


+


=



∫

∫

∫



  
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( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1 ( ) 1
 

1 1
,

rh t h p
s p pt

t

rh t h p
s p pt

eL t r t s dM s
r

A t

eL t r t s dM s
r

A t

π µ π δ π ζ

π µ π δ π ζ

+

Π

+

Π

−  − − + − ∆ +  
≤




 −  − − + − ∆ +  
 = Φ
 
 
 

∫

∫



 

同理，根据 VaR 的定义可得 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 11 1 ,
rh t hh p

t s p pt

eVaR t r t s dM s A t
r

α π µ π δ π ζ α
++ − Π −  = − − + − ∆ + −Φ   

∫  

则违约前 VaR 的上边界在任何时候都服从恒定水平 0R > 的约束是： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 1 .
rh t h p

s p pt
te r dM At s s R

r
tπ µ π δ π ζ α

+
+ − Π −  − − + − ∆ + −Φ ≤  

 
∫       (3.5) 

4. 动态 VaR 约束下的最优投资策略 

在本节中，使用随机控制的方法，首先根据 HJB 方程推导出无风险约束问题的最优解，然后对问题

添加动态 VaR 约束证明解的存在性及最优解满足的等式关系，最后对其进行验证。当时间 [ ]0,t T∈ 时，

定义 CRRA 效用函数有以下形式： 

( )( ) ( )( )
,0 1.

X T
U X T

β

β
β

Π
Π = < <                            (4.1) 

投资者的目标是选择投资策略使得终端财富 ( )X TΠ 的期望效用最大化，对于任何可行策略

( ) ( ) ( ){ }0 , ,s pt t tπ π πΠ = ，优化问题的值函数为： 

( ) ( )( ) ( ) ( ), , sup , .J t x z E U X T X x Ht t zΠ Π = = =                       (4.2) 

因此，值函数对应的最优问题是： 

( ) ( ), , sup , , ,J t x z J t x zπ

π∈Π
=                                (4.3) 

其中边界条件为 ( ) ( ), ,J t x z U x= ，投资者的目标是寻找最优策略 *Π 使 ( ) ( )*
, , , ,J t x z J t x zΠ= 。 

下面将定义一个算子，在定义算子前给出违约前 0z = 和违约后 1z = 的值函数： 

( ) ( )
( )

, ,0 , 0;
, ,

, ,1 , 1.
J t x z

J t x z
J t x z

 ==  =
                             (4.4) 

那么违约前和违约后的算子分别定义为： 

( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

, ,0 1 , ,0

1, , : , ,0 , ,1 , ,0 , 0;
2

1, ,1 , ,1 , ,1 , 1.
2

t s p x

p
s xx p

t s x s xx

J t x rx t r t J t x

J t x z t J t x h J t x t J t x z

J t x rx t r J t x t J t x z

π µ π δ

π σ π ζ

π µ π σ

Π


 + + − + − ∆  


  = + + − − =  



+ + − + =   

       (4.5) 
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4.1. 验证定理 

借助于动态规划原理和条件，分别得到了违约前和违约后满足的验证定理。 
定理 4.1.1 对于违约后情况，即 1z = ，对于任意固定 ( ) [ ], ,1 ,t x T Tτ∈ ∧ ×，定义 ( )* * *,s pπ πΠ = 作为

下面最优约束问题的解： 

( ){ }

( )( ) ( ) ( )1

inf , ,1 ,

1s.t. .
rh

s rt t

J t x

e A R
r

π µ α

Π

+

− Π

−

 −
− − −Φ ≤ 
 



                     (4.6) 

为了将其转化为不带约束条件的问题，定义拉格朗日函数为： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )11, , ,1 ,
rh

s
eL J t x r A t

r
t Rλ λ π µ αΠ − Π −

Π = − + − − −Φ − 
 

  

拉格朗日对偶问题为： 

( )
0

supinf , .L
λ

λ
Π≥

Π  

当且仅当 ( )* *,λΠ 满足下面条件时， *Π 才是约束问题的最优解， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

2
2 1 2

1

1

1 1, ,1 , ,1 0,
2

1 0,

1 0,

0.

rh rh

x s xx

rh

s

rh

s

e er J t x J t x r
r r

e r A R
r
e r A

t

t

t t R
r

t

µ π σ λ µ α σ

π µ α

λ π µ α

λ

−

− Π

− Π

  − − − + − − − −Φ = 
   

−− − −Φ − ≤


 − − − −Φ − =   
≥

     (4.7) 

定理 4.1.2 对于违约前情况，即 0z = ，对于任意固定 ( ) [ ], ,0 0,t x Tτ∈ ∧ ×，定义 ( )* * *,s pπ πΠ = 作为

下面最优约束问题的解： 

( ){ }

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

inf , ,0 ,

1s.t. 1 .
rh t h p

s p pt

J t x

e r s dM st t A t R
r

π µ π δ π ζ α

Π

+
+ − Π

−

 −  − − + − ∆ + −Φ ≤  
 

∫



     (4.8) 

对应拉格朗日函数为： 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

, , ,0

1 1 ,
rh t h p

s p pt

L J t x

e t r t s dM s A t R
r

λ

λ π µ π δ π ζ α

Π

+ − Π

Π = −

 −  + − − + − ∆ + −Φ −  
 

∫



 

拉格朗日对偶问题为： 

( )
0

supinf , .L
λ

λ
Π≥

Π  

当且仅当 ( )* *,λΠ 满足下面条件时， *Π 才是约束问题的最优解， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

2
2 1 2

1

0.

1 1, ,0 , ,0 0,
2

11 , ,0 , ,0 ( ) 1 1 0,

1 1 0,

1 1

p

rh rh

x s xx

rh
p p

t t

rh t h p
s p pt

rh

s p

e er J t x t J t x r
r r

eJ t x h J t x h h
r

e t r t s dM s A t R
r
e t r t

r

π

λ

µ π σ λ µ α σ

δ ζ λ δ ζ

π µ π π ζ α

λ π µ π π

−

+ − Π

≥

 − −
− + − − − −Φ = 

  
 −

− ∆ + − − − − ∆ + − = 
 

−  − − + − ∆ + −Φ − ≤ 

−  − − + − ∆ + 

∫

( ) ( ) ( ) ( )1 0,
t h p

pt
s dM s A t Rζ α

+ − Π

















 −Φ − = 


∫

     (4.9) 

证明：由于违约前和违约后的证明过程相似，这里只证明更加复杂的违约前的情况。为了求解约束

最优问题首先定义拉格朗日对偶函数， 

( ) ( ): inf , .g Lλ λ
Π

= Π  

该函数表示在给定拉格朗日乘子 λ 的情况下，通过遍历可行策略Π 找到拉格朗日函数 ( ),L λΠ 的下

界。然后定义拉格朗日对偶问题： 

( )
0

sup .g
λ

λ
≥

 

将原问题(4.8)的目标函数以及不等式约束定义为： 

( ) ( ){ }
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

: inf , ,0 ,

1: 1 .
rh t h p

s p pt

F J t x

eG t r t s dM s A t R
r

π µ π π ζ α

Π

+ − Π

Π = −

−  Π = − − + − ∆ + −Φ −  ∫


 

下面分别计算 ( ) ( ),F GΠ Π 关于 ,s pπ π 的 Hessian 矩阵， 

( )
( )

2 , ,0 0 0 0
,  .

0 00 , ,0
p p

xx
H Hp

p

J t x
F G

h J t xπ π

σ

π ζ

 −  
 = =  − −    

 

根据效用函数的形式可以知道 ( ) ( )2 , ,0 0, , ,0 0
p p

p
xx pJ t x h J t xπ πσ π ζ− > − − > ，因此 HF 是半正定矩阵，

而 HG 对应行列式的值为 0，所以 ( )G Π 既不是凸的也不是凹的，选择投资策 0sπ = ， 0pπ = ，那么

( )( )0,0 0HG R= − < ，也就是，可以找到一个可行的点，使得不等式约束严格成立，因此改进的 Slater’s
条件得到满足。因此强对偶性成立，那么任意一对原问题最优解和对偶问题最优解必须满足 KKT 条件，

即条件(4.9)。 

4.2. 违约前和违约后的最优投资策略 

前一节证明了约束投资问题最优解的存在性以及满足的条件，接下来将分别推导出违约前和违约后

的最优投资策略，定理 4.2.1 描述的是违约后最优投资策略及其相关的值函数。 
定理 4.2.1 对于违约后的情况，即 1z = ，对于任意 [ ],t T Tτ∈ ∧ ，则具有 CRRA 偏好的投资者的最优

投资策略为： 
若 0λ = ，那么 VaR 约束将没有约束作用，那么最优策略为： 

( ) ( ) ( )
( )

( )* *
2

, ,1
, 0.

, ,1
x

s p
xx

r J t x
J t x

t t
µ

π π
σ
−

= − =                          (4.10) 
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若 0λ > ，VaR 约束起作用，那么最优投资策略满足： 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

*

2
1 2

*

* 2
*

2
1 2

,
1 1

2
0,

, ,1 , ,1
,

1 1
2

s rh rh

p

x s xx

rh rh

R

e er
r r

r J t x J t x

e er
r r

t

t

π

µ α σ

π

µ π σ
λ

µ α σ

−

−

=
− −

− − −Φ

− +

− −
− − −Φ

=

=

                      (4.11) 

其中 ( )*
, ,1 0J t xΠ = ，违约后的值函数形式为： 

( ) ( ), ,1 ,0 1,xJ t x g t
β

β
β

= < <                             (4.12) 

其中 

( ) ( ) ( )
2

exp .
2 1

rg t r T tβ µβ
β σ

  −  = + −   −      
 

这个定理的证明类似于定理 4.2.2 的证明，在此省略。 
定理 4.2.2 对于违约前的情况，即 0z = ，对于任意 [ ]0,t Tτ∈ ∧ ，则具有 CRRA 偏好的投资者的最优

投资策略为： 
若 0λ = ，那么 VaR 约束将没有约束作用，那么最优策略为： 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

*
2

1
1

*

, ,0
,

, ,0

,
,

x
s

xx

p

r J t x
J t x

x B

t

t
t

x β

µ
π

σ

π
ζ

−

−
= −

−
=

                             (4.13) 

其中 ( ) ( ) ( )1 , ,0
, x

p

J t x
B t x

h
δ
ζ

− ∆
= 。 

若 0λ > ，VaR 约束起作用，那么最优投资策略满足： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*

2
* 2 1 2

* * * 1

1 1, ,0 , ,0 0,
2

11 , ,0 , ,0 1 1 0,

1 1 0,

p

rh rh

t s xx

rh
p p

t

rh t h p
p

t

s pt

e er J t x J t x r
r r

e

t

t t s

J t x h J t x h h
r

e r dM As t R
r

π

µ π σ λ µ α σ

δ λ δ ζ

π µ π π ζ α

−

+ − Π












 − −
− + − − − −Φ = 

  
 −

− ∆ + − − − ∆ + − = 
 

−  − − + − =



∆ + −Φ −  ∫

     (4.14) 

其中 ( )*
, ,0 0J t xΠ = ，违约后的值函数形式为： 

( ) ( ), ,0 ,0 1,xJ t x h t
β

β
β

= < <                             (4.15) 

其中 ( )h t 满足下面微分方程 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )

1

2 2 2

1

1 1 0.
2

t s p

pp
s

x h t rx t r t x h t

x t xt x h t h g t h t

β
β

β
β

β

π µ π δ
β

π ζ
π σ β

β β

−

−

 + + − + − ∆ 

 −
 + − + − =
 
 

 

证明：当时 0λ = ，那么问题即为无约束优化问题，由(4.5)定义的算子可以写出相应的 HJB 方程： 

( )
( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2

1 , ,0
, ,0 sup 0.1 , ,0 , ,1 , ,0

2

s p x

t p
s xx p

rx t r t J t x
J t x

t J t x h J t x t J t x

π µ π δ

π σ π ζ

  + − + − ∆  + = 
 + + − −   

        (4.16) 

根据 Jia 等人[21]的猜想，构造违约前值函数的形式为： 

( ) ( ), ,0 ,0 1.xJ t x h t
β

β
β

= < <                              (4.17) 

将值函数带入 HJB 方程后分别对 sπ 和 pπ 求偏导可得到最优投资策略： 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

*
2

1
1

*

, ,0
,

, ,0

,
,

x
s

xx

p

r J t x
J t x

x B

t

t
t

x β

µ
π

σ

π
ζ

−

−
−

=

=

−
                             (4.18) 

其中 ( ) ( ) ( )1 , ,0
, x

p

J t x
B t x

h
δ
ζ

− ∆
= 。 

将最优投资策略带回到 HJB 方程中得到关于 ( )h t 的微分方程： 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )

* * 1

*
2* 2 2

1

1 1 0,
2

t s p

pp
s

x h t rx t r t x h t

x t xt x h t h g t h t

β
β

β
β

β

π µ π δ
β

π ζ
π σ β

β β

−

−

 + + − + − ∆ 

 −  + − + − =   
  

            (4.19) 

其中 ( ) ( )1, ,0xJ t x x h tβ −= ， ( ) ( ) ( )2, ,0 1xxJ t x x h tββ −= − 。 
当 0λ > 时，那么问题为动态 VaR 约束下的优化问题，根据定理可以知道最优策略满足 KKT 条件： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

*

2
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− ∆ + − − − ∆ + − = 
 

−  − − + − =



∆ + −Φ −  ∫

      (4.20) 

其中 ( ), ,0J t x 满足 HJB 方程(4.16)，结合(4.18)和(4.20)，获得了无约束和有约束两种情况下的最优投资策

略。 
定理 4.2.1 描述的是违约后投资者的最优策略。对于违约后的情况，此时违约已经发生了，债券的价

值变成了 0，投资者对于债券的投资金额从违约的那一刻起变成了。此定理给出了无约束和有约束两种
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情况下的最优投资组合，可以看出，无约束的最优策略主要取决于金融市场的参数，动态 VaR 约束下的

最优策略不仅取决于金融市场的参数还取决于风险价值的参数。 
定理 4.2.2 描述的是违约前投资者的最优策略。对于违约前的情况，此时违约还未发生，因此投资者

不仅可以选择股票来投资还可以选择可违约债券。若无风险约束，最优投资策略可以很容易获得，若对

财富过程添加动态 VaR 约束，可以得到最优策略满足的关系式。 

5. 数值分析 
在本节中，通过数值分析说明了不同参数对最优策略的影响。除非另有说明，否则基本参数设置如

下所示： 0.005ph = ， 0.02qh = ， 12T = ， 0 1x = ， 0.3σ = ， qh
ζ δ
= ， 0.2θ = ， 0.03r = ， 0.3R = ， 0.1µ = 。 

 

 
Figure 1. Effect of σ  on ( )* 0sπ  
图 1. 参数σ 对 ( )* 0sπ 的影响 

 

 
Figure 2. Effect of β  on ( )* 0sπ  

图 2. 参数 β 对 ( )* 0sπ 的影响 
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图 1 显示了在无风险约束下参数σ 对 ( )* 0sπ 的影响。当σ 分别为 0.3、0.5 和 0.8 时，可以看到 ( )* 0sπ
是 µ 的一个线性递增函数。 µ 是股票的均值回报率，随着股票的均值回报率提升，投资者期望获得更多

的收益，因此对股票的投资就会增多。σ 表示的是股票价格的波动性，从图中可以看出，当波动性增加

时，投资者会减少对股票的投资以寻求更低的风险。 
图 2 说明了参数 β 对股票投资策略的影响。不难看出，股票的投资比例随着时间的推移而增加。 β

体现的是投资者对收益的风险态度，不同的 β 对应的最优投资策略显著不同。随着参数 β 的减小，投资

者对收益风险厌恶程度降低，对风险资产的投资比例就会增加。 
 

 
Figure 3. Effect of R on ( )* 0sπ  
图 3. 参数 R 对 ( )* 0sπ 的影响 

 

 
Figure 4. Effect of β  on ( )* 0pπ

 
图 4. 参数 β 对 ( )* 0pπ 的影响 

 

为了说明风险约束对投资策略的影响，图 3 描述了在不同的约束程度下投资策略的变化情况。可

以直观的看出随着约束力的增强，也就是 R 的减小，对于风险资产的投资比例逐渐下降。也就是说，

当动态 VaR 约束对投资者有效时，风险投资策略将显著降低。这是因为 VaR 约束使投资者对风险更加

保守。 
ph 表示在客观概率测度下债券的可违约强度，图 4 展示了违约未发生时，违约强度的变化对债券投

https://doi.org/10.12677/aam.2024.134157


王东立 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.134157 1661 应用数学进展 
 

资策略的影响。当市场中债券的违约强度增加时，为了减少违约带来的风险，投资者会降低对债券的投

资比例。同时，由于可违约债券是一种风险资产，因此随着 β 的减小，投资者同样会增加对债券的投资。 

6. 结论 

具有风险约束的期望效用最大化问题在纯扩散市场中得到了广泛的研究。本文将这个问题推广到跳

跃–扩散的可违约金融市场中，利用动态规划原理得到了动态VaR约束下的最优投资策略满足的关系式。

通过数值分析说明了参数对投资策略的影响。但是需要注意的是，当风险资产遵循一般的跳跃–扩散模

型时，从数学上讲计算的难度和复杂性将大幅增加，这是未来值得研究的问题。 
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