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摘  要 

本文考虑了在错误定价模型下具有有限记忆和共同冲击的保险公司的最优再保险和投资策略问题。假设保

险公司使用具有共同冲击依赖性的二维泊松过程来描述盈余过程，允许保险公司购买比例再保险且在金融

市场进行投资来分散其风险。金融市场由无风险资产，市场指数和一对错误定价的股票组成。然后，在考

虑与业绩相关的资本流入/流出的情况下，采用随机时滞微分方程来描述保险公司的财富过程。保险公司

的目标是最大化终端财富和平均绩效财富组合的均值–方差效用，应用博弈论框架内的带时滞的随机控制

理论，得到了最优再保险和投资策略的解析表达式。最后，通过数值例子对模型参数进行了敏感性分析。 
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Abstract 
This paper considers the problem of optimal reinsurance and investment strategies for insurance 
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companies with limited memory and common shocks under the mispricing model. Assume that 
insurers use a two-dimensional Poisson process with common shock dependence to describe the 
surplus process, allowing insurers to purchase proportional reinsurance and invest in financial 
markets to diversify their risk. Financial markets are made up of risk-free assets, market indices and 
a pair of mispriced stocks. Then, taking into account performance-related capital inflows/outflows, 
stochastic delay differential equations are used to describe the wealth process of insurance compa-
nies. The objective of insurance company is to maximize the mean-variance utility of the combina-
tion of terminal wealth and average performance wealth. The analytical expressions of optimal 
reinsurance and investment strategies are obtained by using stochastic control theory with time 
delay within the framework of game theory. Finally, a numerical example is given to analyze the 
sensitivity of the model parameters. 
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1. 引言 

保险市场对经济社会稳定发展的重要性日益凸显。作为保险市场的主要参与者，保险公司业务的稳

定性至关重要。投资与再保险是保险公司规避风险、获取利润、实现稳定经营的两个重要措施。近年来，

关于随机控制理论在最优投资与再保险的问题上引起人们的广泛关注。一方面保险公司需要购买再保险

分散其承保风险以减小其破产概率；另一方面，保险公司需要将其盈余投资于金融市场来赚取收益，故

优化保险公司的再保险和投资策略是保险人必须关注的问题。 
学者们从不同的目标角度研究了保险公司的最优再保险与投资问题，如 Liang 等[1]考虑了以破产概

率最小化为目标的最优投资–再保险问题；Guan 和 Liang [2]研究了以终端财富预期效用最大化为目标的

最优问题；Wang 等[3]研究了均值方差准则下的最优再保险和投资问题。除了不同的决策目标外，许多

学者还从其他几个方面研究了最优投资–再保险策略。首先，模型不确定性在金融和保险领域广泛存在，

因此，一些学者研究了模糊性对最优投资–再保险的影响，如 Chen 和 Yang [4]考虑了对于模糊厌恶保险

人的稳健最优投资再保险策略问题；Wang 和 Zhang 等[5]研究了模型不确定下的两家竞争保险公司之间

的一类鲁棒非零和随机微分博弈的再保险和投资问题。其次，由于并非绝对成熟的市场存在交易摩擦，

保险公司可以通过错误定价获利，即利用一对股票之间的价格差异获利，一些学者对该现象进行了研究，

如 Gu 等[6]研究了具有均值回归和错误定价的保险公司的最优稳健再保险投资策略；Wang 和 Deng 等[7]
研究了均值–方差准则下定价错误的保险公司最优再保险投资策略。再次，由于过去的信息总是或多或

少地影响着保险人或投资者的决策。例如，在投资股票时，投资者不仅关注当前的股票价格，还关注过

去一段时间的股票价格趋势。在模型中考虑过去的信息有助于我们做出更合理的决策。A 和 Li [8]以及

Zhang 和 Chen [9]研究了带有延迟的最优超额损失投资再保险策略。此外，在现实中，一些保险业务之间

通常是相互依赖的，例如，交通事故可能会造成财产损失、医疗索赔以及死亡索赔，这些再保险业务之

间通常是相互依赖的，因此考虑相依风险是十分必要的，如 Bi 和 Liang 等[10]研究了均值方差准则下两

类相依保险业务间的最优问题。 
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受上述参考文献的启发，本文考虑了在错误定价模型下具有有限记忆和共同冲击的保险公司的最优

再保险和投资策略问题。与现有文献相比较，本文的创新点如下：(i) 将错误定价模型和相依风险模型结

合起来，并且考虑过去财富的影响来研究最优投资再保险问题；(ii) 在均值方差准则下获得了最优投资

再保险策略。 

2. 模型的建立 

2.1. 余额过程 

假设保险公司的余额过程遵循下述 C-L 模型： 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 2

0
1 1

N t N t N t N t

i i
i i

dR t c dt d X d Y
+ +

= =

= − −∑ ∑                           (1) 

其 中 ， 0 0c > 为 保 费 率 ， 保 费 率 0c > 是 一 个 正 的 常 数 ， 根 据 期 望 值 原 则 来 计 算

( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 2 2 21 1c λ λ µ η λ λ µ η= + + + + + ，其中 1 0η > ， 2 0η > 是保险公司的安全负荷；随机变量 iX 代表

第一类索赔发生时第 i 次索赔的大小，{ }, 1iX i ≥ 假定是独立同分布的随机变量序列且有相同的分布函数

( )XF ⋅ ，有限一阶矩 ( ) 1 0iE X µ= > ，二阶矩 ( )2
1iE X ν= ；随机变量 iY 代表第二类索赔发生时第 i 次索赔

的大小， { }, 1iY i ≥ 假定是独立同分布的随机变量序列且有相同的分布函数 ( )YF ⋅ ，有限一阶矩

( ) 2 0iE Y µ= > ，二阶矩 ( )2
2iE Y ν= ； ( ){ }1 , 0N t t ≥ ， ( ){ }2 , 0N t t ≥ ， ( ){ }, 0N t t ≥ 是三个相互独立的泊松

过程，其强度分别为 1 λ 、 2λ 、  λ 。{ }, 1iX i ≥ ，{ }, 1iY i ≥ ， ( ){ }1 , 0N t t ≥ ， ( ){ }2 , 0N t t ≥ ， ( ){ }, 0N t t ≥ 是

相互独立的。 
为了计算方便，记 

( )1 1 1a λ λ µ= + , ( )2
1 1 1b λ λ ν= +  

( )2 2 2a λ λ µ= + , ( )2
2 2 2b λ λ ν= +  

保险公司通过购买比例再保险来分散风险， ( )0 1iq t< < 为时刻 t 时保险公司对第 i 类索赔的自留水平，

其中 1,2i = 。加入再保险策略 ( )iq t 后，我们采用了期望值保费原则来计算再保险保费，即 

 
( )( )( )( ) ( )( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )

1 1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

c q t q t

q t a q t a

θ λ λ µ θ λ λ µ

θ θ

= − + + + − + +

= − + + − +
                 (2) 

其中， 1 1θ η> ， 2 2θ η> 。 
那么加入再保险后保险公司的余额过程 ( )qX t 可表示为： 

 

( ) [ ] ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2

1 2

0 1 1 2
1 1

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 2
1 1

1 1

N t N t N t N t
q

i i
i i

N t N t N t N t

i i
i i

dX t c c dt q t d X q t d Y

q t a a q t a a dt

q t d X q t d Y

θ ξ θ ξ

+ +

= =

+ +

= =

= − − −

= + + + + +  

− −

∑ ∑

∑ ∑

                  (3) 

其中， 1 1 1ξ η θ= − ， 2 2 2ξ η θ= − 。 

2.2. 金融市场 

保险公司还可以利用自己的盈余在金融市场投资来增加财富。假设保险公司可投资于由储蓄账户，
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市场指数以及由错误定价模型描述的风险资产组成的金融市场。 
(1) 储蓄账户的价格过程为： 

 ( ) ( )dS t rS t dt= ( ) 00S s=                                 (4) 

(2) 市场指数的价格过程为： 

 ( ) ( ) ( )t tm m m mdP r dt dWµ σ= + +                               (5) 

其中，市场风险保费 mµ 和市场波动系数 mσ 都是正常数， ( )mW t 是一个标准的布朗运动。 
(3) 一对错误定价的股票的价格过程为： 

 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1
1

dS
r dt bd

t
tZ k L d

S
td

t
t Wtµ σ= + + − +                        (6) 

 
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2
2

dS
r dt bd

t
tZ k L d

S
td

t
t Wtµ σ= + + + +                        (7) 

(i) µ ， b ， 1k ， 2k 都是正常数， ( )ibdZ t 描述了金融市场中第 i 只股票的风险，其中 1,2i = 。 
(ii) ( )1Z t ， ( )2Z t ， ( )mW t ， ( )W t 是相互独立的。 
(iii) ( )jk L t 表示错误定价对第 j 只股票的影响， 1,2j = 。 

( )L t 是两只股票间的错误定价，定义为： 

 ( ) ( )
( )

1

2

ln
S

L
t
tS

t =                                      (8) 

基于方程(1.6)和(1.7)，利用标准的伊藤公式，可以发现错误定价 ( )L t 的动态过程满足以下方程 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
_1 _ 2

_1 _ 2

dL t k k L t

b dZ t dZ t

= − +

+ −  
                               (9) 

2.3. 带延迟的财富过程 

由于有限记忆特征，保险公司所采取的再保险和投资策略受外生资本的影响，用 ( )Y t 和 ( )G t 表示保

险公司在过去时段 [ ],t h t− 财富过程的综合延迟信息和点态延迟信息即 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 s
h

Y e X t s ds Gt t X t hβ
−

= + = −∫                       (10) 

其中，对于 [ ]0,t T∀ ∈ ，正常数 β 为平均参数，h 为延迟参数，平均财富的初始值为 ( )
( )0 1

0
hx e

Y
β

β

−−
= 。 

用 ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,t tf t X Y X Gt t− − 表示保险公司的资本流入(出)量，其为平均绩效和绝对绩效的线性加权

和，即： 

 
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2

, ,f t X Y X G

X Y X G

t t t t

t t t tα α

− −

= − + −
                           (11) 

其中， 1α 和 2α 均为正常数。 
假设保险公司在 t 时刻投资于市场指数的资产为 ( )m tπ ，投资于第一只股票的资产为 ( )1 tπ ，投资于

第 二 只 股 票 的 资 产 为 ( )2 tπ ， 在 考 虑 加 入 延 迟 后 ， 保 险 公 司 在 再 保 险 和 投 资 策 略

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , ,mt t t t t tq q π π πΠ = 下的财富过程为： 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2
1 2

1 2

1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 2

1

, ,

1 1

mq
m

m

m

m m

m m m

i
i

dP dS dS
dX dX

P S S

dS
X f t X Y X G

S

q

t t t
t t t t t

t t t

t
t t t t t t t t

t

t ta a q a a aX
dt

k l k l Y G

dW b

t

t t t t

t

dZ b dZ dW

q d X

π

π

π π π

π π π

θ ξ θ ξ µ π µ π π
π π α α

π σ π π σ π π

=

= + + +

+ − − − − − −

+ + + + +

 

+ +



 
 
 

+ +
=

− + + +

+ + + + +

−
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 2

2 1 2
1 1

N N N N

i
i

t t t t

q d Y Xt t t tY X G tα α
+ +

=

− − − + −  ∑ ∑

        (12) 

其中 1 2a r α α= − − ， 1 2π π、 、 mπ 分别代表 ( )1 tπ 、 ( )2 tπ 、 ( )m tπ 。 
定义 1 (可行策略) 
一个投资–再保险策略 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 2 1 2 0,

, , , ,m t T
t t t tq tqπ π π π

∈
= 被称为是可行的，如果满足以下条件： 

(1) ( )tπ 是{ }tF -逐步可测过程； 
(2) [ ]0,t T∀ ∈ ， ( ) [ ]0,1iq t ∈ ； 

(3) ( )( )2T

o
E s dsπ < ∞∫ ，其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

1 2 1 2mt q t q t t t tπ π π π= + + + + ； 

(4) 对 ( ) [ ] [ ), , , 0, 1,t x l y T R R∀ ∈ × × × − +∞ ， ( )( ), X tππ 是随机微分方程(12)的唯一强解。 
记所有可行策略的集合为Π。在本文中，保险公司的目标是在均值–方差准则下寻找最优投资-再保

险策略，即最大化 ( ), , ,J t x l yπ ，其定义为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,, , ,
2t x l y t x l yJ t x l y E X T Y T Var X T Y Tπ π π π πγα α   = + − +     

其中 ( ) [ ] [ ), , , 0, 1,t x l y T R R∈ × × × − +∞ ， 0γ > 是风险厌恶系数。由于均值–方差准则下的最优问题是时间

不一致的，因此为了解决这个问题，根据 Bjork 等[11]，定义如下均衡策略： 
定义 2 (均衡策略) 
对 ( ) [ ] [ ), , , 0, 1,t x l y T R R∀ ∈ × × × − +∞ ，考虑可行策略 *   π ，选择任意一个固定的 ˆ   π ∈Π ，对任意可行

策略    π 和   0ε > ，定义一个新策略    επ  

( )
( )
( )*

ˆ , , , ,
, , ,

, , , ,

t x l y t s t
t x l y

t x l y t s Tε

π ε
π

π ε

≤ ≤ += 
+ ≤ ≤

 

若
( ) ( )*

1

0

, , , , , , , , ,
lim 0

J t x l y J t x s z
inf ε

ε

π ν π

ε+→

−
≥ ，对所有的π ∈Π，那么 *π 被称为均衡策略，均衡值函数为

( )*
, , ,J t x l yπ 。 

为了得到拓展的 HJB 方程，定义如下算子，对 ( ) [ ] [ ), , , 0, 1,t x l y T R R∀ ∈ × × × − +∞ ， 

( ) [ ] [ )( )1,2,2,1, , , 0, 1,t x l y C T R Rφ∀ ∈ × × × − +∞ ，定义 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2 1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 2

22 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

, , ,
1 1

1
2

m m
t x

h
l y

xx m m ll xl

ax k l k l y g
t x l y

q t a a q t a a

k k l x y e g

b b b

π

β

µ π µ π π π π α α
φ φ φ

θ ξ θ ξ

φ φ β

φ π σ π π σ π π φ φ π π

−

+ + + − + + + 
= +  

+ + + + + +  

− + + − −

 + + + + + + + − 


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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2

1 2

, , , , , , , , , , , ,

, , , , , ,
i i

i i

E t x q X l y t x l y E t x q Y l y t x l y

E t x q X q Y l y t x l y

λ φ φ λ φ φ

λ φ φ

   + − − + − −   
 + − − − 

           (13) 

3. 最优投资与再保险问题 

在本节中，给出最优问题，求解最优投资和再保险策略，验证定理及 EHJB 方程。根据动态规划原

理，给出验证定理如下： 
定理 1 (验证定理) 

( ), , ,V t x l y∃ 和 ( ) [ ] [ )( )1,2,2,1, , , 0, 1,g t x l y C T R R∈ × × × − +∞ ，满足如下条件： 
对于 ( ) [ ] [ )( ), , , 0, 1,t x l y T R R∀ ∈ × × × − +∞ ， 

 ( ) ( ) ( ) ( )2, , , , , , , , , , , ,
2

0sup V t x l y g t x l y g t x l y g t x l yπ π π

π

γ γ
∈Π

  = 
 

− +                (14) 

 ( ) ( )*
, , , 0, , , ,g t x l y g T x l y x yπ α= = +                        (15) 

 ( ), , ,V T x l y x yα= +                                  (16) 

 ( ) ( ) ( ) ( )* 2: arg sup , , , , , , , , , , , ,
2

V t x l y g t x l y g t x l y g t x l yπ π π

π

γπ γ
∈∏

 = − + 
 
               (17) 

那么，最优均衡值函数 ( ) ( )*
, , , , , ,J t x l y V t x l yπ = ， ( ) ( )*

, , ,E X T g t x l yπ  =  ， *π 是最优投资与再保险策略。 
由于该定理类似于 Kryger 和 Steffensen [12]，因而在此省略该定理的证明。 
对于任一可行策略 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

*
1 2 1 2 0,

, , , ,m t T
q t q t t t tπ π π π

∈
= ， HJB 方程满足： 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2
1 2

1 2

1
sup

1

1
2

,

m m
t x

h
l y xx x m m

ll l xl x l

i i

ax k l k l y g q t a a
V V

q t a a

V k k l V x y e g V g b

V g b V g g b

E V t x q X q Y

π

β

µ π µ π π π π α α θ ξ

θ ξ

β γ σ π π π σ π π

γ γ π π

λ

∈∏

−

+ + + − + + + + + +
+

+ + +

− + + − − + − + + + +

   
  
    

 

+ − + − −

+ − −

 

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

2
1 2

2
1 2

2 2
1 1 1

1 1 2

, , , , , , , ,
2

, , , , , , , , ,
2

, , , , , , , , , , , ,
2

, , , , , ,

i i

i i

i i

i

l y V t x l y E g t x q X q Y l y

E g t x l y gE g t x q X q Y l y g t x l y

E V t x q X l y V t x l y E g t x q X l y g t x l y

gE g t x q X l y g t x l y E V

γ

γλ γ

γλ

λ γ λ

  − − − −   

 + + − − − 

   + − − − − −     

 + − − +  ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2
2 22

, , , , , ,

, , , , , , , , , , , ,
2

i

i i

t x q Y l y V t x l y

E g t x q Y l y g t x l y gE g t x q Y l y g t x l yγ γλ

 − − 

   − − − − −
 −    



        (18) 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 1

2 2

1

1

1
2

, , , , , ,

, , ,

m m
t x

h
l y xx m m

ll xl i

i

ax k l k l y g q t a a
g g

q t a a

g k k l g x y e g g b

g b g b E g t x q X l y g t x l y

E g t x q Y l y g

β

µ π µ π π π π α α θ ξ

θ ξ

β σ π π π σ π π

π π λ

λ

−

+ + + − + + + + + +
+

+ + +

 − + + − − + + + + + 

 + + − + − − 
+ −

 
 
 

−



( ) ( ) ( )1 2, , , , , , , , , 0i it x l y E g t x q X q Y l y g t x l yλ   + − − − =   

         (19) 
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引理 1 根据第 2 部分给出的参数 λ ， 1λ ， 2λ ， 1µ ， 2µ ， 1ν ， 2ν ，有 

 
2

2 2 2 2 2 1 2 2 1 2
1 2 1 2 2

1 1 2 12

          1
a b ab b
a ab

λµ µ
λ µ µ

λµ µ
> < <                         (20) 

考虑到 ( )1 0q t ≥ 和 ( )2 0q t ≥ ，根据引理 1，我们将讨论下述三种情况： 

(1) 如果 1 2 2
1 22

12

a
ab

λµ µ
θ θ< ，有 1 0n < ， 2 0n ≥ ； 

(2) 如果
2

1 2 2 1 2
2 1 22

1 1 2 12

a b a
a ab

λµ µ
θ θ θ

λµ µ
≤ ≤ ，有 1 0n ≥ ， 2 0n ≥ ； 

(3) 如果
2

1 2
1 2

1 2 1

b a
a

θ θ
λµ µ

> ，有 1 0n ≥ ， 2 0n < 。 

注 1 这里
2

1 1 2 2 2 1 2
1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

a b an
b b
θ θ λµ µ

λ µ µ
−

=
−

，
2

2 2 1 1 1 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

a b an
b b
θ θ λµ µ

λ µ µ
−

=
−

。在此只详细讨论(2)的情况，其他两种情

况可以类似推导得出。 
为了解决(15)和(18)，我们尝试构造下列形式的解： 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2, , ,V t x l y A t x y B t l C t l D tα= + + + +                       (21) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2, , ,g t x l y A t x y B t l C t l D tα= + + + +                       (22) 

其中满足边界条件 ( ) ( ) 1A T A T= = ， ( ) ( ) 0B T B T= = ， ( ) ( ) 0C T C T= = ， ( ) ( ) 0D T D T= = 。则关于函

数 V 和函数 g 各个变量的偏导数如下： 

 ( ) 2   V =A 2  t t t tt lxA x y B l C l D V BV l Cα+ + + + = +=                      (23) 

    2     0y ll xx xlV A V B V Vα= = = =                              (24) 

 ( ) 2        2t t t t t x lg A x y B l C l D g A g Bl Cα= + + + + = = +                     (25) 

    2     0y ll xx xlg A g B g gα= = = =                              (26) 

其中V ，g ，A ，B ，C ，D ，A ，B ，C ，D 分别是 ( ), , ,V t x l y ， ( ), , ,g t x l y ， ( )A t ， ( )B t ， ( )C t ，

( )D t ， ( )A t ， ( )B t ， ( )C t ， ( )D t 的缩写。 
经过简单的化简，把上述所有偏导代入式(18)化简得： 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 1 2 2 1 22

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 1 1 1 2 1 1 1

1 1

2
2

2

sup

m m
t t t t

h
m m

ax k l k l y g
A x y B l C l D A

q t a a q t a a

Bl C k k l A x y e g A b

q A A Bl C b q A A x y Bl C

β

π

µ π µ π π π π α α
α

θ ξ θ ξ

γα β σ π π π σ π π

λ µ γ π π λ γµ α

−

∈∏

+ + + − + + + 
+ + + + +   + + + + + + 

 − + + + − − − + + + + 

− − + − − + + +

( ) ( )( )
( ) ( )

( )( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2 1 1 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 2
2

2
2

2 2
2

l D

B Bl C b q A Aq A x y Bl Cl D

q A q A A x y Bl Cl D q q A

q A Aq A x y Bl Cl D

q q A q q A A q q A x y Bl Cl

γγ λ ν µ α

λ µ λ γµ α λ µ µ

γ λ ν µ α

γ λ ν ν µ µ µ µ α

 + 

   + − + − − + + + +   
 − − + + + + − + 

 − − + + + + 

− + + − + + + +( )
( ) ( ) 2

1 1 2 2

0

D

q q A A x y Bl Cl Dλγ µ µ α

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 
 
 
 
 
 
 

  +  
  − + + + + +  

    (27) 
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根据式(27)的结果求解最优再保险策略，其求解过程如下：令 

 
( ) ( ) ( ) 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 2 1 2

, , 1 1
2

2 2 2

f t q q A a q A a q q A q A q A

q A q A q A q A q A q q A

γθ θ λ µ λν λ µ

γ γ γλ ν λµ λµ λν λν γλµ µ

= + + + − − −

− − − − − −
            (28) 

关于 1q ， 2q 求偏导得： 

 

( )

( )

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2

1

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1

2
2

2 2
1 1 12

1
2

2 2
2 2 22

2
2 2

2
1 2

1 2 2 1

1

1

f Aa A q A A q A q A
q

f Aa A q A A q A q A
q

f A A
q

f A A
q

f f A
q q q q

θ λ µ γλ µ λµ γλν γλµ µ

θ λ µ γλ µ λµ γλν γλµ µ

γλν γλν

γλ ν γλν

γλµ µ

∂ = + − − − − − ∂
 ∂

= + − − − − −∂
 ∂ = − − ∂
 ∂

= − −
∂

 ∂ ∂ = = −
 ∂ ∂ ∂ ∂

             (29) 

从式(29)可以得到如下 Hessian 矩阵： 

 

2 2

2 2
1 21 2 1 1 2

22 2
1 2 2

2
2 12

f f
q qq b

A
bf f

q qq

λµ µ
γ

λµ µ

 ∂ ∂
 ∂ ∂∂    = −   ∂ ∂    ∂ ∂∂ 

                          (30) 

通过式(30)，显而易见该矩阵是负定的，因此最优再保险策略 ( )*
1q t 和 ( )*

2q t 满足下列方程： 

 
2 2 2

1 1 1 1 1 2 2
2 2 2

2 2 2 2 1 2 1

0
0

Aa b q A q A
Aa b q A q A

θ γ γλµ µ
θ γ γλµ µ

 − − =


− − =
                            (31) 

关于(31)式对 1q 和 2q 求一阶条件得： 

 
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )

1*
1 2

2*
2 2

n A t
q t

A t

n A t
q t

A t

γ

γ


=



 =


                                    (32) 

其中，
2

1 1 2 2 2 1 2
1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

a b an
b b
θ θ λµ µ

λ µ µ
−

=
−

，
2

2 2 1 1 1 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

a b an
b b
θ θ λµ µ

λ µ µ
−

=
−

。然后再关于 ( )m tπ ， ( )1 tπ ， ( )2 tπ 求一阶条件得： 

 

( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )

*
2 2

2 2 2
1 2*

1 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 1*

2 2 2 2 2 2 2 2

2

2 22 2 4
2 2

2 22 2 4
2 2

m
m

At
A

b Ak AkA C Bt l l
A AA b A b b

b Ak AkA C Bt l l
A AA b A b b

µπ
γ µ

σ σµπ
γ σ γ σ

σ σµπ
γ σ γ σ


 =

 + + = − − −

+ +


+ +
= + + +

+ +

                 (33) 
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将所得的最优投资与再保险策略式(32)和式(33)代入式(27)和式(19)得 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
2

1 2 2

2 22 2
2 1 1 1

2 22 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 1 2

2 2

2

2 2 24
2 2

2 2 2 4 2
2 2

2 2 2

2

h
t t t t

m

AA x y A a x y A e g B l C l D
A

A k k A k ACkA l l
AA bA b A b

A k b A k k AB k k A kl l l
AA b b A b

b A k A k k

A b

β µα α α αβ α α
γ µ

µ µµ
σ σ

σ σ µ
σ σ

σ σ

σ

−+ + + + − + − + + + +  

−
+ + − +

+ +

+ + +
+ + +

+ +

+ +
+

+( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )

2 2
2 1 2

1 1 2 22 22 2

2 2 2 2 2 2
2

1 1 2 2 1 2 1 2 2 4 22 2 2

22 2 2 2 2 2 2
2 1 2 12

2 4 22 2 2 2 2 2 2

2 2 2
1 2 22 2 2

2 2

1 1

2 82 2
2

2 8 4
2 2

8 3 4
4

2

m

m

n A n Al a a
A Ab

A AAa Aa B k k l C k k l
A A b

A k k A k k A bl l
A b A b b A b

AB k k b A k k
C b l

A b

θ θ
γ γ

µ σ µ σ γξ ξ
γ µ σ

γσ γµσ γ µ
σ σ

γ σ γ µ
γ

σ

+ + + +

+ + − + − + − −
+

− −
− − −

+ +

+ + −
− − −

+

( )( )
( )

( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2 2
1

22 2 2

22 2 2 2 2 2 222 2 1 2 2 11 2 2
22 2 2 2 2 2

2 2
1 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2

122 2

2

2 2 24 3

2 2

4 3
2 12 4 4

2

2 3

2

b
l

A b

A k b k k b kAC k k b
l l

A b A b b

AB k k b
Bb B b l BC b l C b C b l

A b

AC k k b n n Al a
AA b

σ

σ

γ σ σ σ σγ σ

σ σ

γ σ
γ γ γ γ

σ

γ σ λµ µ
γσ

+

+

  + + + + + + +   − −
+ +

+ +
+ + − − + +

+

+ +
+ − −

+

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2

22 2 2 2 0
2 2

n A n A n A b n A ba
A A A Aγ γ

− − − =

        (34) 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )
( )

2
1 2

2
2 1 2 1 2

1 2 1 222 2 2 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 22 2 2

2

2 24 2
2 2

2 2 4
0

2

h
t t t t

m

AA x y A a x y A e g B l C l D
A

A k k A k kA l l C k k l B k k l
AbA b A b

A b k k A k k n A n Al a a A a A a
A AAb b

β µα α α αβ α α
γ µ

µ µµ
σ σ

σ σ
θ θ ξ ξ

γ γσ

−+ + + + − + − + + + +  

− −
+ + + + + + +

+ +

+ + +
+ + + + + =

+

         (35) 

为了使问题可解，设下列参数满足 

 2
he βα α −=                                        (36) 

 ( )1 2
he aβα β α α− = + +                                    (37) 

则有 ( )2 0hA e gβα α −− = 。为了获得 A ，A ，B ，B ，C ，C ，D ，D 的表达式，让 tA ，A ， tA ，

A 满足下列微分方程： 

 ( ) ( ) ( )( )1 0tA x y A a x yα α α αβ+ + + + − =                            (38) 
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 ( ) ( ) ( )( )1 0tA x y A a x yα α α αβ+ + + + − =                            (39) 

其中 ( )A T 和 ( )A T 满足边界条件 ( ) ( ) 1A T A T= = 。 
基于式(37)的条件，有 ( )1 aα αβ α α− = + ，因此有 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )         a T t a T tA t e A t eα α+ − + −= =                              (40) 

接下来通过分离有无 l 和 2l ，可以推导出下列方程： 

 ( )
( )( )

( )
2 2 2 2 2

1 2 1 2
1 2 2 2 2

2 2 4
2 0

2t

A b k k A k k
B B k k

A b b

σ σ

σ

+ + +
+ + + =

+
                    (41) 

 ( ) ( )
( ) ( )2 1 2 1

1 22 2 2

2 2
0

2t

A k k A k k
C C k k

Ab A b
µ µ

σ

− −
+ + + + =

+
                        (42) 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 21 2

1 22 2 2 2

2 222 2
1 22 1 2 2

2 4 2 2

2 22 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1

22 2 2 2

2 2 44
2

2

4 32
12

2

2 2 2
0

2

t

A k k b A k kAB k k
B B k k

A A b b

AB k k bA k k
B b

A b A b

A k b k k b k

A b b

σ σ

σ

γ σγσ
γ

σ

γ σ σ σ σ

σ

+ + ++
+ + − +

+

+ +−
− + −

+

   + + + + +   − =
+

                (43) 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2 2 2 2
2 1 2 1 1 2 2 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 1 1 2 2

2 2 22 2 2

2 2 2 8
2 2

4 2 3
4 0

22

t

A k k A k k AC k k A k k
C

AA b A b A b b

A k k b AC k k b
BC b

A bA b

µ µ γµσ

σ σ

γ µ σ γ σ
γ

σσ

− − + −
+ + + −

+ +

− + + +
− − − =

++

                (44) 

 
( )

2
1 2

1 1 2 2 1 1 2 22 2

2 4 0
2t

m

n A n AA AD a a A a A a
A A AA b
µ µ θ θ ξ ξ

γ µ γ γσ
+ + + + + + =

+
                  (45) 

 
( )

( )

2 2 22
1 2

1 1 2 2 1 1 2 2 2 42 2

2 2 2 2 2 2 22 2 2
2 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 22 2 2

22 4
2

8 2
2 22

m
t

m m

An A n AA AD a a A a A a
A A A AA b

n A b n A b n n AA C b Bb
A A AA b

µ σµ µ θ θ ξ ξ
γ µ γ γ γ µσ

λµ µµ σ γ γ
γσ

+ + + + + + + −
+

− − + − − −
+

              (46) 

其中 ( )B T ， ( )B T ， ( )C T ， ( )C T ， ( )D T ， ( )D T 满足边界条件 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0B T B T C T C T D T D T= = = = = = 。 
通过求解常微分方程式(41)~(46)得： 

 ( ) ( )
( )( )( )1 221

1 2

1
2

k k T tPB t e
k k

− + −= −
+

                              (47) 

 ( ) ( )
( )( )( )1 22

1 2

1k k T tPC t e
k k

− + −= −
+

                               (48) 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 22 2Tk k T t k k T s

t
B t e e Q s ds+ − − + −= − ∫                            (49) 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.134163


孔于榕 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.134163 1733 应用数学进展 
 

 ( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 22 2Tk k T t k k T s

t
C t e e h s ds+ − − + −= − ∫                            (50) 

 ( ) ( ) ( )( )
2

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2
2 2

2 4 1
2

a T t

m

a n a n a aD t T t e
ab

αθ θ ξ ξµ µ
γµ γ ασ

+ − + +  = + + − + −   ++ 
            (51) 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2 22
21 1 1 2 2 2 1 2 1 2

2 2 4

2
2 2 2 2 2 21 1 2 2
1 1 2 22 2

22 4 2
2

4 1 1
22

Tm
t

m m

Ta T t

t

a n a n n nD t T t b B s ds
b

a an b n b T t e b C s ds
ab

α

µ σθ θ λµ µµ µ
γµ γσ γµ

ξ ξγµ γ
ασ

+ −

 + −
= + + − − + 

+ 
  +  − + + − + − −   ++ 

∫

∫
        (52) 

其中， 

 
( )

( )
2 2 2

1 2 1 2
1 2 2 2 2

2 4
2

k k k kP
b b b

σ
σ

+
= +

+
                             (53) 

 
( ) ( )2 1 2 1

2 2 2 2

2 2
2

k k k k
P

b b
µ µ

σ
− −

= +
+

                             (54) 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )( )

( )

( ) ( )
( )

2 2 222
1 2 2 11 2

1 2 42 2 2

2 2
1 22 2

2 2

2 22 2 2 2 2 2
1 2 2 1

22 2 2

2 24
4

2

4 3
12

2

2 2 2
0

2

T

t

T T

t t

k k k kk kQ s k k B s ds
b bb b

k k b
b B s ds B s ds

b

k b k k b k

b b

γσσ
σ

γ σ
γ

σ

γ σ σ σ σ

σ

+ −
= + + + −

+

+ +
+ −

+
    + + + + +     − =

+

∫

∫ ∫              (55) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )

2 22
2 12 1 2 1 2 1

2 2 2 22 2 2 2 2

2 2
1 22

1 2 2 2

82 2 8
2 2 2

2 3
2 4

2
T T T

t t t

k k bk k k k k k
h s

b b b b b

k k b
k k C s ds b B s C s ds C s ds

b

γµ σµ µ γµσ
σ σ σ

γ σ
γ

σ

− +− − −
= + − −

+ + +

+ +
× + − −

+∫ ∫ ∫

           (56) 

综上，可以得到最优投资与再保险策略以及最优值函数，整理得到了如下定理： 
定理 2 (最优策略) 
最优投资策略 

 ( )*
2

2
m

m

t µπ
γµ

=                                       (57) 

 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )

1 2

1 2

* 2
1 2 2

1 2

2 2 2
1 21

2 2 2
1 2

22 1
2

2 22
1

2

a T t a T t k k T t

k k T t a T t a T t

Pt e e e
k kb

k b kP e e l le
k k b b

α α

α α

µπ
γ σ

σ σ

γ σ

− + − − + − − + −

− + − − + − − + −

 = − − ++

 + +
 − − −

+  + 

             (58) 

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )1 2* 2

2 2 2
1 2

22 1
2

a T t a T t k k T tPt e e e
k kb

α αµπ
γ σ

− + − − + − − + − = + − ++
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( )( )( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )1 2

2 2 2
2 11

2 2 2
1 2

2 22
1

2
k k T t a T t a T tk b kP e e l le

k k b b
α α

σ σ

γ σ
− + − − + − − + −

 + +
 + − +

+  + 
             (59) 

最优再保险策略 

 ( ) ( )
( )( )

2
* 1 1 2 2 2 1 2
1 2 2 2 2 2

1 2 1 2

a T ta b aq t e
b b

αθ θ λµ µ
γ λ µ µ

− + −−
=

−
                           (60) 

 ( ) ( )
( )( )

2
* 2 2 1 1 1 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

a T ta b aq t e
b b

αθ θ λµ µ
γ λ µ µ

− + −−
=

−
                           (61) 

最优值函数是 

 ( ) ( ), , , , , ,V t x l y J t x l y=                                (62) 

其中 ( )1P t ， ( )2P t 见公式(53)和公式(54)。 
注 2. 若两类共同冲击的索赔变为一类索赔，不考虑延迟信息，其最优投资策略和再保险策略与文献

[7]定理 3.4 相似。 
注 3. 若没有错误定价，即 ( ) 0L t ≡ ，假设保险公司依旧进行比例再保险，仍投资于市场指数和风险

资产，对财富过程进行求解后可以发现最优再保险策略与最优市场指数投资与带错误定价的模型一致，

说明错误定价并不影响再保险策略，当没有错误定价时投资于错误定价股票的资金将会返回到账户而不

会对其他资产产生影响。 

4. 数值分析 
本节主要给出最优再保险和投资策略关于各个参数的一些敏感性分析。若无特殊说明，参数取值如

下： 1 2λ = ， 2 3λ = ， 1λ = ， 1 0.2µ = ， 2 0.2µ = ， 1 0.3ν = ， 2 0.3ν = ， 0.5δ = ， 1 0.4θ = ， 1 0.2η = ， 2 0.4θ = ，

2 0.2η = ， 0.02r = ， 0.3b = ， 0.05µ = ， 0.2σ = ， 1.5β = ， 0.1α = ， 0.1a = ， 1 0.2k = ， 2 0.6k = ， 1γ = ，

0.5h = ， 4T = ， 0t = 。 
 

 
Figure 1. Effect of γ on q1

*(t) and q2
*(t) 

图 1. γ对 q1
*(t)和 q2

*(t)的影响 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.134163


孔于榕 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.134163 1735 应用数学进展 
 

图 1 反映了模糊厌恶系数 γ 对 ( )*
1q t 和 ( )*

2q t 的影响。结果表明，保险公司的自留水平 ( )*
1q t 和 ( )*

2q t 随

着风险厌恶系数 γ 的增大而减小。风险厌恶程度越高，保险公司的风险厌恶程度越高，因此保险人会购

买更多的再保险，这与 γ 的实际经济意义是一致的。 
 

 

 

 

Figure 2. Effect of λ、 1λ  and 2λ  on reinsurance strategies 
图 2. λ、 1λ 和 2λ 对再保险策略的影响 
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图 2 分别描述了 λ 、 1λ 和 2λ 对再保险策略的影响。随着 λ 的增加，两条业务线的平均理赔数量增加，

为了有效控制保险风险，保险公司将增加两条业务线的再保险购买，即自留水平 ( )*
1q t 和 ( )*

2q t 降低。随

着 1λ 的增大，自留水平 ( )*
1q t 减小， ( )*

1q t 增大。在一定水平的保险整体风险控制的基础上， 1λ 的增加导

致一线业务的平均理赔量增加，而二线业务由于平均理赔不变而具有比较优势，从而导致保险人购买第

一类再保险的数量增加，而购买第二类再保险的数量减少。随着 2λ 的增加， ( )*
2q t 减少， ( )*

1q t 增加。其

解释与 1λ 相同。 
 

 
Figure 3. Effect of mispricing 1 on reinsurance strategies 
图 3. 错误定价 l 对再保险策略的影响 

 
图 3 反映了错误定价 l 对再保险策略 ( )*

1 tπ 和 ( )*
2 tπ 的影响，可以发现 ( )*

1 tπ 随着 l 的增大而增大，而

( )*
2 tπ 随着 l 的增大而减少，也就是说，随着错误定价值增大，保险公司将会增大对第一只股票的投资而

减少对第二只股票的投资。 

5. 结论 

本文研究了保险公司在错误定价模型下考虑具有有限记忆和共同冲击的最优再保险和投资策略问题。

一方面，在保险市场中，假设保险公司使用具有共同冲击依赖性的二维泊松过程来描述盈余过程，允许

保险公司购买比例再保险且在金融市场进行投资来分散其风险，根据数值分析发现共同冲击强度 λ 对再

保险策略的影响是一致的，强度 1λ 和 2λ 分别对再保险策略的影响是不一致。另一方面，在金融市场中，

我们研究了在与业绩相关的资本流入/流出的情况下，价格过程由错误定价模型和市场指数描述的风险资

产。在现实中，保险公司会选择不同的股票进行投资来增加财富和获取收益，因此我们选择具有一对股

票的错误定价模型来分析研究问题，最后给出了最优投资策略，根据数值分析发现对第一只股票的投资

随着错误定价值 l 的增大而增大，对第二只股票的投资随着错误定价值 l 的增大而减少。 
在将来，还有很多值得深入研究，比如(1) 本文在金融市场中只考虑加入延迟财富的错误定价模型，

还可以在金融市场中加入违约债券；(2) 本文只考虑了在均值方差准则下研究最优问题，因为保险人都是

模糊厌恶的，因此还可以考虑模糊对保险公司投资–再保险策略的影响。 
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