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摘  要 

利用变分分析相关结论，对二元凸复合优化问题和DC复合优化问题的最优解进行刻画，推广了前人的相

关结论。 
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Abstract 
Characterizations of optimal solutions of convex and DC of composite optimization problems are 
described based on advanced tools of variational analysis, which extend the corresponding results 
in the previous papers. 
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1. 引言 

在实际生产生活中二元函数占据着举足轻重的地位，当目标函数或约束函数为二元函数时，约束优

化问题的复杂程度、研究难度大大提高。对目标函数为二元函数，约束函数带一元函数的约束优化问题，

已有诸多学者利用集值映射协导数、次微分性质、闭性条件等进行研究，得到了值函数次微分的估计式、

KKT 类最优性条件等(参看文献[1] [2] [3] [4])。而对于目标函数为二元复合函数的约束优化问题少有研

究，因此本文考虑目标函数为二元复合函数，约束函数为一元复合函数的二元复合优化问题，利用函数

的 Fr cheté 次微分和集值映射协导数的相关性质及闭性约束规范条件，建立该问题的最优性条件。又因为

DC  (两个凸函数的差)优化问题无论是在理论意义还是实际应用方面都比凸优化问题更加具有普遍性，

而且许多的实际问题都可以转化成 DC 优化问题，因此 DC 优化问题受到了学者们的广泛关注。学者们

利用协导数性质、凸化技巧等对 DC 优化问题值函数的次微分进行估计，并对最优性条件进行刻画(参看

文献[4] [5] [6] [7])。受此启发，本文将再次对目标函数为二元复合 DC 函数，约束函数为一元复合 DC 函

数的这一类二元 DC 复合优化问题进行研究，通过利用凸化技巧、集值映射协导数的性质，建立该问题

的最优性必要条件。 

2. 预备知识 

设 1, ,P X Z 和 2Z 是 Banach 空间， 1, ,P X Z∗ ∗ ∗和 2Z ∗ 分别是 1, ,P X Z 和 2Z 的共轭空间。定义Y 上的序为：

若 y x K− ∈− ，则 Ky x≤ 。设 Z 是 X 的非空子集，记 Z 的凸锥包和闭包分别为 coneZ 和 clZ 。用 ,x x∗ 表

示泛函 x X∗ ∗∈ 在点 x X∈ 的值，即 ( ),x x x x∗ ∗= 。非空集合 Z 的对偶锥和示性函数分别定义为：

{ }: : , 0,Z x X x x x Z⊕ ∗ ∗ ∗= ∈ ≥ ∀ ∈ ， 

( )
0,       ,

:
,   z

x Z
xδ

∈
= 

+∞ 其它.
 

定义凸子集 Z 在 0 0z Z∈ 处的法锥为 ( ) { }0 0; : : , 0,N z Z x X x z z z Z∗ ∗ ∗= ∈ − ≤ ∀ ∈ 。设T 是任意(可能无限)
指标集，令 T

 表示定义在T 上的实值函数所组成的空间，并赋予乘积拓扑。记 
( ) ( ){ }: : 0 .T T

t tt Tλ λ λ
∈

= = ∈ ≠  最多只有有限个  

用 ( )T
+ 表示 ( )T

 上的非负锥，即 ( ) ( ) ( ){ }: : 0,T T
t tt T t Tλ λ+ ∈

= ∈ ≥ ∀ ∈  。设 f 是 X 上的真函数，定义 f 的

有效定义域，上图和共轭函数分别为： ( ){ }dom : : ,f x X f x= ∈ < +∞ ( ) ( ){ }epi : , : ,f x r X f x r= ∈ × ≤

( ) ( ){ }: sup , : ,f x x x f x x X x X∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − ∈ ∀ ∈ 。显然， epif ∗ 是弱 ∗ 闭集。对任意的 ,r p X ∗∈ ∈ ，函数

: ,h X →  有
 

( ) ( )epi epi , ,h p r h p r∗ ∗+ + = + −                            (2.1) 

( ) ( ) ( ) , .h p r x h x p r x X∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ + = − − ∀ ∈                        (2.2) 

当 f 是凸函数时， f 在点 domx f∈ 的次微分定义为 ( ) ( ) ( ){ }: : , ,f x x X f x x y x f y y X∗ ∗ ∗∂ = ∈ + − ≤ ∀ ∈ 。

由文[7]的定理 2.3.1 (ii)和定理 2.4.2 (iii)知Young Fenchel− 不等式和Young 等式成立，即 
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( ) ( ) ( ), , , ,f x f x x x x x X X∗ ∗ ∗ ∗ ∗+ ≥ ∀ ∈ ×                        (2.3) 

( ) ( ) ( ) , .x f x f x f x x x∗ ∗ ∗ ∗∈∂ ⇔ + =                          (2.4) 

设 XΩ ⊂ ，定义Ω在点 0x 的 Fr cheté 法锥为 

 ( )
0

0
0

0

; : : limsup 0 ,
x x

x x x
N x x X

x xΩ

∗
∗ ∗

→

 − Ω = ∈ ≤ 
−  

 

其中： 0x xΩ→ 表示 x∈Ω且 0x x→ 。特别地，当集合Ω 是凸集时， Fr cheté 法锥即为凸分析中经典的

法锥。设 :G X Y 是定义在 X 上满足 ( )G x Y⊆ 的集值映射，定义 G 的定义域和图分别为 
( ){ }dom : : ,G x X G x= ∈ ≠ ∅ ( ) ( ){ }gph : , :G x y X Y y G x= ∈ × ∈ 。定义集值映射 G 在点 ( ), gphx y G∈ 的协

导数  ( ), :D G x y Y X
∗ ∗ ∗ 为  ( )( ) ( )  ( )( ){ }, : : , , ;gph ,D G x y y x X x y N x y G y Y

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ∈ − ∈ ∀ ∈ 。设 : Xφ →  

{ }±∞ 是实值延拓函数，点 0 domx φ∈ 且满足 ( )0 .xφ < +∞ 由文[8]知，函数φ 在 0x 处 -Fr chetε é 次微分 

定义为  ( )
( ) ( )

0

0 0
0

0

,
: : liminf , 0.

x x

x x x x x
x x X

x x
ε

φ φ
φ ε ε

∗
∗ ∗

→

 − − − ∂ = ∈ ≥ − ≥ 
−  

当 0 domx φ∉ 时，  ( )0xεφ∂ = ∅ 。 

当 0ε = 时，  ( )  ( )0 0:x xεφ φ∂ = ∂ 为φ 在 0x 处 Fr cheté 次微分。特别地，当φ 是凸函数时，  ( ) ( )0 0:x xφ φ∂ = ∂ 即

为凸分析中经典的次微分。由定义由 
 ( )0 00 .x xφ φ⇒ ∈∂是 的局部最优解                           (2.5) 

由文[9]知，设函数 :Yψ → ，对任意的 ,x y Y∈ ，若当 Ky x≤ 时有 ( ) ( )y xψ ψ≤ ，则称函数ψ 是 K −增

函数。设函数 : X Yϕ → ，对任意的 [ ]1 2, , 0,1x x X t∈ ∈ ，有 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1Ktx t x t x t xϕ ϕ ϕ+ − ≤ + − ，则称

函数ϕ 是 K −凸函数。对于任意的 Kλ ⊕∈ ，定义 ( )( ) Xλϕ → ： 为 

( )( ) ( ) ,       dom ,
:

,                      

x x
x

λ ϕ ϕ
λϕ

 ∈= 
+∞

，

其它.
显然，ϕ 为 K −凸函数当且仅当对任意的 ,Kλ λϕ⊕∈ 为凸函数。若

对任意的 ( ), :K Xλ λϕ⊕∈ → 
是下半连续函数，则称函数ϕ 是 star K− −下半连续函数。定义复合函数

的复合形式为 ( )( ) ( )( ) ,       dom ,
:

,                      

f x x
f x

ϕ ϕ
ϕ

 ∈= 
+∞



其它.
并且，对 X 上的系统{ }:tS t T∈ ，约定 .t

t
S X

φ∈
=  

3. 两类复合优化问题的最优性条件 

设T 是任意指标集， ta P∗ ∗∈ 是一固定值， 1 2: P X Z Zϕ × → × 是真 K −凸映射， 1 2:f Z Z× → 是真

凸 K −增函数， 2:h X Z→ 是真 K −凸且 star K− − 下半连续映射， 2: ,tf Z t T→ ∈ 是真凸下半连续且

K −增函数， :g P X× → 和 : ,tg X t T→ ∈ 均为真凸函数。本文主要研究二元凸复合优化问题 

( )P
( )( )
( )( )

Min  ,

s. t.   , ,t t

f p x

f h x a p t T

ϕ
∗≤ ∈





 

和二元 DC 复合优化问题 

( )P
( )( ) ( )
( )( ) ( )

Min  , ,

s. t.   , ,t t t

f p x g p x

f h x g x a p t T

ϕ
∗

−

− ≤ ∈





 

的最优性条件。 
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3.1. 凸复合优化问题的最优性条件 

本节主要对问题 ( )P 最优解的特征进行刻画。定义可行解集映射 :F P X 为 

( ) ( )( ){ }: : , , , .t tF p x X f h x a p t T p P∗= ∈ ≤ ∈ ∀ ∈  

分别定义可行解集映射 F 的图和特征集 ( )C p 为 

( ) ( )( ){ }
( ) ( )( ) ( )( )

dom ,

gph : , : , , ,

: cone epi 0, , .
t t

t t

t t t t
f t T

F p x P X f h x a p t T

C p h f a p
β

β β
∗

∗

∗∗ ∗

∈ ∈

= ∈ × ≤ ∈

 = − + 
 



 

设 ( ),p x P X∈ × ，记 ( ),T p x 为点 ( ),p x 的活动指标集，即 

( ) ( )( ){ }, : : , .t tT p x t T f h x a p∗= ∈ =  

由文[7]可得以下引理。 
引理 3.1.1 [7]设 :g X → 是真凸函数， : dom X Zϕ ϕ •⊂ → 是真 K −凸函数， :f Z → 为真凸函数

且在 ( )dom Kϕ ϕ + 上是 K −增函数。若存在点 ( )1
0 dom domx g fϕ−∈ + 使得函数 f 在 ( )0xϕ 处连续，则对

任意的 x X∗ ∗∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
dom

min ,
f

g f x f g x
β

ϕ β βϕ
∗

∗ ∗∗ ∗ ∗

∈
+ = + +  

或者 

( ) ( )( )
dom

epi epi ,
f

g f g f
β

ϕ βϕ β
∗

∗∗ ∗

∈
+ = + −   

且对任意的 ( )1dom domx g fϕ−∈ + ，有 

( )( )
( )( )

( )( ).
f x

f g x g x
β ϕ

ϕ βϕ
∈∂

∂ + = ∂ +   

故由引理 3.1.1 可得以下命题。 
命题 3.1.1 设 ( )dom , ,p F x Xα∗ ∗∈ ∈ ×。若存在点 ( )1

0 dom t
t T

x h f−

∈
∈  使得 tf 在 ( )0h x 处连续，则 

( ) ( ) ( ), , , cl .x x x F p x C pα α∗ ∗≤ ∀ ∈ ⇔ ∈  

证明设对任意的 ( )x F p∈ ，有 ,x x α∗ ≤ ，则 

( ) ( ){ }sup , , ,F p
x X

x x x x Xδ α∗ ∗ ∗

∈
− ≤ ∀ ∈  

故
( )
( )

F p
xδ α∗ ∗ ≤ ，即 ( ) ( ), epi F px α δ∗ ∗∈ 。由文[10] (3.1)式)和(2.1)式可得 

( ) ( )( )
( ) ( )( )( )( )

( )( ) ( )
( )

dom

epi cl epi cone epi ,

           cl cone epi 0, ,

           cl cone epi 0, ,

           clC ,

F p

t t

X t t
t T

t t
t T

t t t t
t T f

f h a p

f h a p

h f a p

p

β

δ δ

β β
∗

∗
∗ ∗ ∗

∈

∗ ∗

∈

∗∗ ∗

∈ ∈

 = + − 
 

= +

   = − +   
   

=

 

 

 

 
故 ( ) ( ), clCx pα∗ ∈ 。显然逆推亦成立，证毕。
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定理 3.1.1 设 ( ) ( ), ghp , ,p x F p x P X∗ ∗ ∗ ∗∈ ∈ × 。若存在点 ( )1
0 dom t

t T
x h f−

∈
∈  使得 tf 在 ( )0h x 处连续，

则  ( )( ),p D F p x x
∗∗ ∗∈ 当且仅当 

( ) { } ( )( )
dom ,

, , , , cl cone epi .
t t

t t t t
f t T

p x p p x x a h f
β

β β
∗

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈ ∈

   − − ∈ − × −      
  

证明 根据协导数的定义可知，  ( )( ),p D F p x x
∗∗ ∗∈ 当且仅当 ( )  ( )( ), , ;ghpp x N p x F∗ ∗− ∈ 。由 ghpF 是

凸集及法锥定义可得 

( ), , , , , , gph .p p x x p p x x p x F∗ ∗ ∗ ∗− ≤ − ∀ ∈  

结合命题 3.1.1 可知，上式成立当且仅当 

( ) { } ( )( )
dom ,

, , , , cl cone epi .
t t

t t t t
f t T

p x p p x x a h f
β

β β
∗

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈ ∈

   − − ∈ − × −      


 
证毕。 

接下来考虑问题 ( )P 的最优性条件。 
定 理 3.1.2 设 ( ), ghpp x F∈ 是 问 题 ( )P 的 极 小 点 ， 若 存 在 点 ( ) ( )1

1 1, dom ghp ,p x f Fϕ−∈ 

( )1
0 dom t

t T
x h f−

∈
∈  使 得 函 数 , tf f 分 别 在 点 ( ) ( )1 1 0, ,p x h xϕ 处 连 续 ， 则 存 在 点 ( ),p x∗ ∗ ∈

( )( )
( )( )

,
, ,

f p x
p x

β ϕ
βϕ

∈∂
∂ 使得 

( ) { } ( )( )
dom ,

, , , , cl cone epi .
t t

t t t t
f t T

p x p p x x a h f
β

β β
∗

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈ ∈

   − − − − ∈ − × −      
         (3.1) 

若 

{ } ( )( )
dom ,

cone epi
t t

t t t t
f t T

a h f
β

β β
∗

∗∗ ∗

∈ ∈

  − × −    
 在 P X∗ ∗× ×上是弱 ∗ 闭集，        (3.2) 

则存在 ( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )

,
, , , T

t t Tf p x
p x p x

β ϕ
βϕ λ λ∗ ∗

+∈∈∂
∈ ∂ = ∈  和 ( )( )t tf h xβ ∈∂ 使得 

( )

( )( )
( )

,

,

,

.

t t
t T p x

t t
t T p x

p a

x h x

λ

λ β

∗ ∗

∈

∗

∈

 =


− ∈ ∂


∑

∑
                              (3.3) 

证明 由 ( ), ghpp x F∈ 是问题 ( )P 的极小点知， ( ), ghpp x F∈ 亦是问题 

( )( )
( )

Min    ,

s. t.    , ghp

f p x

p x F

ϕ

∈
 

的极小点。根据(2.5)式可得 
 ( )( )ghp0 , .Ff p xϕ δ∈∂ +  

又存在点 ( ) ( )1
1 1, dom ghpp x f Fϕ−∈ 

，使得函数 f 在点 ( )1 1,p xϕ 处连续，且 f ϕ 为凸函数、 ghpF 是凸

集，故 

( )( ) ( )( )0 , , ;ghp .f p x N p x Fϕ∈∂ +  

再结合引理 3.1.1 得 
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( )( )
( )( ) ( )( )

,
0 , , ;ghp .

f p x
p x N p x F

β ϕ
βϕ

∈∂
∈ ∂ +  

故存在点 ( )
( )( )

( )( )
,

, ,
f p x

p x p x
β ϕ

βϕ∗ ∗

∈∂
∈ ∂ 使得 ( ) ( )( ), , ;ghpp x N p x F∗ ∗− − ∈ 。因此由协导数定义知

 ( )( ),p D F p x x
∗∗ ∗− ∈ ，从而由定理 3.1.1 可知(3.1)式成立。 

若(3.2)式成立，则存在 ( )
( )( )

( )( )
,

, ,
f p x

p x p x
β ϕ

βϕ∗ ∗

∈∂
∈ ∂ ，使得 

( ) { } ( )( )
dom ,

, , , , cone epi .
t t

t t t t
f t T

p x p p x x a h f
β

β β
∗

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈ ∈

  − − − − ∈ − × −    
  

故由锥的定义可知，存在 ( ) ( )T
t t Tλ λ +∈

= ∈ 和 ( ) ( )( )0dom , , , epit t t t t t tf t T x r h fβ β β
∗∗ ∗ ∗∈ ∈ ∈ − ，使得 

( ) ( )
0 0 0

, , , , , , ,t t t t t t
t T t T t T

p x p p x x a x rλ λ λ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈ ∈ ∈

 
− − − − = −  

 
∑ ∑ ∑                  (3.4) 

其中 { }0 : : 0tT t T λ= ∈ ≠ 是 T 中有限子集。由此可知，欲证(3.3)式成立，只需证对任意的 0t T∈ ，有

( )( ) ( )( ),t t t tx h x f h xβ β∗ ∈∂ ∈∂ 且 ( )0 ,T T p x⊆ 。现依次给出证明。结合(3.4)式， ( ), ghpp x F∈ 可得 

( )( ) ( )

( )( )

0 0

0

                                         , ,

                                         , ,

                                         ,

t t t t t t t
t T t T

t t t
t T

t t t

h f x r

p p x x

x x a p

x x f h x

λ β β λ

λ

λ

∗∗ ∗

∈ ∈

∗ ∗

∗ ∗

∈

∗

− ≤

= − −

 = − 

≤ −

∑ ∑

∑

0

,
t T∈

  ∑

 

即 

( )( ) ( ) ( )( ), .t t t t t th f x x x f h xβ β
∗∗ ∗ ∗− ≤ −                        (3.5) 

由(2.3)式知 

( )( ) ( ) ( )( )( ), ,t t t t t t t th f x x x h f xβ β β β
∗∗ ∗ ∗ ∗− ≥ − −                     (3.6) 

( ) ( ) ( )( ), .t t t tf h x f h xβ β∗ ≥ −                            (3.7) 

结合(3.5)，(3.7)式可知 

( )( ) ( ) ( )( )( ), ,t t t t t t t th f x x x h f xβ β β β
∗∗ ∗ ∗ ∗− ≤ − −  

故由(2.2)，(3.6)式可得 

( ) ( ) ( )( ), ,t t t th x x x h xβ β∗ ∗ ∗= −  

因此 ( )( )t tx h xβ∗ ∈∂ 。 
进一步，由(3.5)，(3.6)式知 

( )( )( ) ( )( ) ,t t t th f x f h xβ β∗− ≥
 

即 

( ) ( )( ) ( ), .t t t th x f h x fβ β∗− ≥                             (3.8) 
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从而，由(3.7)，(3.8)式知 

( ) ( )( ) ( ), ,t t t th x f h x fβ β∗− =                             (3.9) 

故，结合(2.4)式可知 ( )( )t tf h xβ ∈∂ 。
 

下面只需证明 ( )0 ,T T p x⊆ 。结合(3.4)，(3.9)式及 ( ), ghpp x F∈ 可得 

( )( ) ( )

( )( )( )

( )( )

0 0

0

0

0

, ,

                   ,

                   , ,

                   , ,

                   ,

t t t t
t T t T

t t t t t
t T

t t t t t t
t T

t t t t
t T

t t
t

x x r p p

h f x p p

x x h f x a p

x x a p f h x

x x

λ λ

λ β β

λ β β

λ

λ

∗ ∗

∈ ∈

∗∗ ∗ ∗

∈

∗ ∗ ∗

∈

∗ ∗

∈

∗

= +

≥ − +

 ≥ − − + 

 = + − 

≥

∑ ∑

∑

∑

∑

0

.
T∈
∑

 

由此可知 

( )( ) , ,t tf h x a p∗=  

从而由 ( ),T p x 定义得 ( )0 ,T T p x⊆ ，证毕。 
定义 3.1.1 [8]若存在线性连续算子 ( )0 :m x X Y∇ → 使得 

( ) ( ) ( )
0

0 0 0

0

,
lim 0,
x x

m x m x m x x x
x x→

− − ∇ −
=

−
 

则称函数 :m X → 在点 0x 处 Fr cheté 可微。 
由上述定义及文([8]，命题 1.87)知，若函数 f ϕ 在点 ( ), ghpp x F∈ 处 Fr cheté 可微，则有下式成立 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ){ }ˆ , , , , .p xf p x f p x f p xϕ ϕ ϕ∂ = ∇ ∇  

 
因此，由定理 3.1.2 可知下面推论成立。 

推论 3.1.1 设 ( ), ghpp x F∈ 问题 ( )P 的极小点，若存在点 ( )1
0 dom t

t T
x h f−

∈
∈  使得 tf 在 ( )0h x 处连续，

且函数 f ϕ 在点 ( ),p x 处 Fr cheté 可微，则 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
{ } ( )( )

dom ,

, , , , , , , ,

cl cone epi .
t t

p x p x

t t t t
f t T

f p x f p x f p x p f p x x

a h f
β

ϕ ϕ ϕ ϕ

β β
∗

∗∗ ∗

∈ ∈

−∇ −∇ − ∇ − ∇

   ∈ − × −      

   



 

若(3.2)式成立，则存在 ( ) ( ) ( )( ),T
t t tt T f h xλ λ β+∈

= ∈ ∈∂ ，使得 

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

,

,

, ,

, .

p t t
t T p x

x t t
t T p x

f p x a

f p x h x

ϕ λ

ϕ λ β

∗

∈

∈

∇ =


−∇ ∈ ∂


∑

∑





 

注 3.1.1 当 , hϕ 为单位映射时，定理 3.1.2 转化为文([4]，定理 3.4)。因此，本文推广了文[4]中的相关结论。 

3.2. DC 复合优化问题的最优化条件 

本节主要对问题 ( )P 最优解的特征进行刻画。定义 
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( )( ) ( ) , ,t t tf h x g x a p t T∗− ≤ ∈                           (3.10) 

的可行解集映射 :F P X 为 

( ) ( )( ) ( ){ }: : , , , .t t tF p x X f h x g x a p t T p P∗= ∈ − ≤ ∈ ∀ ∈  

设 ( ): : domt tt T t T
W gω ω∗ ∗ ∗ ∗

∈ ∈
= ∈ = ∏ 。定义凸函数 :t

tF Xω∗

→ 为 

( ) ( )( ) ( ): , , , .t
t t t t tF x f h x x g x X t Tω ω ω

∗ ∗ ∗ ∗= − + ∀ ∈ ∈  

定义凸不等式系统 

( ) , ,t
t tF x a p t Tω∗ ∗≤ ∈                                (3.11) 

的可行解集映射 :tF P Xω∗

 为 

( ) ( ){ }: : , , , .t t
t tF p x X F x a p t T p Pω ω∗ ∗ ∗= ∈ ≤ ∈ ∀ ∈

 
映射 F 和映射 tFω∗

的图分别定义为 

( ) ( )( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

ghp : , : , , ,

ghp : , : , , .t t

t t t

t t

F p x P X f h x g x a p t T

F p x P X F x a p t Tω ω∗ ∗

∗

∗

= ∈ × − ≤ ∀ ∈

= ∈ × ≤ ∀ ∈



 

记 

{ } ( )( ) ( )( )( )( )
dom ,

: cone epi , .t

t t
t t t t t t t

f t T
a h f gω

β
β β ω ω

∗

∗

∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈ ∈

 Ω = − × − − 
 

  

下面两个引理将给出系统(3.10)和系统(3.11)之间的关系，其证明过程与文([4]，引理 4.1 和 4.2)类似，

故此处省略。 
引理 3.2.1 (i)设 p P∈ 。对任意的 Wω∗ ∗∈ ，有 

( ) ( )
( ) ( )

,gph gph , ,t t

tF p F p
F p F p F F epi epi

ω

ω ω δ δ
∗ ∗

∗
∗ ∗⊆ ⊆ ⊆  

和 

 ( )( ) ( )( ) ( ); ; , .t tN x F p N x F p x F pω ω∗ ∗

⊆ ∀ ∈
 

(ii) 设 ( ), ghpp x F∈ 。若函数 ,tg t T∈ 在点 x 处次可微，则 

( ) ( )
( )

( )
dom

,t t

t t t tg g x
F p F p F pω ω

ω ω

∗ ∗

∗ ∗ ∗∈ ∈∂
= =   

且 

( )
( ) ( ) ( )dom

epi epi .
F p t tF p F pt t t tg g x

epi
ω ωω ω

δ δ δ
∗ ∗∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∈ ∈∂
= =   

若 ( )F p 为凸集，则对任意的 ( )x F p∈ ，有 ( )( )
( )

( )( ); ; t

t tg x
N x F p N x F pω

ω

∗

∗∈∂
=  。 

引理 3.2.2 (i) 设 ( ), ghp tW p x Fωω
∗

∗ ∗∈ ∈， 。则 

 ( )( )  ( )( ), , , .tD F p x x D F p x x x Xω∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗⊆ ∀ ∈                       (3.12) 

(ii) 设 ( ), ghpp x F∈ 。若函数 ,tg t T∈ 在点 x 处次可微且 ghpF 是凸集，则 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.134165


肖程凤，田超松 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.134165 1754 应用数学进展 
 

 ( )( )
( )
 ( )( ), , , .t

t tg x
D F p x x D F p x x x Xω

ω

∗

∗

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗

∈∂
= ∀ ∈                    (3.13) 

定理 3.2.1 设 ( ), ghpp x F∈ 。假设存在点 ( )1
0 dom t

t T
x h f−

∈
∈  ，使得 ,tf t T∈ 在 ( )0h x 处连续。若

 ( )( ),p D F p x x
∗∗ ∗∈ ，则 

( )
( )

, , , , cl .t

t tg x
p x p p x x ω

ω

∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗

∈∂
− − ∈ Ω                        (3.14) 

进一步，若函数 ,tg t T∈ 在点 x 处次可微， ghpF 是凸集且(3.14)式成立，则  ( )( ),p D F p x x
∗∗ ∗∈ 。 

证明 设  ( )( ) ( ), , t tp D F p x x g xω
∗∗ ∗ ∗∈ ∈∂ 。由(2.4)式和 ghp tFω∗

的定义可知，( ), ghp tp x Fω∗

∈ 。又有(3.12)
式成立，故  ( )( ),tp D F p x xω∗∗∗ ∗∈ 。从而，由定理 3.1.1 有 

( ), , , , cl .tp x p p x x ω∗∗ ∗ ∗ ∗− − ∈ Ω  

注意到，对任意的 ( )t tg xω∗ ∈∂ 上式皆成立，因此(3.14)式成立。 

进一步，当函数 ,tg t T∈ 在点 x 处次可微且 ghpF 是凸集时，(3.13)式成立。故欲证  ( )( ),p D F p x x
∗∗ ∗∈ ，

只需证明
( )
 ( )( ),t

t tg x
p D F p x xω

ω

∗

∗

∗∗ ∗

∈∂
∈  。结合(3.14)式及定理 3.1.1 知  ( )( ),tp D F p x xω∗∗∗ ∗∈ ， ( )t tg xω∗∀ ∈∂ ，

故结论成立，证毕。 
由文[11]知，对于真函数 :h X → 和非空子集 XΩ ⊆ ，若  ( )( )  ( )  ( )0 0 0h x h x N xδ ΩΩ∂ + ⊆ ∂ + ，则称函

数 h 在点 0x ∈Ω处 Fr cheté 可分解。 

定理 3.2.2 设 ( ), ghpp x F∈ 是问题 ( )P 的局部极小点。若存在点 ( ) ( )1
1 1, dom ghpp x f Fϕ−∈  ，

( )1
0 dom t

t T
x h f−

∈
∈  使得函数 , ,tf f t T∈ 分别在点 ( ) ( )1 1 0, ,p x h xϕ 处连续，且对任意的 ( )t tg xω∗ ∈∂ ，函数

f ϕ 在 ( ), ghp tp x Fω∗

∈ 处 Fr cheté 可 分 解 ， 则 对 任 意 的 点 ( ) ( )1 1, ,p x g p x∗ ∗ ∈∂ ， 存 在 点

( )
( )( )

( )( )
,

, ,
f p x

p x p x
β ϕ

βϕ∗ ∗

∈∂
∈ ∂ 使得 

( )
( )

1 1 1 1, , , , cl .t

t tg x
p p x x p p p x x x ω

ω

∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈∂
− − − − − − ∈ Ω               (3.15) 

若对任意的 ( )t tg xω∗ ∈∂ ， 
tω
∗

Ω 是弱 ∗ 闭集，                             (3.16) 

则对任意的 ( ) ( )1 1, ,p x g p x∗ ∗ ∈∂ ，存在点 ( )
( )( )

( )( )
,

, ,
f p x

p x p x
β ϕ

βϕ∗ ∗

∈∂
∈ ∂ ， ( ) ( )T

t t Tλ λ +∈
= ∈ ，使得 

( )

( ) ( )( )
( )( )

( )

1
,

1
,

,

,
t tt t

t t
t T p x

t t t
r f h xg x t T p x

p p a

x x r h x
ω

λ

λ ω
∗

∗ ∗ ∗

∈

∗ ∗ ∗

∈∂∈∂ ∈

 − =

   − ∈ ∂ −   

∑

∑ 

                 (3.17)
 

其中 ( ) ( )( ) ( ){ }, : : ,t t tT p x t T f h x g x a p∗= ∈ − = 。 
证明 任取 ( ) ( )1 1, ,p x g p x∗ ∗ ∈∂ ， ( )t tg xω∗ ∈∂ 。设 ( ), ghpp x F∈ 是问题 ( )P 的局部极小点。由(2.4)式可

知 

( ) ( )1 1 1 1, , , , .g p x p p x x g p x∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + −  

定义凸函数 :H P X× → 为 
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( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1, : , , , , , , .H p x f p x p p x x g p x p x P Xϕ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − − + ∀ ∈ ×  

故对任意的 ( )t tg xω∗ ∈∂ ，点 ( ),p x 亦是问题 

( )
( )

Min    ,

s. t.    , ghp t

H p x

p x Fω∗

∈  

的极小点。于是由([4]，定理 3.4)式知，存在点 ( ) ( ), ,p x H p x∗ ∗ ∈∂ ，使得 

( ) { } ( ), , , , cl cone epi .t
t t

t T
p x p p x x a Fω∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∈

   − − − − ∈ − ×      
              (3.18)

 

由(2.5)式及引理 3.1.1 可知 

( ) ( )( ) ( )( )
dom

epi epi , , .t

t t
t t t t t t t

f
F h f g t Tω

β
β β ω ω

∗

∗

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗

∈
= − − ∀ ∈                (3.19)

 

由([7]，定理 2.4.2)及引理 3.1.1 可知 

( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )1 1 1 1
,

, , , , , .
f p x

H p x f p x p x p x p x
β ϕ

ϕ βϕ∗ ∗ ∗ ∗

∈∂
∂ = ∂ − = ∂ −             (3.20) 

结合(3.18)~(3.20)式可知，存在 ( )
( )( )

( )( )
,

, ,
f p x

p x p x
β ϕ

βϕ∗ ∗

∈∂
∈ ∂ ，使得 

( )1 1 1 1, , , , cl ,tp p x x p p p x x x ω∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− − − − − − ∈ Ω
 

又上式对任意的 ( )t tg xω∗ ∈∂ 均成立，故(3.15)式成立。 

进一步，由(3.16)，(3.19)式可知， { } ( )cone epi t
t t

t T
a Fω∗ ∗
∗

∈

  − ×    
 也是弱 ∗ 闭集。故由文([4]，定理 3.4)

知，存在 ( ) ( ), ,p x H p x∗ ∗ ∈∂ ， ( ) ( )T
t t Tλ λ +∈

= ∈ ，使得 

( )

( )( )
( )

,

,

,

,

t

t

t

t t

t T p x

t t

t T p x

p a

x F x

ω

ω

ω

λ

λ

∗

∗

∗

∗ ∗

∈

∗

∈

 =


− ∈ ∂


∑

∑  

其中 ( ) ( ){ }, : : ,t t
t tT p x t T F x a pω ω∗ ∗ ∗= ∈ = 。而由([7]，定理 2.4.2)及引理 3.1.1 可知 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) , .t

t t
t t t t t

r f h x
F x f h x r h x t Tω ω ω

∗ ∗ ∗

∈∂
∂ = ∂ − = ∂ − ∈ 

 

从而，结合(3.20)式可知，存在点 ( )
( )( )

( )( )
,

, ,
f p x

p x p x
β ϕ

βϕ∗ ∗

∈∂
∈ ∂ ， ( ) ( )T

t t Tλ +∈
∈ ，使得 

( )

( )( )
( )( )

( )

1

,

1

,

,

.

t

t tt

t t

t T p x

t t t
r f h x

t T p x

p p a

x x r h x

ω

ω

λ

λ ω

∗

∗

∗ ∗ ∗

∈

∗ ∗ ∗

∈∂
∈

 − =


   − ∈ ∂ −   

∑

∑ 

 

而上式对任意的 ( )t
t T

g xω∗

∈
∈∏ ∂ 均成立，结合(2.4)式知 

( ) ( ) ( )( ) ( ){ }, , : : , ,t
t t tT p x T p x t T f h x g x a pω∗ ∗= = ∈ − =

 
故(3.17)式成立。

 
结合定理 3.2.2 及文([8]，命题 1.87)直接可得以下推论。 
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推论 3.2.1 设 ( ), ghpp x F∈ 是问题 ( )P 的局部极小点。若对任意的 ( )t tg xω∗ ∈∂ ，函数 f ϕ 在点 ( ),p x  
处Fr cheté 可微，且存在点 ( )1

0 dom t
t T

x h f−

∈
∈  使得 ,tf t T∈ 在 ( )0h x 处连续，则对任意的点 ( ) ( )1 1, ,p x g p x∗ ∗ ∈∂

有
 

( )( ) ( )( ) ( )( )(
( )( ) )

( )

1 1 1

1

, , , , , ,

, , cl .t

t t

p x p

x
g x

p f p x x f p x p f p x p

x f p x x ω

ω

ϕ ϕ ϕ

ϕ
∗

∗

∗ ∗ ∗

∗

∈∂

−∇ −∇ −∇

+ −∇ ∈ Ω

  

 
 

若对任意的 ( )t tg xω∗ ∈∂ ，(3.16)式成立，则对任意的 ( ) ( )1 1, ,p x g p x∗ ∗ ∈∂ ，存在 ( ) ( )T
t t Tλ λ +∈

= ∈ ，使得 

( )( )
( )

( )( )
( ) ( )( )

( )( )
( )

1
,

1
,

, ,

, .
t tt t

p t t
t T p x

x t t t
r f h xg x t T p x

f p x p a

x f p x r h x
ω

ϕ λ

ϕ λ ω
∗

∗ ∗

∈

∗ ∗

∈∂∈∂ ∈

∇ − =

   −∇ ∈ ∂ −   

∑

∑



  

 

推论 3.2.2 设 0g = ，设 ( ), ghpp x F∈ 是问题 ( )P 的局部极小点。若对任意的 ( )t tg xω∗ ∈∂ ，函数 f ϕ

在点 ( ), ghp tp x Fω∗

∈ 处 Fr cheté 可分解，且存在点 ( ) ( )1
1 1, dom ghpp x f Fϕ−∈  ， ( )1

0 dom t
t T

x h f−

∈
∈  使得函

数 , ,tf f t T∈ 分别在点 ( ) ( )1 1 0, ,p x h xϕ 处连续，则存在点 ( )
( )( )

( )( )
,

, ,
f p x

p x p x
β ϕ

βϕ∗ ∗

∈∂
∈ ∂ ，使得 

( )
( )

, , , , cl .t

t tg x
p x p p x x ω

ω

∗

∗

∗ ∗ ∗ ∗

∈∂
− − − − ∈ Ω
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注 3.2.1 当 ,hϕ 为单位映射时，定理 3.2.2 转化为文([4]定理 4.4)。因此，本文的定理 3.2.2 推广了文

[4]中的相关结论。 

4. 结论 

本文研究了二元凸复合优化和二元 DC 复合优化问题，利用变分分析中可行解集映射协导数的相关

性质、共轭函数上图性质及凸化技巧，建立了这两类问题的最优性条件，推广了文[4]中的结论。文中利

用凸化的技巧将非凸函数转化为凸函数，是一重要手段，但现实生活中非凸函数更为寻常，这种凸化手

段并不一定适用于所有非凸函数。后续作者将考虑目标函数或约束函数是拟凸函数的情形，寻找新的凸

化方式，从而得出系列结论。 
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