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摘  要 

本文运用导子和极大环面的定义，对一类特殊的filiform李代数进行了深入的探讨，并成功求得了这类特

殊filiform李代数的一个极大环面，从而证明出这类filiform李代数满足左对称代数结构。这一发现不仅

丰富了filiform李代数的理论体系，也为相关领域的研究提供了新的思路和方向。 
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Abstract 
In this paper, by using the definitions of derivation and maximal torus, a special class of filiform 
Lie algebras are discussed in depth, and a maximal torus of this special class of filiform Lie alge-
bras is successfully obtained, which proves that this class of filiform Lie algebras satisfies the left 
symmetric algebraic structure. This finding not only enriches the theoretical system of filiform Lie 
algebras, but also provides new ideas and directions for research in related fields. 
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1. 引言 

上世纪 60 年代，M. Vergen 在文献[1]中引入了 filiform 李代数的基本概念，时隔不久，M. Goze 在文

献[2]中介绍了几种特殊的 filiform 李代数 , , ,n n n nL Q R W ，这些 filiform 李代数以及它们的形变是李理论的

重要研究内容之一。 
左对称代数(也被称为 Pre-Lie 代数，Vinberg 代数等)作为一种 Lie-admissible 代数，早在 1896 年，

Cayley 在文献[3]中就以一种 rooted tree 代数引入了左对称代数，它在换位运算下构成一个李代数。由此，

左对称代数与李代数有十分密切的关系。近年来，对左对称代数的研究愈来愈多，例如，文献[4] [5] [6]
讨论了左对称代数的一些基本理论和性质。而 Novikov 代数作为一类特殊的左对称代数，在 1985 年，

Balinskii A.A.和 Novikov S.P.在文献[7]中就给出了其定义，后来很多学者深入研究了 Novikov 代数．例如，

文献[8] [9] [10]分别讨论了几类 Novikov 代数及其实现，4 维 Novikov 代数的自同构，Novikov 代数和 L-
值范畴及其应用。 

极大环面是由可对角化的线性变换组成的全体导子集合的一个可交换极大子代数[11]。近年来，对代

数极大环面的研究也愈来愈多，例如，文献[12]中讨论了关于半单李代数的极大环面子代数的中心化子，

文献[13]中讨论了完备 Lie 代数的极大环面子代数，文献[14]中讨论了(n-3)-filiform 李代数的极大环面。

此外，通过计算极大环面，文献[15]中证明了 1
r
nB + filiform 李代数具有左对称代数结构。相同道理，那么

一类特殊的 filiform 李代数究竟是否具有一个左对称代数结构依然是一个尚未解决的基本问题。 
文献[16]中给出了第一个三步幂零李代数不具有 Novikov 代数结构的例子，并且证明了任意自由三步

幂零李代数都具有 Novikov 代数结构。进一步还给出了一类 filiform 李代数的 Novikov 代数结构，从而证

明了这类 filiform 李代数具有 Novikov 代数结构(因此，也具有左对称代数结构)。具体结果表明如下， 
如果一个维数为 ( )3n n ≥ 的 filiform 李代数在一组基{ }1 2, , , ne e e 下满足 
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那么这类 filiform 李代数具有以下 Novikov 代数结构(左对称代数结构) 
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文献[16]中对于以上结果的证明即是直接验证以下的(3)，(4)，(5)式。 
而本文从另外的角度，运用导子和极大环面的定义，成功求得了以上这类特殊 filiform 李代数的一个

极大环面，从而证明出这类 filiform 李代数满足左对称代数结构。 
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本文所讨论的线性空间和代数都定义在数域 F 上。 

2. 基本概念 

定义 1 令 A 是数域 F 上的一个线性空间。在 A 上定义一个双线性运算 ( ),x y xy→ ，如果这个双线性

运算满足，对于任意的 , ,x y z A∈ ，都有 

( ) ( ) ( ) ( ).xy z x yz yx z y xz− = −                                   (3) 

那么称 A 是一个左对称代数。如果 A 再满足 

( ) ( ) .zx y zy x=                                          (4) 

那么称 A 为 Novikov 代数。 
如果在左对称代数 A 上定义一个括积 

[ ], .x y xy yx= −                                         (5) 

那么 A 构成一个李代数。此时该李代数与左对称代数 A 相邻，仍用 A 表示该李代数，并称该李代数

具有左对称代数结构。 
定义 2 [1]令 A 是一个 n 维李代数。如果满足条件 dim 1,1 1iC A n i i n= − − ≤ ≤ − ，那么 A 称为 filiform

李代数。 
定义 3 令δ 是李代数 A 的一个线性变换。如果在 A 的一组基{ }1 2 3, , , , nf f f f 上δ 满足条件：对任意

的1 ,i j n≤ ≤ ，都有 

( ) ( ) ( ), , , .i j i j i jf f f f f fδ δ δ    = +       

那么称δ 是李代数 A 的一个导子。 

3. 主要结果 

在(1)式这类 filiform 李代数中，引入新的一组基{ }1 2 3, , , , nf f f f 满足 

1 16 ,
1 , 2 .

2j j

f e

f e j n
j

=

= ≤ ≤
−

 

那么新的括积为 

( ), 6 ,1 ; .i jf f j i i j i j n  = − ≤ ≤ + ≤   (*) 

在本文中，我们将以上这类 filiform 李代数记为 nF 。 
定理 1 令 nF 是如( ∗ )式的 filiform 李代数， { }1 2 3, , , , nf f f f 为 nF 的一组基，那么 nF 有一个由

( )nDer Fσ ∈ 张成的极大环面，其中σ 是如下定义的线性变换， 

( ) ,1 .i if if i nσ = ≤ ≤  

证明 假设 D 是 nF 的一个可对角化的线性变换 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , .n n nD f a f D f a f D f a f D f a f= = = =  

由定义 3 可得 
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( ) ( )( ) ( ), 6 6 .i j i j i j i jD f f D j i f j i a f+ + +  = − = −   

因此 D 是 nF 的一个导子当且仅当以下式子成立 
,1 , , .i j i ja a a i j n i j n++ = ≤ ≤ + ≤

 
解这个线性方程组我们得到 

( )1 1 2 1 3 1 4 1 1 1 1, 2 , 3 , 4 , , 1 , .n na a a a a a a a a n a a na−= = = = = − =  

所以有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2 3 1 3 1, 2 , 3 , , .n nD f a f D f a f D f a f D f na f= = = =  

特别的，取 1 1a = ，那么 nF 的一个线性变换σ  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, 2 , 3 , , n nf f f f f f f nfσ σ σ σ= = = =  

是 nF 的一个半单导子。 
不妨假设 Φ 是 nF 的一个使得 σ ∈Φ 的极大环面。 ∗∀Φ ∈Φ ，假设 ∗Φ 关于所定义的一组基

{ }1 2 3, , , , nf f f f 的矩阵是 M
∗Φ
。由于所有的环面子代数都是 Abel (可交换)的，所以 [ ], , 0σ∗ ∗∀Φ ∈Φ Φ = 。

由 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

, , , , , , , , ;

, , , , , , , , 1,2,3, , .
n n

n n

f f f f f f f f M

f f f f f f f f diag nσ
∗∗ ΦΦ =

=

 
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可得到 ( ), 1,2,3, , 0M diag n
∗Φ

  =  。因此 M
∗Φ
须为一个对角矩阵。 

假设 ( ),2 ,3 , ,M diag k k k nk
∗Φ
=  ，即有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, 2 , 3 , , , ,n nf kf f kf f kf f nkf k F∗ ∗ ∗ ∗Φ = Φ = Φ = Φ = ∈  

所以 kσ∗Φ = 。因此σ 张成 nF 的一个极大环面。 
定理 2 令 nF 是如(∗ )式的 filiform 李代数，{ }1 2 3, , , , nf f f f 为 nF 的一组基。如果σ 张成 nF 的一个极

大环面，那么 nF 具有以下左对称代数结构 

( )
1 1 2 2

1 1 2 2

,
, , ,1 .

n n n

n n n i i

x a f a f a f F
y b f b f b f F a b F i n
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那么令 [ ]1 ,xy x yσ σ−= ，则这个乘积使得该 filiform 李代数构成左对称代数。 
证明 如果σ 是一个非奇异导子，令 [ ]1 ,xy x yσ σ−= ，那么这个乘积运算使得该李代数构成左对称代

数，验证如下 
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即证得(1)式： ( ) ( ) ( ) ( )xy z x yz yx z y xz− = − 。
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而由定理 1 得到了 nF 的一个非奇异导子 

( ) ,1 .i if if i nσ = ≤ ≤  

因此 nF 具有左对称代数结构。 
本文与文献[16]分别是以两种不同的方法得到的这类 filiform 李代数 nF 的两个的左对称代数结构，可

以看出(2)式中所具有的左对称代数结构与定理 2 中所具有的左对称代数结构是两个不同的左对称代数结

构。 
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