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摘  要 

本文考虑了在谣言传播过程中，政府干预带来的时滞效应，建立了时滞在线社交网络谣言传播模型。运

用常微分方程稳定性的相关知识讨论了正平衡点E*的存在性以及稳定性问题，并证明得到了其发生Hopf
分岔的判别条件。发现在满足相应条件下，当时滞不超过临界值时，正平衡点E*局部渐进稳定，当超出

临界值时，正平衡点E*将由稳定变为不稳定。最后，通过数值来仿真模拟正平衡点的局部稳定性，并验

证理论的正确性。 
 
关键词 

在线社交网络，稳定性，时滞，Hopf分岔 

 
 

Dynamic Analysis of Rumor Propagation 
Model in Online Social Networks with Time 
Delay 

Wentao Shen 
College of Mathematics, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing Jiangsu 
 
Received: May 21st, 2024; accepted: Jun. 15th, 2024; published: Jun. 24th, 2024 

 
 

 
Abstract 
This paper considers the time delay effect brought by government intervention in the process of 
rumor propagation and establishes a time-delayed online social network rumor propagation 
model. By using knowledge related to the stability of ordinary differential equations, the existence 
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and stability of the positive equilibrium point are discussed, and the discriminant conditions for 
Hopf bifurcation are proved. It is found that under the corresponding conditions, when the time 
delay does not exceed the critical value, the positive equilibrium point is locally asymptotically 
stable, and when it exceeds the critical value, the positive equilibrium point changes from stable to 
unstable. Finally, numerical simulations are conducted to verify the local stability of the positive 
equilibrium point and validate the correctness of the theory. 
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1. 引言 

一直以来，谣言伴随着媒介传播于社会当中。随着大数据时代的到来，谣言的传播形式已经从口口

相传发展成通过社交网络如微信，微博，抖音等平台迅速扩散。在互联网的助力下，谣言的传播速度愈

发迅猛，潜在危害也在不断升级，给我们的生活带来了极大的负面影响。因此，对社交网络谣言的研究

是非常必要且有意义的。 
对于谣言的传播动力学模型，最早由 Daley 和 Kendall 两人开始研究[1]。他们将人群分为无知者，

传播者和遏制者三类，并提出了随机谣言传播模型(DK 模型)。Zanette 等人基于这一模型，深入探究了复

杂网络上的谣言传播行为[2]。在 DK 模型的基础上，Maki 和 Thomson 假设其中的两名传播者相接触时，

一方会停止传播谣言，并把这样改进得到的模型称为 MT 模型[3]。借助此模型，Xiao 等人进一步纳入了

反谣言信息和用户心理因素，构建了更为精细的谣言传播模型[4]，为相关研究提供了坚实的理论基础。

此后，Zhang 等人在谣言传播过程中加入真实信息的传播者，建立了 SITR 谣言传播模型[5]。Yao 等人考

虑了谣言传播者的顽固性，基于传统的 SIR 传播模型建立了 SDILR 模型，探讨了网络上重复散布谣言的

现象[6]。Zhao 等人建立了社交网络谣言传播的 SI 模型，借助模型考虑了遗忘机制对谣言传播的影响，

并探讨了平衡点的稳定性[7]。Hu 等人进一步讨论了人们不同的态度对于谣言传播的影响情况[8]。 
2018 年，Chen 等人考虑到政府控制、个人兴趣、自我识别能力等因素在谣言传播中的作用，并基于

此建立了一类新的社交网络谣言传播模型[9]。他们不仅运用常微分方程稳定性的相关知识讨论了边界平

衡点和正平衡点的稳定性，还通过数值仿真去验证理论的正确性。 
然而，值得注意的是，这一领域内的多数研究都没有考虑到谣言传播过程中普遍存在的时滞效应。

2022年，Zhu等人研究了具有时滞效应的谣言传播模型，并讨论了平衡点的稳定性以及Hopf分岔情况[10]。
本文在 Chen 等人的研究基础上，进一步扩展模型，以包含时滞效应这一关键因素，我们主要研究在时滞

影响下正平衡点的稳定性以及相应的 Hopf 分岔情况。通过这一动力学分析，我们能更准确地理解谣言在

社交网络中的传播机制，为未来的研究和实践提供有力的理论支撑。 

2. 模型改进 

Chen 等人考虑到政府控制，个人兴趣，自我识别能力等因素，建立的社交网络谣言传播模型如下[9]： 
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其中 ( )S t ， ( )I t ， ( )R t 分别表示 t 时刻谣言易感者，传播者和恢复者的密度；参数 , , , , , , ,r a bα β µ δΛ 均

为非负常数，Λ为新增网络谣言易感者的密度， β 为谣言传播系数， γ 为谣言传播者因自我识别而停止

传播转化为谣言恢复者的概率， µ为个体对网络谣言失去兴趣而移出网络平台的概率，a 为政府控制参 

数，b 为饱和系数，
( )
( )1

aI t
bI t+

表示政府部门对谣言传播的干预。 

对于模型(1)，尽管已经考虑了政府通过发布辟谣信息来干预谣言传播，但是在现实生活中，谣言传

播者并非能够即刻收到政府发布的辟谣信息，同时，即使收到这些消息，他们也不一定能立即作出反应。 

所以我们需要将时滞纳入原模型中，用新函数
( )
( )1

aI t
bI t

τ
τ

−
+ −

刻画出这种滞后。基于以上分析，考虑政府干

预带来的时滞效应，建立了如下时滞在线社交网络谣言传播模型： 
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其中τ 为知道谣言的用户接触 t 时刻对谣言敏感用户的时间延迟。模型(2)的初值条件为： 

( ) ( ) ( ]
( ) ( ) ( ]

0

0

0, ,0 ,

0, ,0 .

S t S t t

I t I t t

τ

τ

= ≥ ∈ −
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接下来，我们考虑正平衡点的存在性以及稳定性。 

3. 正平衡点存在性，稳定性和 Hopf 分岔分析  

3.1. 正平衡点存在性 

令系统(2)右端等于 0，通过计算可知，如果条件(H1) ( ){ }max , 2b bβ µ µ µ> Λ + + Λ 成立，那么存在

正平衡点 ( )*, ,E S I R∗ ∗ ∗= ，在该点处，谣言在传播过程中同时存在谣言易感者，谣言传播者和谣言恢复

者，其中 
2 *

* * *
* *

4 , , ,
2

B B AC S a a S SS I R
A S S b bS S

µ µ γ γµ
β µβ µ µ µβ

∗ ∗

∗ ∗

− + − Λ − Λ − Λ −
= = = +

+ Λ −
 

这里 ( )A bβ β µ= − ， 2B b b b aβ βγ γµ µβ µ β= Λ − + − + − ， ( )C b γ µ= − Λ + 。 

3.2. 正平衡点稳定性和 Hopf 分岔分析 

现在我们开始讨论在系统(2)中正平衡点 E∗的稳定性。 
根据文献[9]可知，这里仅需考虑二维系统： 
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令 X S S∗= − ， *Y I I= − ，将平衡点 E∗化为 ( )0 0,0E = ，此时系统(3)变为： 
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线性化上面的系统： 
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其中 
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对于系统(4)，它在正平衡点的雅可比矩阵为： 

1 2

4 5 6

.
e

a a
J

a a a λτ−

 
=  + 

 

则对应的特征方程为： 

 ( ) ( )2
1 5 1 5 2 4 6 1 6 e 0.a a a a a a a a a λτλ λ λ −− + + − − − =  (5) 

对于τ 的不同情形，我们分为以下两种情况进行讨论。 
情形 1 0τ = 。此时特征方程(5)变为： 

 ( ) ( )2
1 5 6 1 5 6 2 4 0.a a a a a a a aλ λ− + + + + − =  (6) 

引理 1 (Routh-Hurwitz 定理)考虑多项式方程 
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其中 j n> 时，补充定义 0ja = 。 
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根据引理 1 可知，当 1 5 2 0a a a+ + < 且 ( )1 5 6 2 4 0a a a a a+ − < 时，特征方程(6)的根具有负实部，并根据

稳定性的定义，有： 
定理 1 对于系统(3)，当 0τ = 时，若条件(H21) 1 5 2 4 1 6 0a a a a a a− + > 和条件(H22) 1 5 6 0a a a+ + < 成立，

则平衡点 E∗是局部渐近稳定的。 
情形 2 0τ > ，记 1 1 5A a a= − − ， 2 1 5 2 4A a a a a= − ， 1 6B a= − ， 2 1 6B a a= 。则特征方程(6)变为： 

 ( )2
1 2 1 2 e 0.A A B B λτλ λ λ −+ + + + =  (7) 

设 iλ ω= 为方程(7)的一个根，代入(7)可得 

( )2
1 2 1 2 e 0.iA i A B i B τωω ω ω −− + + + + =  

利用欧拉公式，整理得 

( )2
2 1 2 1 1 2sin cos cos sin 0.A B B i A B Bω ω τω τω ω ω τω τω− + + + + + − =  

分离实部和虚部，有 
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 (8) 

将上面两式平方相加得： 

 ( )4 2 2 2 2 2
1 2 1 2 22 0.A A B A Bω ω+ − − + − =  (9) 

记 2 2
11 1 2 12A A A B= − − ， 2 2

12 2 2A A B= − ， 2W ω= 。从而方程(9)变为： 

2
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引理 2 对于方程 2
11 12 0W A W A+ + = ，有： 

1) 当条件(H31) 2
11 124 0A A− < 或(H32) 11 0A > ， 12 0A > 成立，那么方程没有正实根； 

2) 当条件(H33) 11
2
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0

4 0

A
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<


− ≥
或(H34) 12 0A < 成立，那么上述方程至少有一个正实根。 

证明：根据一元二次方程的性质可得。 

则满足条件(H33) 11
2
11 12

0

4 0

A

A A

<


− ≥
或条件(H34) 12 0A < 时，可设方程 2

11 12 0W A W A+ + = 的一个正实根

为 0σ 。从而，方程(8)有一个正实根 0 0ω σ= 。 

可以计算得到时滞的临界值： 

( ) 2
2 1 1 0 2 2

2 2 2
0 2 1 0

1 arccos 2 , 0,1,2,3,k
B B A B A

k k
B B

ω
τ

ω ω
 − −
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则当 0k = ，即 0τ τ= 时，方程(8)有一对纯虚根 0iω± 。 

下面考虑横截条件
( )

0

d Re
d

iλ ω

λ
τ

=

的符号。 

特征方程(7)两边对τ 求导，有 
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所以，有 
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那么当 0τ τ= 时，就有 
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由(8)可得 
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整理可得 
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不难发现，分母恒大于 0。分子记为： ( ) 4 2
0 1 0 2 0 3f C C Cω ω ω= + + 。而 2

0 0σ ω= ，则有 

( ) 2
0 1 0 2 0 3.f C C Cσ σ σ= + +  

引理 3 对于 ( ) 2
0 1 0 2 0 3f C C Cσ σ σ= + + ，如果条件(H41) 2

2 1 34 0C C C− < 或条件(H42) 2
2 1 34 0C C C− ≥ ， 

2
2 2 1 3

1

4
0

2
C C C C

C
− + −

≤ 成立，那么 ( )0 0f σ > 。 
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证明：利用二次函数的性质可得。 

所以若条件(H41) 2
2 1 34 0C C C− < 或条件(H42) 2

2 1 34 0C C C− ≥ ，
2

2 2 1 3

1

4
0

2
C C C C
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− + −

≤ ，则 

( )
0

d Re
0

d
iλ ω

λ
τ

=

> 。 

综上，结合定理 1 和引理 2，3，我们可以得到下面的结论： 
定理 2 对于系统，当 0τ > 时假设条件(H1)和(H21)和(H22)成立，则有： 
1) 当条件(H31)或条件(H32)成立，正平衡点 E∗是局部渐近稳定的； 
2) 当条件(H33) (H41)或(H33) (H42)或(H34) (H41)或(H34) (H42)成立时，则当 [ )00,τ τ∈ 时，正平衡点

E∗是局部渐近稳定的；当 ( )0 ,τ τ∈ +∞ 时，正平衡点 E∗是不稳定的；当 0τ τ= 时，正平衡点 E∗ 在时滞临

界值附近会产生 Hopf 分岔。 

4. 数值仿真分析 

利用 Matlab 软件来进行数值模拟，对理论分析加以验证。 
首先，在系统中选取参数 0.5Λ = ， 0.2a = ， 0.2b = ， 0.5β = ， 0.15γ = ， 0.1µ = 。通过计算，我

们可以得到 0 11.907τ ≈ 和 ( )0.8333,1,3.8809E∗ = 。条件(H1) (H21) (H22) (H34) (H42)成立，根据定理 2，
正平衡点 E∗ 对于 [ )00,τ τ∈ 局部渐近稳定，对于 ( )0 ,τ τ∈ +∞ 时不稳定。由图 1(a)知，正平衡点 E∗ 在

09.2τ τ= < 时局部渐近稳定；由图 1(b)知，在 012τ τ= > 时不稳定。 
 

  
(a)                                                 (b) 

Figure 1. (a) E* local asymptotic stability; (b) E* instability 
图 1. (a) E*局部渐近稳定；(b) E*不稳定  

 

接下来考虑 0τ = 的情况，在系统中选取参数 0.45Λ = ， 0.2a = ， 0.2b = ， 0.5β = ， 0.1γ = ， 0.1µ = 。

通过计算，可以得到 ( )0.7317,1.0301,3.4652E∗ = 。条件(H1) (H21) (H22)成立，根据定理 1，正平衡点 E∗

是局部渐近稳定的。由图 2 知，当时间没有延迟时，随着时间推移到 30t ≈ ，谣言传播最终会停留在平

衡点 E∗。 
通过理论证明与数值模拟，我们都得到了在一定条件下存在临界值 0τ ，当 [ )00,τ τ∈ 时，正平衡点 E∗

局部渐近稳定；当 0τ τ> 时，正平衡点 E∗不稳定并出现周期震荡现象，产生 Hopf 分岔。 
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Figure 2. E* local asymptotic stability when τ = 0 
图 2. 当 τ = 0，E*局部渐近稳定 

5. 结论 

本文首先验证了正平衡点 E∗的存在性，然后讨论了系统的正平衡点的稳定性以及 Hopf 分岔的判别

条件。选取τ 为分岔参数，当时滞不超过临界值时正平衡点 E∗局部渐进稳定，当超出临界值时正平衡点

E∗将由稳定变为不稳定，并且正平衡点在分岔临界附近出现周期解。 
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