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摘  要 

约束优化问题在自动控制、图像处理、水处理、网络分析、工程设计中有着十分重要的应用，实际生活

中的许多问题在一定条件下都可以看作或者转化为一个约束优化问题，因此约束优化问题的研究具有非

常重要的意义。本文将在函数不一定具有连续性，集合不一定是闭集的情形下，利用函数上图、次微分

性质和凸化技巧，引入新的约束规范条件，对一元DC复合约束优化问题进行研究。从而建立了一元DC
复合优化问题的局部和全局最优性条件的充分和必要条件，推广了前人的结论。 
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Abstract 
Constrained optimization problems have very important applications in automatic control, image 
processing, water treatment, network analysis, and engineering design. Many problems in real life 
can be seen as or transformed into a constrained optimization problem under certain conditions, 
so the study of constrained optimization problems is of great significance. This article will study 
the univariate DC composite constrained optimization problem by utilizing the epigraph of func-
tions, subdifferential properties, and convexification techniques in situations where functions 
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may not be continuous and sets may not be closed. By introducing new constrained standard con-
ditions, this research establishes the sufficient and necessary conditions for local and global opti-
mality of the univariate DC composite optimization problem, thus extending the conclusions of 
predecessors. 
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1. 引言 

约束优化问题在自动控制、图像处理、水处理、网络分析、工程设计中有着十分重要的应用，实际

生活中的许多问题在一定条件下都可以看作或者转化为一个约束优化问题，例如，运输问题、分派问题、

生产调度问题、设备更新年限问题等，因此无论从理论角度还是实际应用来看，约束优化问题的研究都

具有非常重要的意义。对于经典的凸优化问题[1] [2]、复合优化问题[3]-[6]，DC (两个凸函数的差)优化问

题[7] [8]，已有诸多学者利用内点条件、闭性条件、上图类条件等进行了研究，并得到了鞍点定理、对偶

理论等系列结论。受此启发，本文拟对目标函数为复合函数，约束函数为 DC 函数的这一类一元 DC 复

合优化问题进行研究。 

2. 预备知识 

设 ,X Y 是 Banach 空间， * *,X Y 分别是 ,X Y 的共扼空间。定义 Y 上的序为：若 y x K− ∈− ，则 Ky x≤ 。

设 Z 是 X 的非空子集，记 Z 的凸锥包为 coneZ 。非空集合 Z 的对偶锥和示性函数分别定义为： 

{ }: : , 0, ,Z x X x x x Z⊕ ∗ ∗ ∗= ∈ ≥ ∀ ∈  

( )
0,       ,

:
,   Z

x Z
xδ

∈
= 

+∞ 其它.
 

定义凸子集 Z 在 0z Z∈ 处的法锥为 

( ) { }0 0; : : , 0, .N z Z x X x z z z Z∗ ∗ ∗= ∈ − ≤ ∀ ∈  

设 f 是 X 上的真函数，定义 f 的有效定义域和共轭函数分别为： 

( ){ }dom : : ,f x X f x= ∈ < +∞  

( ) ( ){ }: sup , : , ,f x x x f x x X x X∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − ∈ ∀ ∈  

当 f 是凸函数时，f 在点 domx f∈ 的次微分定义为 

( ) ( ) ( ){ }: : , , .f x x X f x x y x f y y X∗ ∗ ∗∂ = ∈ + − ≤ ∀ ∈  

设 { }: Xφ → ±∞�∪ 是实值延拓函数，点 0 domx φ∈ 且满足 ( )0xφ < +∞。由文[9]知，函数φ在 0x 处 ε-Fréchet
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次微分定义为 ( )
( ) ( )

0

0 0
0

0

,ˆ : : lim inf , 0
x x

x x x x x
x x X

x xε

φ φ
φ ε ε

∗
∗ ∗

→

 − − − ∂ = ∈ ≥ − ≥ −  
。当 0 domx φ∉ 时， 

( )0
ˆ xεφ∂ = ∅。当 0ε = 时， ( ) ( )0 0

ˆ ˆ:x xεφ φ∂ = ∂ 为 φ 在 0x 处 Fréchet 次微分。特别地，当 φ 是凸函数时，

( ) ( )0 0
ˆ :x xφ φ∂ = ∂ 即为凸分析中经典的次微分。由定义有 

( )0 0
ˆ0 .x xφ φ⇒ ∈∂是 的局部最优解                            (2.1) 

由文[4]知，设函数 :Yψ → �，对任意的 ,x y Y∈ ，若当 Ky x≤ 时有 ( ) ( )y xψ ψ≤ ，则称函数ψ 是 K-增函

数。设函数 : X Yϕ → ，对任意的 [ ]1 2, , 0,1x x X t∈ ∈ ，有 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 ,Ktx t x t x t xϕ ϕ ϕ+ − ≤ + −  

则称函数ϕ 是 K-凸函数。对于任意的 Kλ ⊕∈ ，定义 ( ) ( ) : Xλϕ →i �为 

( ) ( ) ( ), ,       dom ,
:

,                     

x x
x

λ ϕ ϕ
λϕ

 ∈= 
+∞ 其它.

 

定义复合函数的复合形式为 

( ) ( ) ( )( ) ,       dom ,
:

,                     

f x x
f x

ϕ ϕ
ϕ

 ∈= 
+∞

�
其它.

 

并且，对 X 上的系统{ }:tS t T∈ ，约定 t
t

S X
φ∈

=∩ 。 

3. DC 复合优化问题的最优性条件 

设C X⊆ 是非空凸子集，T 是任意(可能无限)指标集， : X Yϕ → 是真 K-凸映射， :f Y → �是真凸

K-增函数， , : ,t tf g X t T→ ∈� 是真凸函数。考虑一元 DC 复合优化问题 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
              Min   

         s. t.   0, ,
                          .

t t

f x

f x g x t T
x C

ϕ

− ≤ ∈

∈

�

  

本文将在函数不一定具有连续性，集合 C 不一定是闭集的情形下，利用函数次微分的相关性质，引

进新的约束规范条件，建立问题 ( ) 的局部和全局最优性条件的充分和必要条件，从而推广和改进前人

的相关结论。 

3.1. 局部最优性条件 

设 A 表示系统 ( ) ( ){ }; 0,t tx C f x g x t T∈ − ≤ ∀ ∈ 的解集，即 ( ) ( ){ }: : 0,t tA x C f x g x t T= ∈ − ≤ ∀ ∈ 。设 x0

是问题 ( ) 的局部极小点，则 x0 也将是下面问题的局部极小点： 

( ) ( )
( ) ( )* * *

Min   

 s. t.   , 0, ,

          ,
t t t t

f x

f x u x g u t T

x C

ϕ

− + ≤ ∈

∈

�

                          (3.1) 

其中： * *domt tu g∈ 。对任意的 * *domt tu g∈ ，问题(3.1)是凸优化问题。用 ( )0T x ， ( )* 0
tu

T x 分别表示不等式系

统 ( ) ( ){ }; 0,t tx C f x g x t T∈ − ≤ ∈ 与 ( ) ( ){ }* * *; , 0,t t t tx C f x u x g u t T∈ − + ≤ ∈ 在点 x0 的活动指标集，即 

( ) ( ) ( ){ }0 0 0: : 0 ,t tT x t T f x g x= ∈ − =  
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( ) ( ) ( ){ }*
* * *

0 0 0: : , 0 .
t

t t t tu
T x t T f x u x g u= ∈ − + =  

由文([8]，(1.2)式)可以定义问题(3.1)的局部 KKT 条件： 
x0 是问题(3.1)的局部极小点 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( )( )

0

0

0 0 0

     dom , , ,

          s. t.  0 .
ut

T
t t t t T

C t t t
t T x

u g f x

x N x f x u

λ λ β ϕ

βϕ λ
∗

∗ ∗
+∈

∗

∈

⇒ ∀ ∈ ∃ = ∈ ∈∂

∈∂ + + ∂ −∑
�

 

因此，可类似定义问题 ( ) 在点 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 的局部 KKT 条件。 
定义 3.1.1 设 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 是问题 ( ) 的局部极小点。若对任意的 ( )0t tu g x∗ ∈∂ ， t T∈ ，存在

( ) ( )T
t t Tλ λ +∈

= ∈� 和 ( )( )0f xβ ϕ∈∂ ，使得 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
0

0 0 00 ,C t t t
t T x

x N x f x uβϕ λ ∗

∈

∈∂ + + ∂ −∑  

则称系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 在点 x0 满足局部 KKT 条件。若系统在任意点 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 均满足局

部 KKT 条件，则称系统满足局部 KKT 条件。 
为研究问题 ( ) 的局部最优性条件，我们首先引进如下约束规范条件。 
定义 3.1.2 设 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ ，若 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )00 0

0 0 0 0
ˆ ,

T
t t

A C t t t
f xu g x t T x

f x x N x f x u
β ϕλ

ϕ δ βϕ λ
∗

+

∗

∈∂∈∂ ∈ ∈

 
∂ + ⊆ ∂ + + ∂ −  

 
∑

�

� ∩ ∪ ∪       (3.2) 

则称系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 在点 x0 满足 F-(BCQ)1 条件。若系统在任意点 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 均满足

F-(BCQ)1 条件，则称系统满足 F-(BCQ)1 条件。 
定理 3.1.1 设 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 。若系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 在点 x0 满足 F-(BCQ)1 条件，则称此

系统在点 x0 满足局部 KKT 条件。 
证明 假设系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 在点 x0 满足 F-(BCQ)1 条件。设 x0 是问题 ( ) 的局部极小点。由

(3.2)及(2.1)式可知 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )00 0

0 0 0 0
ˆ0 .

T
t t

A C t t t
f xu g x t T x

f x x N x f x u
β ϕλ

ϕ δ βϕ λ
∗

+

∗

∈∂∈∂ ∈ ∈

 
∈∂ + ⊆ ∂ + + ∂ −  

 
∑

�

� ∩ ∪ ∪  

故对任意的 ( )0t tu g x∗ ∈∂ ， t T∈ ，存在 ( ) ( )T
t t Tλ λ +∈

= ∈� 和 ( )( )0f xβ ϕ∈∂ ，使得 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
0

0 0 00 ,C t t t
t T x

x N x f x uβϕ λ ∗

∈

∈∂ + + ∂ −∑  

故定理得证。 
注 3.1.1 [4]由文[4]知，令 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ ，若 

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
00

0 0 0 0cone ,A C t
t T xf x

f x x N x f x
β ϕ

ϕ δ βϕ
∈∈∂

 ∂ + ⊆ ∂ + + ∂ 
 

� ∪ ∪  

则称系统{ }, , ; :C tf f t Tϕ δ ∈ 在点 x0 满足(CBCQ)条件。若系统在任意点 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 均满足(CBCQ)
条件，则称系统满足(CBCQ)条件。显然，当 0,tg t T= ∈ 时 F-(BCQ)1 条件即为文[4]中的(CBCQ)条件。 

故由定理 3.1.1 及注 3.1.1 可直接得到下面推论。 
推论 3.1.1 设 0,tg t T= ∈ 。设 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 是问题 ( ) 的局部极小点。若系统{ }, , ; :C tf f t Tϕ δ ∈
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在点 x0 满足(CBCQ)条件，则下面结论成立： 

( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0

0 0 00 .
TC t t

f x t T x
x N x f x

β ϕ λ
βϕ λ

+
∈∂ ∈ ∈

∈ ∂ + + ∂∑
�

∪ ∪  

设 domt tu g∗ ∗∈ ， t T∈ ，定义凸函数 :tu
tF X
∗

→ �为 

( ) ( ) ( ): , , .tu
t t t t tF x f x u x g u x X
∗ ∗ ∗ ∗= − + ∀ ∈  

由文([10]，定理 2.4.2(vi))知 

( ) ( ) , dom .tu
t t t tF x f x u x f
∗ ∗∂ = ∂ − ∀ ∈                            (3.3) 

用
tu

A ∗ 表示不等式系统 ( ){ }; 0,tu
tx C F x t T
∗

∈ ≤ ∈ 的解集，即 ( ){ }: : 0,t

t

u
tu

A x C F x t T
∗

∗ = ∈ ≤ ∈ 。由文[10]的
Young-Fenchel 不等式知 

, ,tu
t t tf g F t T

∗
− ≤ ∀ ∈                                 (3.4) 

所以 

.
tu

A A∗ ⊆                                      (3.5) 

令 ( ) ( ){ }0 0: : 0t

t

u
tu

T x t T F x
∗

∗ = ∈ = ，故对任意的 ( )0t tu g x∗ ∈∂ ，由文[10]的 Young 等式知 

( ) ( ) ( )0 0 0 , ,tu
t t tF x f x g x t T
∗

= − ∀ ∈                           (3.6) 

因此， 

( ) ( ) ( )0 0 0, .
t

t tu
T x T x u g x∗

∗= ∀ ∈∂                            (3.7) 

定理 3.1.2 设 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 。若对任意的 ( )0 ,t tu g x t T∗ ∈∂ ∈ ，系统{ }, , ; :tu
C tf F t Tϕ δ

∗
∈ 点 x0 满

足(CBCQ)条件，则系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 点 x0 满足局部 KKT 条件。 
证明 设 x0 是问题 ( ) 的局部极小点，任取 ( )0t tu g x∗ ∈∂ 。由(3.4)~(3.6)式知，x0 也是下面问题的局部

极小点： 

( ) ( )Min   
s. t.     .

tu

f x
x A

ϕ

∗∈

�
                                  (3.8) 

由于 f ϕ� 是凸函数且
tu

A ∗ 是 X 上的凸集可知，x0也是问题(3.8)的局部极小点，故结合([10]，定理 2.5.7)有 

( )00 .
ut

Af xϕ δ
∗

 ∈∂ + 
 
�  

又对任意的 ( )0t tu g x∗ ∈∂ ，系统{ }, , ; :tu
C tf F t Tϕ δ

∗
∈ 在点 x0 满足(CBCQ)条件，故 

( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

00
0 0 00 cone .t

ut

u
C t

t T xf x
x N x F x

β ϕ
βϕ

∗

∗∈∈∂

 
∈ ∂ + + ∂  

 
∪ ∪  

再结合(3.3)和(3.7)式可得，对任意的 ( )0t tu g x∗ ∈∂ ，存在 ( ) ( )T
t t Tλ λ +∈

= ∈� 和 ( )( )0f xβ ϕ∈∂ ，使得 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
0

0 0 00 ,C t t t
t T x

x N x f x uβϕ λ ∗

∈

∈∂ + + ∂ −∑  

因此定理得证。 
当函数 0,tg t T= ∈ 时，设 0x A∈ ，由文[11]知，若 
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( ) ( )
( )

( )
0

0 0 0cone ,A C t
t T x

N x N x f x
∈

 = + ∂ 
 
∪  

则称系统{ }; :C tf t Tδ ∈ 在点 x0 满足(BCQ)条件。 
推论 3.1.2 设 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 。假设 ,f ϕ 分别在点 ( )0xϕ 与 x0 处连续。若对任意的 ( )0t tu g x∗ ∈∂ ，

t T∈ ，系统{ }; :tu
C tF t Tδ

∗
∈ 在点 x0满足(BCQ)条件，则系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 点 x0满足局部KKT条件。 

证明 设 ( )0t tu g x∗ ∈∂ 。由定理 3.1.2 知，欲证此推论，只需证明系统{ }, , ; :tu
C tf F t Tϕ δ

∗
∈ 在点 x0满足

(CBCQ)条件，即证 

( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
00

0 0 0 0cone .t

ut ut

u
A C t

t T xf x
f x x N x F x

β ϕ
ϕ δ βϕ

∗

∗
∗∈∈∂

  ∂ + ⊆ ∂ + + ∂       
� ∪ ∪           (3.9) 

注意到，函数 ,f ϕ 分别在点 ( )0xϕ 与 x0 处连续， f ϕ� 是凸函数且
tu

A ∗ 是凸集，故 

( )
( )( )

( ) ( ) ( )
0

0 0 0 .
u ut t

A A
f x

f x x N x
β ϕ

ϕ δ βϕ
∗ ∗∈∂

 ∂ + ⊆ ∂ + 
 
� ∪                   (3.10) 

由(3.6)式及 0x A∈ 可得 0
tu

x A ∗∈ 。又系统{ }; :tu
C tF t Tδ

∗
∈ 在点 x0 满足(BCQ)条件，故 

( ) ( )
( )

( )
0

0 0 0cone .t

ut ut

u
A C t

t T x
N x N x F x

∗

∗
∗∈

 
= + ∂  

 
∪                       (3.11) 

结合(3.10)、(3.11)式，可得(3.9)式，故结论得证。 

3.2. 全局最优性条件 

本节主要对问题 ( ) 的全局最优性条件进行研究，为此考虑下面问题： 

( )( )
( ) ( ) ( )
                    Min   ,

             s. t.   0, ,

                           .
p t t

f x p x

f x g x t T

x C

ϕ −

− ≤ ∈

∈

�

  

从而，我们可以得出以下定义。 
定义 3.2.1 设 p X ∗∈ ， ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 。若 x0 是问题 ( )p 的全局极小点当且仅当对任意的 

( )0t tu g x∗ ∈∂ ， t T∈ ，存在 ( ) ( )T
t t Tλ λ +∈

= ∈� 和 ( )( )0f xβ ϕ∈∂ ，使得 

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
0

0 0 0 ,C t t t
t T x

p x N x f x uβϕ λ ∗

∈

∈∂ + + ∂ −∑  

则称系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 点 x0 满足全局稳定 KKT 条件。特别地，当 0p = 时，称系统 

{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 点 x0 满足全局 KKT 条件。若系统在任意点 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 均满足全局稳定 KKT
条件(或全局 KKT 条件)，则称系统满足全局稳定 KKT 条件(或全局 KKT 条件)。 

特别地，当 0p = 时，问题 ( )p 即为本文所研究的问题 ( ) ，故由文([10]，定理 2.5.7)知，系统 

{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 在点 x0 满足全局 KKT 条件当且仅当 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )00 0

0 0 0 00 0 .
T

t t
A C t t t

f xu g x t T x
f x x N x f x u

β ϕλ
ϕ δ βϕ λ

∗
+

∗

∈∂∈∂ ∈ ∈

 
∈∂ + ⇔ ∈ ∂ + + ∂ −  

 
∑

�

� ∩ ∪ ∪  

定义 3.2.2 设 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 。若 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )00 0

0 0 0 0 ,
T

t t
A C t t t

f xu g x t T x
f x x N x f x u

β ϕλ
ϕ δ βϕ λ

∗
+

∗

∈∂∈∂ ∈ ∈

 
∂ + = ∂ + + ∂ −  

 
∑

�

� ∩ ∪ ∪  

https://doi.org/10.12677/aam.2024.136261


肖程凤，田超松 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.136261 2732 应用数学进展 
 

则称系统 { }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 在点 x0 满足(BCQ)1 条件。若系统在任意点 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 均满足

(BCQ)1 条件，则称系统满足(BCQ)1 条件。 
定理 3.2.1 设 ( )0 domx f Aϕ∈ � ∩ 。系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 在点 x0 满足(BCQ)1 条件当且仅当对任

意的 p X ∗∈ ，系统在点 x0 满足全局稳定 KKT 条件。 
证明 对任意的 p X ∗∈ ，系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 在点 x0 满足全局稳定 KKT 条件当且仅当下面的等

价关系成立： 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )00 0

0 0 0 00 ,
T

t t
A C t t t

f xu g x t T x
f p x p x N x f x u

β ϕλ
ϕ δ βϕ λ

∗
+

∗

∈∂∈∂ ∈ ∈

 
∈∂ − + ⇔ ∈ ∂ + + ∂ −  

 
∑

�

� ∩ ∪ ∪  

即 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )00 0

0 0 0 0 .
T

t t
A C t t t

f xu g x t T x
p f x p x N x f x u

β ϕλ
ϕ δ βϕ λ

∗
+

∗

∈∂∈∂ ∈ ∈

 
∈∂ + ⇔ ∈ ∂ + + ∂ −  

 
∑

�

� ∩ ∪ ∪  

故 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )00 0

0 0 0 0 ,
T

t t
A C t t t

f xu g x t T x
f x x N x f x u

β ϕλ
ϕ δ βϕ λ

∗
+

∗

∈∂∈∂ ∈ ∈

 
∂ + = ∂ + + ∂ −  

 
∑

�

� ∩ ∪ ∪  

结论成立。 
由定理 3.2.1 可直接得到下面推论。 
推论 3.2.1 若系统{ }, , ; , :C t tf f g t Tϕ δ ∈ 满足(BCQ)1 条件，则此系统满足全局 KKT 条件。 
注 3.2.1 当ϕ 为单位算子， 0,tg t T= ∈ 时，问题 ( ) 变成文[1]中的问题 ( )fP ，(BCQ)1 条件变成 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
0

0 0 0 0 ,
TA C t t

t T x
f x f x N x f x

λ
δ λ

+∈ ∈

∂ + = ∂ + + ∂∑
�

∪  

即文[1]中的(BCQ)f 条件，故本文的结论是对文[1]中相关结论的推广。 
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