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摘  要 

本文研究一类新的拟线性浅水波方程，该方程是在描述不可压缩旋转二维浅水的底层剪切流效应的模型

时被正式推导出来的。在本文中，我们主要研究该方程在Besov空间 ( ){ }, | ,1 ,s n
p rB R s R p r∈ ≤ ≤ +∞ 中的

局部适定性。 
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Abstract 
In this paper, we study a new class of quasilinear shallow water wave equations, which is formally 
derived in describing the bottom shear flow effect of incompressible rotating two-dimensional 
shallow water. In this paper, we obtain the local well-posedness of the equation in Besov space

( ){ }, | ,1 ,s n
p rB R s R p r∈ ≤ ≤ +∞ . 
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1. 引言 

本文主要研究以下方程： 

( )

2 2 2 2 3 3
0 1 2

2

3

2 , 0, ,
t x txx xxx x x x

x xx xxx

u cu u u uu u u u u

u u uu t x R

µδ µ δ αε ε ε

θµαεδ

+ − − + + Λ + Λ

= + > ∈
                 (1.1) 

其中 ( ),u t x 表示的是在特定深度 0z 处的水平速度场。方程经过伸缩变换以后要求 00 1z≤ ≤ ， 3θ ≠ ，且 

( )
( )( )( )( )

8 6 4 2 8 6 4 2
2
0 22 2 2

3 21 36 9 7 13 9 3
,

3 3 1 1 1

c c c c c c c c
z

c c c c c

θ

θ

+ + + − + + + +
=

− + + − + +
 

其中θ 是平衡流体对流中由于拉伸导致的非线性陡化和放大的参数， ( )21 4
2

c A A= + + ，参数A表示的

是线性剪切流，参数 c 和 A 满足 ( )21 4
2

c A A= + + ，此外 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 25 2 2 6 4 2 4 2

1 23 5 22 2

1 2 1 1 4 6 1, , ,
3 12 1 6 1

c c c c c c c c c c
cc c

α
− + − + + + + +

Λ = Λ = =
++ +

 

( )( )( )( )
4 2

22 2 2

6 3 , 3,
3 1 1 1

0, 3,

c c

c c c c c
θ

µ θ

θ

 + +
≠

= − − + + + +


=

 

( )
( )( )( )( )

( )

4 2 6 4 2

23 2 2

0

2

12 3 3 2 2 1
, 3,

3 3 1 1 1

1 , 3.
3 1

c c c c c

c c c c c c

c c

θ
θ

θ
µ

θ

 + − + + + +
 ≠
 − + + − + += 

− = +

 

该方程是描述了一个具有中等非线性状态下来自不可压缩旋转二维浅水的底层剪切流影响的模型方程，

在文献[1]通过使用双渐进展开的方法提出来的。方程(1.1)中的高阶非线性项 2
xu u 和 3

xu u 在推断底层剪切

流的存在是不可忽视的。 
在最近几年，一些拟线性浅水波方程已经被广泛研究。例如，Johnson 在文献[2]建立了在浅水上方

水波运动的Camassa-Holm方程。Quirchmayr在文献[3]使用缩放 1µ � ， ( )4Oε µ= 得到了一个高阶非线

性水波方程。Li 和 Liu 在文献[4]通过使用双渐进展开的方法推导出一个高阶非线性浅水模型。 

事实上，在 0A→ ， 3θ ≠ 时，有 1c → ，
1
2

α → ，
( )

5
6 3

µ
θ

→
−

，
( )0

2
6 3
θµ

θ
+

→
−

， 1 0Λ → ，

2 0Λ → 和
( )

2
0

23 11
12 3

z θ
θ

−
→

−
。方程(1.1)通过使用伸缩变换 ( ) ( )2 2, ,u t x u t xαε µδ µδ→ 和伽利略变换公式

( ) 3 3, ,
4 4

u t x u t x t → − + 
 

可以简化为以下方程[5] [6] 
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( )3 2 , 0, ,t txx x x xx xxxu u uu u u uu t x Rθ− + = + > ∈                       (1.2) 

其中 ( ),u t x 描述了相对于预应力状态的径向拉伸，这个方程是在可压缩超弹性棒的背景下正式推导出来

的。当 1θ = 时，方程(1.2)简化为经典的浅水波 Camassa-Holm 方程 

3 2 , 0, ,t txx x x xx xxxu u uu u u uu t x R− + = + > ∈                         (1.3) 

其中 ( ),u t x 表示在深度 0
1
2

z = ，x方向上的水平速度场。该方程是描述浅水波单向传播的一个重要数学 

模型。Camassa-Holm 方程最初是由 Fuchssteiner 和 Fokas 在没有物理动机的形式下推导出来的，然而从

物理学的角度来看，这个模型是 Camassa 和 Holm在 1993 年从物理方面推导出来的[7]，该模型是用于描

述浅水波在平底上方自由表面高度的单向传播模型。众所周知，Camassa-Holm 方程具有双哈密顿结构

[8]，也是完全可积的[7] [9]，它的孤波是尖的[7] [9]-[12]，它们在轨道上是稳定的并像孤子一样相互作

用[13] [14]。其次，Camassa-Holm 方程也具有多峰解[7] [15]和波的破裂线性的存在[16] [17] (即解 ( ),u t x
保持有界，而它的斜率变的无界)。最后，Camassa-Holm 方程具有无穷的守恒量并可以通过相应的逆散

射变换来求解[18]。 
与此同时，在过去几十年里，方程(1.3)的柯西问题已经被广泛研究并且也得到了它的许多重要性质。

例如，一些学者在文献[17] [19]-[24]得到了 Camassa-Holm 方程的局部适定性。文献[19] [23]学者们研究

了 Camassa-Holm 方程强解的存在性。也有一些学者在文献[17] [19] [21] [24]-[29]得到了它的爆破现象。

Linares和Pone在文献[30]研究了在周期和非周期条件下Camassa-Holm方程的刘维尔型性质。在文献[17]  

[24]，学者们证明了对于初始数据 0
su H∈ ，

3
2

s > 的局部适定性，在文献[26] [28] [29]学者们通过建立 

Riccati 型微分不等式研究了方程(1.3)的爆破准则，由于 Camassa-Holm 方程的特殊结构，在文献[25]，
Brandolese 研究了 Camassa-Holm 方程局部空间的爆破准则。 

在文献[31]中，使用 Kato原理[32]获得了关于问题(1.1)在 Sobolev空间的局部适定性，并且研究了该

问题波的破裂现象。然而，关于问题(1.1)在 Besov 空间的局部适定性还未被研究。在本文中，我们主要

研究问题(1.1)在 Besov 空间 ( ){ }, | ,1 ,s n
p rB R s R p r∈ ≤ ≤ +∞ 中的局部适定性。 

本篇论文的结构如下，在第二部分，给出证明主要定理所需要的一些预备知识。在第三部分给出具

体的局部适定性的证明。 

2. 预备知识 

在这一部分，给出证明局部适定性需要的一些预备知识。为了计算的方便，将方程(1.1)经过伸缩变

换 ( ) ( )2 2, ,u t x u t xαε µδ µδ→ 简化为以下非局部形式 

( )

( ) ( )

2 2 3 40 0 1 2
2 3

0

3 , 0, ,
2 2 3 4

0, , .

t x xu u u P D c u u u u u t x R

u x u x x R

µ µ θ θθ
µ µ α α

  Λ Λ    −
+ + = − + + + + > ∈     
     

 = ∈

       (2.1) 

其中 ( ) ( ) 121P D x x
−

= −∂ − ∂ ， ( ) 1 e
2

xG x −= 和 ( ) ( ) 121G x f x f
−

∗ = − ∂ 对所有的 ( )2f L R∈ 。为了介绍主要

的结果，定义 
( ) [ ]( ) [ ]( )1 1

, , ,0, ; 0, ; ,s s s
p r p r p rE T C T B C T B r−= < ∞∩ ， 

( ) ( ) [ ]( )1
, , ,0, ; 0, ;s s s

p p p rE T L T B Lip T B∞ −
∞ ∞= ∩ 。 

在文献[22] [33]-[36]给出 Littlewood-paley 分解的性质，非齐次 Besov 空间和传输方程理论的一些结论。 
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引理 2.1 (Littlewood-paley 分解) [37]在[0, 1]上存在一对光滑径向函数 ( ),χ φ ，使得 χ 在球 
4,
3

nB Rξ ξ = ∈ ≤ 
 

上是支撑的和φ 在环
3 8  ,
4 3

nC Rξ ξ = ∈ ≤ ≤ 
 

上是支撑的。此外 

nRξ∀ ∈ ， ( ) ( )2 1q

q N
χ ξ φ ξ−

∈

+ =∑  

和 

如果 2q q− ′ ≥ ， ( ) ( )2 . 2 .q qSupp Suppφ φ ′− − = ∅∩ 。 

如果 1q ≥ ， ( ) ( ). 2 .qSupp Suppχ φ − =∅∩ 。 

则对于 ( )u Rϕ∈ ′ 非齐次二元区块定义如下： 

如果 2q ≤ − ， 0qu∆ = ， 

( ) 1
1 x xu D u uχ χ−
− = =∆   ， 

如果 0q ≥ ， ( ) ( )1  2 2q q
q x xu D uφ φ ξ− − −∆ = =   。 

因此 

在 ( )Rϕ′ ， q
q Z

u u
∈

= ∆∑ 。 

低频截断函数 qS 定义为： 

( ) ( )
1

1

1
2 2

q
q q

q x x
p

pS u u D u uχ χ ξ
−

− − −

=−

= ∆ = =∑   ， q N∀ ∈ 。 

容易得到 

如果 2p q− ≥ ， 0p qu∆ ∆ ≡ ， 

如果 5p q− ≥ ， ( )1 0q p pS u v− ∆∆ ≡ ， ( ),u v Rϕ∀ ∈ ′  

和 

ppq LL
u u∆ ≤ ， ppq LL

S u C u≤ ， 1 p∀ ≤ ≤ +∞。 

运用 Young 不等式，可以知道这里 C 是独立于 q 的一个正常数。 
定义 2.1 (Besov 空间) [37]让 s R∈ ，1 p≤ ≤ +∞。非齐次 Besov 空间 ( ),

s n
p rB R 定义为 

( ) ( ) ( ) ( )
,, 1

: 2 2s pr pp r r

s n n qs qs
p r q qB Ll L q l

fB R f R f fϕ
≥−

 = ∈ = ∆ = ∆ < ∞


′ 

。 

如果 s = ∞， , ,
s

p r s R p rB B∞
∈= ∩ 。 

定义 2.2 [37]让 0T > ， s R∈ 和1 p≤ ≤ ∞。定义 

( ), 0 ,
s s
p r T p rE E T>= ∩ 。 

引理 2.2 [37]让 s R∈ ，1 , , ,j jp r p r≤ ≤ ∞， 1,2j = ，则 
1) 拓扑性质： ,

s
p rB 是 Banach 空间其连续嵌入到 ( )nRϕ′ 。 

2) 稠密性： cC∞ 在 ,
s
p rB 上是稠密的⇔ 1 ,p r≤ < ∞。 

3) 嵌入：如果 1 2p p≤ 和 1 2r r≤ ， 1 2
1 1 2 2

1 1

, ,

s n
p ps

p r p rB B
 

− − 
 ⊂ 。如果 1 2s s< ， 2 1

2 1, ,
s s
p r p rB B⊂ 局部紧的。 
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4) 代数性质： 0s∀ > ， ,
s
p rB L∞∩ 是一个代数。 ,

s
p rB 是一个代数 ,

s
p r

nB L s
p

∞⇔ ⇔ >⊂ 或( ns
p

≥ 和

1r = )。 
5) 一维 Moser 型估计 
(i) 当 0s > ， 

( ), , ,
s s s
p r p r p rB B L L Bfg C f g f g∞ ∞≤ + 。 

(ii) 1 2
1s s
p

∀ ≤ <  (如果 1r = ， 2
1s
p

≥ )和 1 2 0s s+ > ，有 

1 1 2, , ,
s s s
p r p r p rB B Bfg C f g≤ 。 

6) 复杂插值： ( )11 2 1 2, , ,

1
s s s s

p r p r p rB B Bf f fθ θ
θ θ

+ −
−≤ ， 1 2

, ,
s s
p r p rf B B∀ ∈ ∩ ， [ ]0,1θ∀ ∈ 。 

7) Fatou 引理：如果 ( )n n N
u

∈
在 ,

s
p rB 是有界的，在 ( )nRϕ′ ， nu u→ 则 

,
s
p ru B∈ 和

, ,
lim infs s

p r p rnB Bn
u u

→∞
≤ 。 

8) 让m R∈ 和 f 是一个 mS 的乘法器(即 : nf R R→ 是光滑的并且满足 nNα∀ ∈ ，存在一个常数Cα ，

使得 ( ) ( )1
m

f C
α

α αξ ξ
−

∂ ≤ + 对所有的 nRξ ∈ )则算子 ( )f D 在 , ,
s s m
p r p rB B −→ 是连续的。 

引理 2.3 (在 Besov 空间上的先验估计) [37]让1 ,p r≤ ≤ ∞和
1 1min ,1s
p p

 
> − − 

 
。假设 0 ,

s
p rf B∈ ，

( )1
,0, ; s

p rF L T B∈ 。如果
11s
p

> + ， ( )1 1
,0, ; s

x p rv L T B −∂ ∈ ，否则
1

1
,0, ; p

x p rv L T B L∞ ∂ ∈ ∩ 
 

。如果 

( ) [ ] ( )( ),0, ; 0, ;s
p rf L T B C T Rϕ∞∈ ′∩ 是以下一维线性传输方程的解： 

( ) 0

,
,0 .

t xf vf F
f x f
+ =

 =
                                     (2.2) 

则存在一个常数 C 仅依赖于 , ,s p r 使得以下陈述成立： 

1) 如果 1r = 或者
11s
p

≠ + 则 

( ) ( )
, ,, ,

0 0 0
d ds ss s

p r p rp r p r

t t

B BB B
f f F C V fτ τ τ τ≤ + + ′∫ ∫ ， 

或 

( ) ( ) ( )( ), , ,
0 0

e e ds s s
p r p r p r

tCV t CV
B B B

f f Fτ τ τ−≤ + ∫ 。                     (2.3) 

如果
11s
p

< + ， ( ) 1

,
0

d
p
p r

t
x

B L

V t v τ
∞∩

= ∫ 。否则， ( ) 1
,0

ds
p r

t
x BV t v τ−= ∫ 。 

2) 如果
11s
p

≤ + ， 0f L∞′∈ 和 ( )( )0,xf L T R∞∈ × 和 ( )1 0, ;xF L T L∞∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,, ,

0 0 0
e e dss s

p rp r p r

tCV t CV t
x x xL B LB B L

f t f f f F Fτ τ τ∞ ∞ ∞
−  + ≤ + + +    ∫ ， 

其中 
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( ) ( ) 1

,
0

d
p
p r

t
x

B L

V t v τ τ
∞∩

= ∂∫ 。 

3) 如果 f v= ，则对于所有的 0s > ，当 ( )
0

d
t

x LV t v τ∞= ∫ ，陈述(1)成立。 
4) 如果 r < ∞，则 [ ]( ),0, ; s

p rf C T B∈ 。如果 r = ∞，对所有的 s s′ < 则 [ ]( ),0, ; s
pf C T B ∞
′∈ 。 

引理 2.4 (存在性和唯一性) [37]让 0, , ,p r s f 和 F 就像在引理 2.3 所陈述的那样。假设 ( ),0, ; Mv L T Bρ −
∞ ∞∈  

对于一些 1ρ > 和 0M > ；如果
11s
p

> + 或
11s
p

= + ， 1r = ， ( )1 1
,0, ; s

x p rv L T B −∈ ；如果
11s
p

< + ， 

1
1

,0, ; p
x p rv L T B L∞ ∈ ∩ 

 
。则问题(2.1)有唯一解 ( ) [ ]( )( ), ,10, ; 0, ;s s

p r s s pf L T B C T B ′
′

∞
<∈ ∩∩ 和引理 2.3 的不等式

成立。此外，如果 r < ∞，则 [ ]( ),0, ; s
p rf C T B∈ 。 

3. 局部适定性结果 

定理 令1 ,p r≤ ≤ ∞和
1 3max 1 ,

2
s

p
 

> + 
 

， 0 ,
s
p ru B∈ ，则存在一个时间 0T > ，使得问题(1.1)在 

( ),
s
p rE T 中存在唯一解 u。映射 0u u→ 是在 ,

s
p rB 上 0u 的一个邻域到 [ ]( ) [ ]( )1 1

, ,0, ; 0, ;s s
p r p rC T B C T B′ ′−∩ 对每一

个 s s′ < 都是连续的。当 r < ∞时，问题(1.1)的解在 ( ),
s
p rE T 上是连续的。 

证明 第一步：近似解的建立 
利用标准迭代过程，建立一个解。从 0 0:u = 开始，定义一个光滑函数序列 ( )n

n N
u

∈
通过计算来解决

以下线性传输方程： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2 3 410 0 1 2
2 3

1 1
0 1 0

Λ Λ3 ,
2 2 4

0 .

3

,

n n n n n n n
t x x

n n
n

u u P D c u u u u u

u x u S u

µ µ θ θθ
µ µ α α

+

+ +
+

       −
∂ + + ∂ = − + + + +      

    



 
= =






  (3.1) 

因为所有的数据都属于 ,p rB∞ ，通过使用引理 2.4 和计算，证明了对所有 n N∈ ，上述方程在 ( ),, p rC R B+ ∞

上有一个全局解[37]。 
第二步：一致有界估计 
将引理 2.3 的(2.3)式和(3.1)相结合，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,, ,

1
0 0

e e , d
2

n n n

ss sp rp r p r

tCU t CU t CUn n n
xBB B

Cu u P D F u uτ τ−+ ≤ + ∫ 。             (3.2) 

其中 ( ) 0

, ,,
,

0
0 0 0

d d ds ss
p r p rp rs

p r

t t tn n n n
B BB

B

U t u u uµ
µ

µ
θ τ θ τ θ τ

µ
 = + = + = 
 ∫ ∫ ∫ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 40 1 2
2 3

Λ Λ3,
2 2 3 4

n n n n n n n
x xF u u c u u u u uµ θ θ

µ α α
   −

= − + + + +  
  

。          (3.3) 

所以 

( ) ( )0 , ,

,, ,

d d
1

0 0
e e , d

2

t tn n
s sB Bp r p r

ss sp rp r p r

C u C utn n n
xBB B

Cu u P D F u u
τθ τ θ τ

τ+
∫ ∫

≤ + ∫ 。           (3.4) 

因为 ,
s
p rB 是一个代数在

1 3max 1 ,
2

s
p

 
> + 

 
，通过使用 ( )P D 的 1S − 乘数性质， ,

s
p rB 空间的定义，引理 2.2

的 5)的(ii)式和 1
,

s
p rB − 在

1 3max 1 ,
2

s
p

 
> + 

 
是一个代数，可以得到 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1

,

, , , ,

2 2 3 40 1 2
2 3

2 3 4

Λ Λ3,
2 2 3 4

.

s
p r s

p r

s s s s
p r p r p r p r

n n n n n n n
x xB

B

n n n n
B B B B

P D F u u C c u u u u u

C u u u u

µ θ θ
µ α α −

  −
≤ − + + + + 

 

 ≤ + + + 
 

     (3.5) 

综上所述，所以得出 

( ) ( ) ( )
,, , , , ,

2 3 41
0 0

e e d
2

n n n

ss s s s sp rp r p r p r p r p r

tCU t CU t CUn n n n n
BB B B B B

Cu u u u u uτ τ−+  ≤ + + + + 
 ∫ 。     (3.6) 

其中 C 是从线到线的变化并且依赖于 µ ， 0µ ，θ ，α ， 1Λ 和 2Λ 。 

现在固定一个时间 0T > 使得

,0

1 1min ,
2 s

p rB

T
C u Cθ

  <  
  

，并且假设 

,

,
,

0

0

2

1 2

s
p r

s
p r s

p r

Bn
B

B

u
u

C u t

θ

θ
≤

−
。                            (3.7) 

因为 ( )
,0

  ds
p r

tn n
B

U t uθ τ= ∫ ，从(3.7)有 

( ) ( )
( )

0 ,
0 ,0, ,

0 ,

0 ,,

,

2
d ln 1 2d 1 2

1 2
ln

1 2 0

0

.

e e e e

1 2
  e

1 2

s tBp rtt n sBn n s s p rB Bp r p r

sBp r
ssB p rp r

s
p r

u
C t C u tC u t t C u tCU t CU

C u

C u t B

B

C u

C u t

ττ τ

θ

θ
θ θ θθ θτ

θ τ θ
θ θ τ

θ

′ ′′ ′ ′
   − − −   −  

 −
 
 − 
 

∫∫
= ≤ =

 −
 = =
 −
 

              (3.8) 

从(3.8)可知，当 0τ = 时，有 

( )

( ),0

1e
1 2

n

s
p r

CU t

BC u t
θ

θ
≤

−
。                             (3.9) 

通过利用(3.7)和(3.8)，得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

,

, ,

, ,

,

,

,

,

0

0 0

0
0 0

10

00

0

0

e d
2

1 2 2
d

2 1 2 1 2

1 2 d
1 2

1 1 2 1 .
2

n n

s
p r

s s
p r p r

s s
p r p r

s
p r

s
p r

s
p r

s
p r

t CU t CU n
B

t B B

B B

tB

B

B

B

C u

C u uC
C u t C u

C u
C u

C u t

C u t

τ

θ

θ

θ

θ

τ τ

θ τ θ
τ

θ θ τ

θ
θ τ τ

θ

θ
θ

−

−

−

 −
 ≤ ×
 − −
 

= −
−

 = − − 
 

∫

∫

∫
                      (3.10) 

通过使用平均值定理，可以得到 

( ) ( )
, ,

12
0 0 11 2 1 2s s

p r p rB BC u t C u t
θ

θθ θ ξ
−

− +− − = 。                    (3.11) 
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其中 

( ),1 01 2 s
p rBC uξ θ ξ= − ， 0 tξ< < 。 

将(3.11)代入到(3.10)，得到 

( ) ( ) ( )
( )

,

,

,

1 0

10

0

e d
2 1 2

sn n p r
s
p r

s
p r

t BCU t CU n
B

B

C u tC u
C u t

τ
θ

θ
τ τ

θ

−
+≤

−
∫ 。                (3.12) 

类似地可以得到 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

,

, ,

,
,

,

,

,

, , ,

2

0

22
0 0

20
0

0

10

0
0

0

1

2 0 0 0

e d
2

1 2 4
d

2 1 2 1 2

1 1 2
11 2

1 2 1 2

n n

s
p r

s s
p r p r

s
p r s

p r

s
p r

s
p r

s
p r

s s s
p r p r p r

t CU t CU n
B

t B B

B
B

t
B

B

B

B B B

C u

C u uC
C u t C u

u
C u

C u t

C u C u t C u t

τ

θ

θ

θ

θ

τ τ

θ τ θ
τ

θ θ τ

θ
θ τ

θθ

θ θ

−

−

− −

 −
 ≤ ×
 − − 

−  
= − 

−  −

 ≤ − − −  

∫

∫

                 (3.13) 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

,

, ,

,
,

,

,

,

, , ,

3

0

33
0 0

30
0

0

22
20

0
0

0

22
3 0 0 0

e d
2

1 2 8
d

2 1 2 1 2

2 1 1 2
21 2

1 2 1 2

n n

s
p r

s s
p r p r

s
p r s

p r

s
p r

s
p r

s
p r

s s s
p r p r p r

t CU t CU n
B

t B B

B
B

t
B

B

B

B B B

C u

C u uC
C u t C u

u
C u

C u t

C u C u t C u t

τ

θ

θ

θ

θ

τ τ

θ τ θ
τ

θ θ τ

θ
θ τ

θθ

θ θ

−

−

− −

 −
 ≤ ×
 − − 

−  
= − 

−  −

 ≤ − − −  

∫

∫

                 (3.14) 

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

,

, ,

,
,

,

,

,

, ,,

4

0

44
0 0

40
0

0

3
3

0
0

0

3

4 0

3

3

0

e d
2

1 2 16
d

2 1 2 1 2

4 1 1 2
31 2

1 2 1 2

n n

s
p r

s s
p r p r

s
p r s

p r

s
p r

s
p r

s
p r

s ss p r p rp r

t CU t CU n
B

t B B

B
B

n t
B

B

B

n
B BB

C u

C u uC
C u t C u

u
C u

C u t

C u C u t C u t

τ

θ

θ

θ

θ

τ τ

θ τ θ
τ

θ θ τ

θ
θ τ

θθ

θ θ

−

−

− −

 −
 ≤ ×
 − − 

−  
= − 

−  −

 ≤ − − − 

∫

∫



                 (3.15) 

其中， 1 2 3 4, , ,C C C C 都是常数且依赖于θ ，将(3.9)~(3.15)代入到(3.6)，可以得到 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

, , , ,,

, , ,

, , ,

, , ,

1
1

0 0 1 0 0

1

2 0 0 0

2

3 0 0 0

3

4

2

0 0 0
3

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

s s s ss p r p r p r p rp r

s s s
p r p r p r

s s s
p r p r p r

s s s
p r p r p r

n
B B B BB

B B B

B B B

B B B

u u C u t C u C u t

C u C u t C u t

C u C u t C u t

C u C u t C u t

θ θ

θ

θ

θ

θ θ

θ θ

θ θ

θ θ

− − +
+

− −

− −

− −

≤ − + −

 + − − −  
 + − − −  
 + − − −

( ) ( )
( ) ( )

, , ,

, ,

1

0 0 0

2

0

3

3

0

1 2 1 2

1 2 1 2 .

s s s
p r p r p r

s s
p r p r

B B B

B B

C u C u t C u t

C u t C u t

θ

θ θ

θ θ

− −

− −



≤ − + −

+ −



+ −





            (3.16) 

因此， ( )n

n N
u

∈
在 [ ]( ),0, ; s

p rC T B 上是一致有界的。利用 1
,

s
p rB − 在

1 3max 1 ,
2

s
p

 
> + 

 
是一个代数，以及 

1
, ,

s s
p r p rB B −⊂ 和 Besov 空间的定义，可以推导出 

( ) ( )

( ) ( )
( )

1
, , ,11

,,

,

, , ,
,

, ,

, ,

1 1 10 0

10

0 0 0
0

2

3

3

0 0

4
0 0

 

2
1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

s s s
p r p r p rss

p rp r

s
p r

s s s
p r p r p r

s
p r

s s
p r p r

s s
p r p r

n n n n n n
x x B B B

BB

B

B B B
B

B B

B B

u u C u u C u u

u
C C u C u t C u t

C u t

C u t C u t

C u C u t

θ

µ µ
θ θ θ

µ µ

θ
θ θ θ

θ

θ θ

θ

−
−−

+ + +

− −

− −

 
+ ≤ + ≤ 

 

≤ × − + −− 

+ − + − 

≤ −
( ) ( )

( ) ( )
,

, ,

1 2

0

3 4

0 0

1 2

1 2 1 2 .

s
p r

s s
p r p r

B

B B

C u t

C u t C u t

θ

θ

θ θ

− + −

− −


+ −


+ − + − 

  (3.17) 

因为 1
,

s
p rB − 是一个代数，利用 ( )P D 的 1S − 乘数性质和(3.6)，有 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
,

,

, , , ,

, , , ,

,
, , ,

,

2 3 4

42 3 4
0 0 0 0

2 3 4
0

0 0

2

4 0

1

3

0

,

,

2 4 8 16

1 2 1 2 1 2 1 2

2

s
p r

s
p r

s s s s
p r p r p r p r

s s s s
p r p r p r p r

s
p r s s s

p r p r p r

p

n n
x B

n n
x B

n n n n
B B B B

B B B B

B
B B B

B

Q

P D F u u

P D F u u

C u u u u

u u u u
C

C u t C u t C u t C u t

u
C

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ

−

=

≤

 ≤ + + + 
 
 
 

≤ + + + 
− − − −

 

= ∑
,01 2

.
s

r

s
p r

Q

BC u tθ

 
 
 −
 

     (3.18) 

因此，(3.1)结合(3.17)和(3.18)，有 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1
, ,1

,

,

, , ,
,

1 10

4 41 04
0 0 0

2 1 0

.

,

2
1 2 1 2

1 2

s s
p r p rs

p r

s
p r

s s s
p r p r p r

s
p r

n n n n n
t x xB B

B

Q
Q B

B B B
Q Q B

u u u P D F u u

u
C u C u t C u t C

C u t

θ

µ
θ

µ

θ
θ θ

θ

− −
−

+ +

− + −

= =

 
≤ + + 
 

    ≤ − + − +   −   
∑ ∑

 (3.19) 

所以， ( ) [ ]( ) [ ]( )1 1
, ,0, ; 0, ;n s s

p r p rn
u C T B C T B −∈ ∩ 。 

现在证明 ( )n

n
u 是一个柯西列，且 ( ) [ ]( )1

,0, ;n s
p rn

u C T B −∈ 。 
对于 ,m n N∈ ，从(3.1)可知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 41 10 0 1 2
2 3

Λ Λ3
2 2 3 4

n n n n n n n n
t x xu u u P D c u u u u uµ µ θ θθ

µ µ α α
+ +      −
+ + = − + + + +    
    

。 (3.20) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 10

2 2 3 40 1 2
2 3

Λ Λ3 .
2 2 3 4

n m n m n m
t x

n m n m n m n m n m
x

u u u

P D c u u u u u

µ
θ

µ

µ θ θ
µ α α

+ + + + +

+ + + + +

 
+ + 
 
   −

= − + + + +  
  

        (3.21) 

利用(3.21)减去(3.20)，有 

( ) ( )
6

1 1 1 10

1

n m n n m n m n
kt x

k
u u u u u Tµ

θ
µ

+ + + + + + +

=

 
− + + − = 

 
∑ 。                 (3.22) 

其中 

( ) ( )0
1

n m nT P D c u uµ
µ

+  
= − −  

  
， 

( ) ( )( )2
3

2
n m n n m nT P D u u u uθ + +− = − +  

， 

( ) ( ) ( )3 2
n m n n m n

x x
T P D u u u uθ + + = − +  

， 

( ) ( ) ( ) ( )
2 21

4 2
0

Λ
3

k kn m n n m n

k
T P D u u u u

α
−+ +

=

  
= −  

  
∑ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
3 32

5 3
0

Λ
4

k kn m n n m n

k
T P D u u u u

α
−+ +

=

  
= −  

  
∑

， 

( ) 1
6

n m n n
xT u u uθ + += − − 。 

当
1 3max 1 ,

2
s

p
 

> + 
 

，利用 ( )P D 的 1S − 乘数性质， 1 2
, ,

s s
p r p rB B− −⊂ ，有 

( )1 1, ,2
,

0
1 s sp r p rs

p r

n m n n m n
B B

B

T C c u u C u uµ
µ

− −
−

+ + 
≤ − − ≤ − 

 
。                 (3.23) 

因为
1 3max 1 ,

2
s

p
 

> + 
 

，利用 ( )P D 的 1S − 乘数性质， 1
,

s
p rB − 是一个代数，引理 2.2 的 5)的(ii)式和

1 2
, , ,

s s s
p r p r p rB B B− −⊂ ⊂ ，有 
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( )( )1
, 2

,

2 1
, ,

1
, , ,

2
3

2

,

s
p r s

p r

s s
p r p r

s s s
p r p r p r

n m n n m n
B

B

n m n n m n
B B

n m n n m n
B B B

T C u u u u

C u u u u

C u u u u

θ
−

−

− ≤ −

−

+ +

+ +

+ +

−
≤ − +

≤ − +

 ≤ − + 
 

                     (3.24) 

( ) ( )1
, 2

,

1 1
, ,

1
, , ,

3 2

,

s
p r s

p r

s s
p r p r

s s s
p r p r p r

n m n n m n
B x x

B

n m n n m n
B B

n m n n m n
B B B

T C u u u u

C u u u u

C u u u u

θ
−

−

− −

−

+ +

+ +

+ +

≤ − +

≤ − +

 ≤ − + 
 

                     (3.25) 

类似的可以得到 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
,

2
,

2 1 1, , ,

1
, , ,

2 21
4 2

0
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0
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0

Λ
3
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p r

s
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s s sp r p r p r
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T C u u u u

C u u u u

C u u u u
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−

−

− − −

−

−+ +

=

−+ +

=

−+ +

=

 
≤ −  

 
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≤ −   

 
 

≤ −   
 

∑

∑

∑

                 (3.26) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
,

2
,

2 1 1, , ,

1
, , ,

3 32
5 3

0
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0
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0

Λ
4
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s
p r

s
p r

s s sp r p r p r

s s sp r p r p r

k kn m n n m n
B
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B B Bk
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B B Bk

T C u u u u

C u u u u

C u u u u

α
−

−

− − −

−

−+ +

=

−+ +

=

−+ +

=

 
≤ −  

 

 
≤ −   
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 

≤ −   
 

∑

∑

∑

                 (3.27) 

( )1 1 12, , ,,

1 1
6 s s ssp r p r p rp r

n m n n n m n n
xB B BB

T C u u u C u u uθ− − −−

+ + + +≤ − − ≤ − 。            (3.28) 

所以，综上所述 

1 1
, , , ,

3

s s s s
p r p r p r p r

n m n n m n
j B B B B

T C u u u u− −
+ + ≤ − + 

 
。                   (3.29) 

又因为，对 n N∀ ∈ ，有 

,

,
,

0

0

2

1 2

s
p r

s
p r s

p r

Bn
B

B

u
u

C u t

θ

θ
≤

−
， 

将(3.23)~(3.29)结合在一起，可以得到 

( )
,

1 1
, ,1

,
,

33
6 6 0

3
1 1

0

8

1 2

s
p r

s s
p r p rs

p r s
p r

Bn m n
j j B B

j jB
B

u
T T C u u

C u t

θ

θ
− −

−

+

= =

≤ ≤ −
−

∑ ∑ 。              (3.30) 

下面进行分类讨论 
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(i) 当 12s
p

≠ + 时，将引理 2.4 与(3.22)和(3.30)相结合，有 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 1
, ,

1
,

1 1 1 1

6

0
1

e .,0

e d

n m

s s
p r p r

n m n m

s
p r

CW tn m n n m n
B B

t CW t CW
j B

j

u u t u u

C Tτ τ

+

− −

+ +

−

+ + + + + +

−

=

− ≤ −

+ ∑∫ 。
                (3.31) 

当
11 1s
p

− < + 时： 

( ) ( ) 1

,
0

d
p
p r

tn m n m
x

B L

W t uθ τ τ
∞

+ +

∩

= ∂∫ 。                       (3.32) 

当
11 1s
p

− > + 时： 

( ) ( ) 2
,0

ds
p r

tn m n m
x B

W t uθ τ τ−
+ += ∂∫ 。                        (3.33) 

从(3.32)可知，如果
11 1s
p

− < + ，利用 1
,

s
p rB L− ∞⊂ 和

11s
p

> + ，有 

( ) ( )
,0

ds
p r

tn m n m
B

W t C u τ τ+ +≤ ∫ 。                         (3.34) 

从(3.33)可知，如果
11 1s
p

− > + ，有 

( ) ( )
,0

ds
p r

tn m n m
B

W t C u τ τ+ +≤ ∫ 。                         (3.35) 

因为 

,
1

,

0 0
1

2 s
p r

s
p r

n m
n

q B
q n B

u C u
−

+
−

= +

∆ ≤∑ 。[37]                         (3.36) 

利用(3.30)~(3.36)，可以得到 

( ) ( )( )1 1
, ,

1 1
0

2 ds s
p r p r

tn m n n n m n
TB B

u u t C u u τ τ− −

+ + + − + − ≤ + − 
 ∫ 。              (3.37) 

通过对指数 n 的归纳论证，可以很容易的证明 

( ) ( )
( )

( )
1 1

, ,

1
1 1

0
2 2

1 ! !s s
T p r p r

n kn
T Tn m n m n k

TL B B
k

TC TC
u u t u C

n k∞ − −

+
+ + + −

=

− ≤ +
+ ∑ 。            (3.38) 

因为 ( )1
,

s
p r

m
L B

u ∞ − 独立于 m 是有界的，可以找到一个新的常数 TC′ 使得 

( ) 1
,

1 1 2s
T p r

n m n n
TL B

u u t C∞ −
+ + + −′− ≤ ，                         (3.39) 

因此， ( )n

n
u 在 [ ]( )1

,0, ; s
p rC T B − 上是一个柯西列。此外， ( )n

n
u 在 [ ]( )1

,0, ; s
p rC T B − 收敛于极限函数 u。 

(ii) 当 12s
p

= + 时，通过使用引理 2.2 的(6)式，可以得到 
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( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 1,
,

1 2, ,

1 1 11 2 2
, , ,

1 12 2
, ,

1 1 1 1

11 1 1 1

1

1 1 1 1

1

1 12

s
T p r p

T p r

s s
T p r T p r

p p p
p r p r p r

p p
p r p r

n m n n m n
L B

L B

n m n n m n
L B L B

n m n n m n

B B B

n n m n

B B

u u t u u t

u u u u t

u u u t u t

C u t u t

θ θ

θ

θ

θ θ

∞ − +
∞

∞ ∞

+ + +

+ +

+ + + + + +

−+ + + + + +

−

+ + + + + +

−

− + + +

− = −

≤ − −

 
 ≤ − +
  

 
 ′≤ +
  

θ

         (3.40) 

其中 1
1 3 1max 1 , 1,1

2
S

p p
  

+ − +  
  

∈ ， 2
1 11 ,2S
p p

 
∈ + + 
 

。所以， ( )n

n
u 是 [ ]( )1

,0, ; s
p rC T B − 上的一个柯西列。

此外， ( )n

n
u 在 [ ]( )1

,0, ; s
p rC T B − 收敛于极限函数 u。 

第三步：(解在 ( ),
s
p rE T 存在且唯一)，证明 u 属于 ( ),

s
p rE T 并且满足方程(1.1)。 

因为 ( )n

n
u 在 ( ),0, ; s

p rL T B∞ 上一致有界，在 Besov 空间上 Fatou 性质保证了 u 属于 ( ),0, ; s
p rL T B∞ 。 

如果 1s s′ ≤ − ，则 

1
, ,

s s
p r p r

n n
B B

u u u u′ −− ≤ − 。                            (3.41) 

如果 1s s s− < ′ < ，利用引理 2.2 的(6)式，有 

1 1 ,, , , , ,

11
ss s s s sp rp r p r p r p r p r

n n n n n
BB B B B B

u u u u u u u u u u
θ

θ θ θ

−′ −

−
−  − ≤ − − ≤ − + 

 
。          (3.42) 

其中 s sθ = − ′。 
结合(3.41)和(3.42)，对所有的 s s′ < ，有 ( )n

n
u 在 [ ]( ),0, ; s

p rC T B ′ 收敛于 u。对(3.1)和(3.2)取极限，可

以得出 u 是方程(1.1)的解。现在 ( ),0, ; ,s

p ru L T B∞∈ 以下方程的右边 

( ) 2 2 3 40 0 1 2
2 3

Λ Λ3
2 2 3 4t x xu u u P D c u u u u uµ µ θ θθ

µ µ α α
     −

+ + = − + + + +    
    

。        (3.43) 

也属于 ( ),0, ; s
p rL T B∞ ，利用 ( )P D 的 1S − 乘数性质， 1

,
s
p rB − 在

1 3max 1 ,
2

s
p

 
> + 

 
是一个代数。可以得到 

( )

( )
1

,

, , , ,

2 2 3 40 1 2
2 3

2 3 4

Λ Λ3
2 2 3 4

.

s
p r

s s s s
p r p r p r p r

x

B

B B B B

P D c u u u u u

C u u u u

µ θ θ
µ α α −

   −
− + + + +  

  

≤ + + +

                (3.44) 

当 r < ∞时，从引理 2.4 和(3.43)，知道 [ ]( ),0, ; s
p ru C T B∈ ，很容易可以得到 

( ), , ,
1

,

2 20
s s s
p r p r p r

s
p r

x B B B
B

u u C u u C uµ
θ θ

µ −

 
+ ≤ + ≤ 

 
。                  (3.45) 

将(3.44)与(3.45)相结合，有 [ ]( )1
,0, ; s

t p ru C T B −∈ 和 [ ]( )1
,0, ; s

p rL T B∞ − ，因此 ( ),
s
p ru E T∈ 。 

考虑
12s
p

≠ + 的情况。假设 ( ) [ ]( )1
, ,, 0, ; 0, ;s s

p r p ru v L T B C T B∞ −∈ ∩ 分别是带有初始数据 0 0 ,, s
p ru v B∈ 的一

般拟线性浅水波动方程的解。将要证明 
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( ) ( )
( )

,

3

0
11

,

,

,

d

0 0 e
s sB Bp r p

p

r
t

ss
rp r

C

B

u v

Bu t v t u v
τ τ

−−

 + 
 
 

∫
− ≤ − 。                   (3.46) 

显然 w u v= − 满足以下传输方程 

5
0

1
t x k x

k
w u w t wvµ

θ θ
µ =

 
+ + = − 
 

∑ 。                          (3.47) 

其中 

( ) ( )0
1t P D c u vµ

µ
  

= − −  
  

， 

( ) ( )( )2
3

2
t P D u v u vθ− = − +  

， 

( ) ( )( )3 2 x x x xt P D u v u vθ = + − 
 

， 

( ) ( )
2

2
4 2

0

1Λ
3

k k

k
t P D u v u v

α
−

=

  = −  
  
∑ ， 

( ) ( )
3

32
5 3

0

Λ
4

k k

k
t P D u v u v

α
−

=

  
= −  

  
∑ 。                        (3.48) 

当
11 1s
p

− > + 时，利用引理 2.3 和(3.47)，使用 x∂ 的 1S − 乘数性质， 1
,

s
p rB − 在

11s
p

> + 是一个代数和

1
, ,

s s
p r p rB B −⊂ ，有 

( )

( )

( )

1 1 1 2 1
, , , , ,1

,

1 11 1
, , ,, ,1

,

1
, ,, 1

,

5

0 0 0
1

5

0 0 0
1

5

0
1

d d

d d

s s s s s
p r p r p r p r p rs

p r

s s ss s
p r p r p rp r p rs

p r

s ss
p r p r pp r s

p r

t t
t k x xB B B B B

k B

t t
k B B BB B

k B

k B B BB
k B

w w t wv C u w

w C t w C uv

u

w

w vC t w

θ τ θ τ τ

θ τ θ τ τ

− − − − −
−

− −− −
−

−
−

=

=

=

 
 ≤ + + +
 
 

≤ + + +

≤ + + +

∑∫ ∫

∑∫ ∫

∑ ( )1 1
, , ,0 0

d d .s s s
r p r p r

t t

B B
C u wτ τ τ− −+∫ ∫

     (3.49) 

当
11 1s
p

− < + 时，使用引理 2.3 的 1)和(3.47)， 1
,

s
p rB − 是一个代数，

11s
p

− > ， 1
,

s
p rB L− ∞⊂ ，有 

( )

( )

( )

1 1 1 1 1
, , , ,1

, ,

11 1 1
, ,,

, ,

, ,1
,

1
, 1

,

5

0 0 0
1

5

0 0 0
1

5

0
1

d d

d d

s s s s
p r p r p r p rs p

p r p r

s ss s s
p r p rp r p r p rs

p r

s
p r s

p r

s s
p r p r

t t
t k x xB B B B

k B B L

t t
k xB BB B B

k B

k BB
k B

B B

w w t wv C u w

w C t w C u w

w C t w

v

u v

θ τ θ τ τ

τ τ τ

− − − −
− ∞

−− − −
−

−
−

= ∩

=

=

 
 ≤ + + +
 

+

 

≤ + + +

≤ + +

∑∫ ∫

∑∫ ∫

∑ ( )1 1
, , ,0 0

d d .s s s
p r p r p r

t t

B B
C u wτ τ τ− −+∫ ∫

     (3.50) 

因为
1 3max 1 ,

2
s

p
 

> + 
 

，通过使用 ( )P D 的 1S − 乘数性质， 1 2
, ,

s s
p r p rB B− −⊂ ，有 
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1 2 1
, , ,1 s s s

p r p r p rB B Bt C u v C w− − −≤ − ≤ 。                          (3.51) 

因为
1 3max 1 ,

2
s

p
 

> + 
 

，通过使用 ( )P D 的 1S − 乘数性质， 1 2
, ,

s s
p r p rB B− −⊂ ， 1

,
11s

p rB s
p

−  
− > 

 
是一个代数，

有 

( )( )

( ) ( )
1 1 12

, , ,,

1 1 1 1
, , , , , ,

2 s s ss
p r p r p rp r

s s s s s s
p r p r p r p r p r p r

B B BB

B B B B B B

t C u v u v C w u v

C w u v C w u v

− − −−

− − − −

≤ − + ≤ +

≤ + ≤ +
                (3.52) 

( )( )

( )
11 2

,, ,2
,

1 1 1
, , , , ,

3 2
ss s
p rp r p rs

p r

s s s s s
p r p r p r p r p r

x x x x x xBB B
B

B B B B B

t C u v u v C u v u v

C w u v C w u v

θ
−− −

−

− − −

≤ + − ≤ − +

≤ + ≤ +

                (3.53) 

因为
1 3max 1 ,

2
s

p
 

> + 
 

，通过使用 ( )P D 的 1S − 乘数性质， 1 2
, ,

s s
p r p rB B− −⊂ ， 1

,
11s

p rB s
p

−  
− > 

 
是一个代数，

引理 2.2 的 5)的(ii)式， ,
s
p rB 的定义，可以得到 

( )1 1
, , 22

,,

1 1 1 1
, , , ,1

,

2 2
2 21

4 2
0 0

2 2
22

0 0

Λ
3

s s
p r p r ss

p rp r

s s s s
p r p r p r p rs

p r

k k k k
B B

k k BB

k kk k
B B B B

k kB

t u v u v C w u v

C w u v C w u v

α
− −

−−

− − − −
−

− −

= =

−−

= =

 
≤ − ≤ 

 

 
≤ ≤  

 

∑ ∑

∑ ∑
                (3.54) 

( )

( )

11
,, 22

,,

1 1 1 1
, , , ,1

,

1 1
, , , ,, ,

3 3
3 32

5 3
0 0

3 3
33

0 0

3 33

0

Λ
4

ss
p rp r ss

p rp r

s s s s
p r p r p r p rs

p r

s s s s
p r p r p r

s s
p r p rp r

k k k k
BB

k k BB

k kk k
B B B B

k kB

k k
B B B B

k
B B

t u v u v C w u v

C w u v C w u v

C w Cu v uw v

α
−−

−−

− − − −
−

− −

− −

= =

−−

= =

−

=

 
≤ − ≤ 

 

 
≤ ≤  

 

 
≤ 


+≤



∑ ∑

∑ ∑

∑

               (3.55) 

当
12s
p

≠ + 时，将(3.51)~(3.55)代入(3.49)和(3.50)，有 

( ) ( )111
,,, , ,

3

0 0
dsss

p rp rp
s s

r p rr pB

t

BBB Bw t w C w u v τ−−− ≤ + +∫ 。                  (3.56) 

利用一般的 Gronwall 不等式，有 

( )
3

0
11

,

, ,

,

d

0 e
s sB Bp

t

ss
r p r

p rp r

C

B

v

B

u
w t w

τ

−−

 
 
 

+∫
≤ 。 

当 0 0u v= 时，可以得到 ( ) ( )u t v t= 。 

对于
12s
p

= + 时，将
12s
p

≠ + 的情况与插值相结合，很容易得到唯一的结果。 

第四步：对初始数据连续依赖 
如果 1ss′ = − ，结论是成立的，如果 1ss′ < − ，通过使用引理 2.2 的 6)式和(3.46)，有 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

,

1 1
11. .

3

1 01 1, ,

, ,

11 ..

3

1 01 2 1 2 1
1 , ,

,

.

,

1

1 d 1
0 0

1 d 1 1 1
0 0 0 0

e
s sB Bp r p r

s s

s
p r

s s
p r p r

t

ss
p rp r

t

s s
B

s
p r

Bp r p

p rp

r

r

s
p r p

B

B B

C

B

u v

u v

B B

B

C

B BB

u t v t

C u t v t u t v t

C u t v t u v

C u t v t e u v u

u t v t

v

C

θ θ

θ τθ θ

θ τθ θ θ θ θ

′

−

′

−

−

 −   − 



+

−   − − −
+



∫

∫

−

≤ − −

≤ − −

≤ − − −

+≤
( ) ( ) ( )( )

3
1 1 0 , 1 1

, ,

, 2 2
1 d 1 1 1

0 0 0 0e
s sB Bp r p r

s

t

s s
p r p rr

C

B B

u v
u v u v

θ θ τ θ θ θ θ
′

 −   − − −
+


∫  − −  

       (3.57) 

其中 

( )( )1 1 11 1s s sθ θ′ = + − − ， 1 1s s< − ， 

( )2 21 1s s sθ θ′− = + − 。 

如果 1s s s′− < < ，通过使用引理 2.2 的(6)式和(3.46)，推导出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

3 3
1

, , ,

3
33 03 , ,

1
, , ,

3
33 03 , ,

, , ,

1

1d

1d

0 0 e

0 0 e

s s s
p r p r p r

t
s sB Bp r p r

s s s
p r p r p r

t
s sB Bp r p r

s s s
p r p r p r

B B B

C u v

B B B

C u t v t

B B B

u t v t C u t v t u t v t

C u v u t v t

C u v u t v t

θ θ

θθ τ τθ

θθ τ τθ

′ −

−

′

−

  −+ 
 

  −+ 
 

∫

∫

− ≤ − −

≤ − +

≤ − +

 

其中 

( ) ( )'
3 31 1s s sθ θ= − + − 。 

当 r < ∞时，可以证明在 [ ]( ) [ ]( )1 1
, ,0, ; 0, ;s s

p r p rC T B C T B −∩ 上的连续性是正确的，它在粘性近似解序列

的帮助下 ( ) 0
uε ε >

对于拟线性浅水波动方程在 [ ]( ) [ ]( )1 1
, ,0, ; 0, ;s s

p r p rC T B C T B −∩ 上是收敛的。因此完成了定

理 1 的证明。 

4. 总结 

本文主要研究了一类新的拟线性浅水波方程在 Besov 空间 ( ){ }, | ,1 ,s n
p rB R s R p r∈ ≤ ≤ +∞ 中的局部适

定性问题。然而，关于方程(1.1)在 Besov 空间中的爆破现象，解的全局存在性等其他问题还有待被研

究。 
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