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摘  要 

紧量子度量空间结构是算子代数领域非常重要的研究内容，既有重要的理论意义，又有广泛的应用前景.
本文利用一般的长度函数构造出一类*-半范数。同时，利用约化交叉积C*-代数的共变表示可以构造出另

一类*-半范数。通过讨论它们下半连续性，发现其中一类*-半范数是下半连续的，另一类*-半范数与C*-代
数的半范数L的下半连续性是等价的。进一步构造出一类与对应的紧量子度量空间紧密相关的*-半范数。 
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Abstract 
Compact quantum metric space structure is a very important research topic in the field of opera-
tor algebras. It has great theoretical significance and a wide range of application prospects. In this 
paper, a class of *-seminorms is constructed by using the general length function. At the same time, 
another kind of *-seminorms can be constructed by using the covariant representation of reduced 
cross product algebras. By discussing their lower semicontinuity, we can find that one type of 
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*-seminorms is lower semicontinuous, while the other type of *-seminorms is equivalent to the 
lower semicontinuity of the seminorm of C*-algebra. Furthermore, we can a class of *-seminorms 
that is closely related to the corresponding compact quantum metric space. 
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1. 引言 

在二十世纪八十年代，Connes 利用算子代数理论构建了非交换微分几何理论。他的研究主要集中在

谱三元组上[1]。在此之后，Connes 又相继得到了谱三元组的一系列结果[2]-[4]。当 X 是一个紧的黎曼自

旋流形时，他利用 ( )C X 的一个谱三元组构造了一个半范数来刻画 X 上的测地距离，即由一个 Dirac 算子

可以诱导出 C*-代数上的黎曼度量。Connes 还发现了在 C*-代数态空间构造上一般度量的方法，其中这个

度量是对概率测度空间上的 Monge-Kantorovich 度量的推广[5]。 
受 Connes 研究的启发，Rieffel 讨论了态空间上的度量拓扑与弱*-拓扑之间的关系[6]。从九十年代末

开始，他发表了多篇讨论态空间上的度量拓扑与弱*-拓扑的一致性问题的文章。并在 2004 年，Rieffel 由
态空间上的度量拓扑与弱*-拓扑的一致性问题，定义了紧量子度量空间的概念[7]。对于一个序单位空间

( ),A e 上的一个半范数 L，如果满足以下条件： 
1) 对 a A∀ ∈ ， ( ) 0L a a e= ⇔ ∈� 。 
2) A 的态空间 ( )S A 上由 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ), sup : 1 , ,L f f f AL Sρ µ ν µ ν µ ν= − ≤ ∀ ∈ 定义的度量 Lρ 对应的

拓扑与弱*-拓扑一致。 
那么就称它是 A 的一个 Lip-范数。Rieffel 把由一个序单位空间 A 和一个 Lip-范数 L 组成的二元组

( ),A L 称为是一个紧量子度量空间。 
在这之后，Antonescu 和 Christensen 利用一类具有速降性质的群研究了相应的约化群 C*-代数的紧量

子度量空间结构[8]。2013 年，Hawkins 等人利用谱三元组来研究整数群交叉积 C*-代数的紧量子度量空

间结构[9]。他们在度量等度连续条件下，利用 C*-代数 A 上的一个奇谱三元组构造出了对应的交叉积 C*-
代数的一个偶谱三元组。在 2017 年，Christ 和 Rieffel 研究了多项式增长群 C*-代数的紧量子度量空间结

构，并证明了强多项式增长的长度函数 �是有界双重的[10]。在[9] [11]中，Bellissaed，Hawkins 等人都是

在等度连续的情况下，研究了交叉积 C*-代数的紧量子度量空间结构。Kaad 和 Kyed 受到他们的启发，在

拟等距的情况下对交叉积 C*-代数的紧量子度量结构进行了研究[12]。在 ( ),A L 是一个紧量子度量空间的

情况下，Kaad 和 Kyed 定义了一个由整数群�诱导的半范数 L1 和一个由 L 诱导的半范数 L2。Kaad 和 Kyed
证明了半范数 L1 是下半连续的，而半范数 L2 的下半连续性与 L 的下半连续性是等价的。他们由此定义了

半范数 { }1 2max ,BL L L= 。 
在 Kaad 和 Kyed 研究的基础上，本文将考虑借助整数群�上的一般的长度函数构造了相应的半范数，

并且证明了它们是*-半范数。对于由一般的长度函数诱导的两类*-半范数，我们也探讨了它们的下半连续

性。最后得到一类与对应的紧量子度量空间紧密相关的*-半范数。 
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2. 预备知识 

设 A 是一个有单位元的 C*-代数，G 是一个离散群， ( ): AutG Aα → 是 G 在 A 上的一个群作用。我

们用 ( ),cC G A 表示由 G 上的有限支撑 A-值函数构成的空间。对 s
s G

f a s
∈

∀ = ∑ ， ( ),t c
t G

g b t C G A
∈

= ∈∑ ，定义

如下的运算： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )1

,

* *

,

,

* ,

.

s s t
s t G

t t
t G

f g k f k g k

cf k cf k

f g a b st

f a t

α α

α −

∈

∈

+ = +

=

=

=

∑

∑

 

易知 ( ),cC G A 是一个*-代数。 
设 H 是一个 Hilbert 空间。如果它上面有一个*-忠实表示，使得 ( )A H⊆  ，那么可以定义一个 A 在

( )2 G H⊗� 上的一个表示π ，即 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 , , , ,t t t
a a t G a A Hπ δ ξ δ α ξ ξ−⊗ = ⊗ ∀ ∈ ∈ ∈  

其中{ }t t Gδ
∈

是 ( )2 G� 上的标准规范正交基。同时，我们令 G 的一个酉表示为 ( )( )2, G HΛ ⊗� ，定义如下： 

( ) , , , .s t st s t G Hδ ξ δ ξ ξΛ ⊗ = ⊗ ∀ ∈ ∈  

那么对 , , ,s t G a A Hξ∀ ∈ ∈ ∈ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

1

1 1

1

*
s s t s s t

s s t t s

t st

s t

a a

a

a

a

π δ ξ π δ ξ

δ α ξ

δ α α ξ

π α δ ξ

−

− −

−

Λ Λ ⊗ = Λ ⊗

= Λ ⊗

= ⊗

= ⊗

 

由文献[13] [14]可知， ( ),cC G A 在 ( )2 G H⊗� 上有一个*-表示 λ 与这样得到的π 和 λ 一一对应，并且

对 ( ),cf C G A∈ ，有 

( ) ( ) .s s
s G

f aλ π
∈

= Λ∑  

于是 

( ) ( ) ( ) 1 .s s s s
s G s G s G

f a a a fλ π π
∈ ∈ ∈

= Λ ≤ ≤ =∑ ∑ ∑  

因此，对 ( ),cf C G A∀ ∈ ，可得 ( ) ( )( )2f G Hλ ∈ ⊗� 。从而可以定义 ( ),cC G A 的一个范数 ⋅ 为 

( ) ( ), , .cf f f C G Aλ= ∀ ∈                               (1) 

由以上内容，我们可以验证 ⋅ 是 ( ),cC G A 上的一个 C*-范数。 
定义 2.1 [13] ( ),cC G A 在(1)中定义的范数下的完备空间 ,rA Gα 称为是它的约化交叉积 C*-代数。 

3. 由长度函数诱导的半范数 

在这一节里，我们将利用整数群�上一般的长度函数诱导一类在整数群交叉积 C*-代数上的半范数。

同时，我们将借助整数约化交叉积 C*-代数的共变表示诱导另一类半范数。我们也将证明这两类半范数都
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是*-半范数，并由此讨它们的下半连续性。最后由它们的最大值可以得到一个新的*-半范数。 
设 A 是一个有单位元的 C*-代数， A⊆ 是包含 A 的单位元的稠子空间。令 : A Aσ → 是 A 上的一个

*-自同构，且是一个σ -不变子空间，即 

( ) ( )1 .σ σ −= =    

由*-自同构σ 我们可以诱导出整数群�在 A 上的一个作用，并进一步得到单位元为 01 1AU= 的约化

交叉积 C*-代数 ,rB A σ= � 。 
假设是*-不变的 [ ): 0,L → ∞ 是的一个半范数，并且对 a∀ ∈，满足 ( ) ( )*L a L a= ， ( )1 0AL = .

设 H 是一个 Hilbert 空间。如果 ( ): A Hπ →  是一个保单位元的*-忠实表示，则可以得到 B 在 ( )2 H⊗� �

上的*-表示 ( )( )2: B Hπλ → ⊗� � ，其中 ( )( )2 H⊗� � 为在 ( )2 H⊗� � 上的有界可伴随算子构成的有单

位元的 C*-代数。{ }m me
∈�
表示在 ( )2� � 上的标准规范正交基，U 是 ( )2� � 上的酉算子。对 a A∀ ∈ ， Hξ ∈ ，

m∈�，*-表示 πλ 具体定义如下： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1, .m
m m m ma e e a U e eπ πλ ξ π σ ξ λ ξ ξ−

+⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗  

易证 πλ 是一个单的*-同态，从而可以把 B 看成是 ( )( )2 H⊗� � 的一个子空间。 
为了后面书写的方便，我们省略符号 πλ 。对 a A∀ ∈ ， Hξ ∈ ， m∈�，有 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )* 1 .m
m m mUaU e e a a eξ π σ ξ σ ξ− +⊗ = ⊗ = ⊗  

因此， ( )*UaU aσ= 。进一步，对 n∀ ∈�，有 ( ) ( )* nn nU a U aσ= 。 
设 BV 表示由整数群�上的有限支撑 -值函数构成的线性空间 ( ),cC �  。由 BV 的定义，可知它是包

含 B 的单位元的稠子空间。对 ,a n∀ ∈ ∈� ，有 

( ) ( )* * * .n n n n n n
AaU U a U U a U Vσ− − − −= = ∈  

因此， BV 是一个*-不变子空间。于是可以定义一个*-同态 :l A B→ ，使得 A 等距同构于 B 的一个子空间，

具体定义如下： 

( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 , .A Al a a l a Aπ πλ λ= = ∈  

定义 3.1 设 ( ) [ )||| ||| : 0,cC⋅ → ∞� 是 ( )cC � 上的一个范数。对 ( ), cf g C∀ ∈ � ，如果对 n∀ ∈�，有

( ) ( )0 f n g n≤ ≤ ， || ||| ||| |||f g≤ ，那么称范数 ||| |||⋅ 是保序的。 
定义 3.2 群 G 上的一个非负实值函数 [ ): 0,G → +∞� ，如果满足下列条件： 
1) ( ) 0x =� 当且仅当 x e= ，其中 e 是 G 的单位元。 
2) ( ) ( )1 ,x x x G−= ∀ ∈� � 。 
3) ( ) ( ) ( ) , ,xy x y x y G≤ + ∀ ∈� � � 。 
那么称它是 G 上的一个长度函数。 

为了方便理解，下面给出一个长度函数的例子。 

例 3.1 [15]对于整数群�，我们可以定义它关于生成元集{ }2,3 的词长函数 [ ): 0,→ ∞� � 。由词长函

数的定义，可知 

( )

0 0
1 3, 2,2,3
2 1,1

3 2 3 , 2

n
n

n
n

m m n m m

=
 = − −=  = −
 − ≤ ≤ ≥

�  
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易证 �是一个长度函数。 

设 ( ) [ )||| ||| : 0,cC⋅ → ∞� 是 ( )cC � 上的一个保序范数， [ ): 0,→ ∞� � 是整数群�的一个长度函数。为了

方便，我们假设 ||| |||⋅ 是正规的，即 0||| ||| 1e = 。 
定义 3.3 在 BV 上，我们定义两个半范数 1L 和 [ )2 : 0,BL V → ∞ 。对 Af V∀ ∈ ，它们分别定义为 

( ) ( ) ( )1
n

n
L f n f n U

∞

=−∞

= ∑ �                                 (2) 

和 

( ) { }*
2 max ||| |||, ||| ||| .L f L f L f= ° °                              (3) 

我们可以定义 BV 上的映射 : BE V A→ ，即 

( ) ( )0 , .BE f f f V= ∀ ∈  

很明显 E 是一个保单位元的正线性映射，于是可以把 E 延拓成 BV 上的一个忠实的条件期望(仍然用 E 表

示)。进一步，如果定义 :nE B A→ 为 ( ) ( )n
nE f E fU= 。根据 nE 的定义，对 ,Bf V n∀ ∈ ∈�，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )** *, .n
n nf n E f f n f n E fσ− −= = − =  

因此，(3)式可以表示为： 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

*
2

*

max ||| |||, ||| |||

max sup ||| |||, sup ||| ||| ,

n n n n
n n

N N

n n n n
N Nn N n N

L f L E f e L E f e

L E f e L E f e

∞ ∞

− −
=−∞ =−∞

− −
∈ ∈=− =−

 =  
 
 =  
 

∑ ∑

∑ ∑
� �

 

其中第二个等号可由范数的保序性得到。 

命题 3.1 令 �是整数群�上的一个长度函数，A 是一个有单位元的 C*-代数由等式(2)，(3)定义的

[ ) ( ): 0, 1,2i BL V i→ ∞ = 是核空间为 ( ) ( ){ }( )ker : 1 , 1,2i B AL f V f n n i= ∈ ∈ ∈ =� � 的*-半范数。 
证明：根据 21,L L 的定义，显然它们都是 BV 上的半范数。同时，对 Bf V∀ ∈ ，有 ( ) ( )*

2 2L f L f= 。则 2L
是 BV 上的一个*-半范数。又因为 ( )1 0,L k k° = ∀ ∈�。从而， ( ) ( )1 0 ,L k k k° ≤ ∀ ∈�。由于 ||| |||⋅ 是保序范数，

所以 || 1 ||| ||| 0 ||| 0L° ≤ = 。这说明 2L 的核空间 ( )2ker L 是 ( ){ }: 1 ,B Af V f n n∈ ∈ ∈� � 。 
下面证明 1L 的结果。由于整数群�是离散空间，所以 1L 的求和项只有有限个 ( ) 0f n ≠ 。从而 1L 的求

和是有限的。对 ,Bf V k∀ ∈ ∈�，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

( ) ( )

( ) ( )

* *

*

*

,

n n n

n n

n n n

n

n

n

n

n

n f n U n f n U

n f n U

n f n U

n f n U

σ

σ σ

∞ ∞

=−∞ =−∞

∞
− −

=−∞

∞

=−∞

∞

=−∞

= −

 = − 
 

 =  
 

=

∑ ∑

∑

∑

∑

� �

�

�

�

 

因此， ( ) ( )*
1 1L f L f= 。另一方面，我们又有 
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( ) ( ) ( ) ( )0
1 1 1 0 1 0.n

A A
n

L n U n U
∞

=−∞

= = =∑ � �  

从而， 1L 是一个核空间为 ( ) ( ){ }1ker : 1 ,B AL f V f n n= ∈ ∈ ∈� � 的*-半范数。 
下面考虑定义的两个*-半范数 1L 和 2L 的下半连续性。 
定理 3.1 *-半范数 [ )1 : 0,BL V → ∞ 是下半连续的。 
证明：令{ }k Bf V⊆ ，并且满足 lim k Bk

f f V
→∞

= ∈ 。现在假设对 k∀ ∈�，有 ( )1 1kL f ≤ 。对 Bg V∀ ∈ ，令 

( )

( )

1
22

2 ;

sup .

A
n

An

g g n

g g n
∈

∞
∈

 =  
 

=

∑
�

�

 

根据定义，就有不等式 

2 .g g g
∞
≤ ≤  

因此， ( )0k kf f f f k
∞

− ≤ − → →∞ ，即 kf 一致收敛到 f。我们用 Q 来表示 f 的支撑集，并且 Qχ 是对

应的特征函数。那么根据定义就有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 .n n
Q k

n n
n f n U n f n U kχ

∞ ∞

=−∞ =−∞ ∞

− → →∞∑ ∑� �  

由于�为离散空间，且 Bf V∈ ，那么只有有限个 ( ) 0f n ≠ 。即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

0

0

0
0 .

n n
Q k

n n

n n
Q k

n

n n
Q k

f n

k A
f n

k
f n

n f n U n f n U

n f n U n f n U

T f n U f n U

T f n f n

T f n f n k

χ

χ

χ

∞ ∞

=−∞ =−∞

∞

=−∞

≠

≠

∞
≠

−

≤ −

≤ −

≤ −

≤ − → →∞

∑ ∑

∑

∑

∑

∑

� �

� �

 

因此， ( ) ( )1 1lim Q kk
L f L fχ

→∞
= 。又由于 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1.n n
Q k Q k k k

n n
L f n f n U n f n U L fχ χ

∞ ∞

=−∞ =−∞

= ≤ = ≤∑ ∑� �  

因此， ( )1 1L f ≤ ，即 1L 是下半连续的。 
根据 2L 的定义，它与半范数 L 密切相关。我们将在下个定理中证明 2L 的下半连续性与 L 的下半连续

性是等价的。 
定理 3.2 [ )2 : 0,BL V → ∞ 是下半连续的当且仅当 [ ): 0,L → ∞ 是下半连续的。 
证明：当 [ )2 : 0,BL V → ∞ 是下半连续的，由于 0||| ||| 1e = ，对 a∀ ∈，可得 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ){ } ( )

0
2 2 2

*0 0

*
0 0

max ||| |||, ||| |||

max ||| |||, ||| |||

n n
n n

L l a L a L aU

L aU n e L aU n e

L a e L a e L a

λ
∞ ∞

=−∞ =−∞

° = =

 =  
 

= =

∑ ∑  
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因此， [ )2 : 0,L L l= ° → ∞ 。由于 :l A B→ 是等距的，那么 [ ): 0,L → ∞ 是下半连续的。 
反之，当 [ ): 0,L → ∞ 是下半连续的，由于下半连续函数的集族的上确界仍是下半连续的[16]，因 

此只要证明对于每个固定的 N ∈�， ( )( )||| |||
N

n n
n N

L E e
=−

⋅∑ 下半连续的。令 kf f→ ∈，由于 

( ) ( )sup ,k kAn
f n f n f f

∈
− ≤ −

�
 

所以 ( ) ( ) 0k A
f n f n− → 。根据 L 的下半连续性， 

( )( ) ( )( )lim .k
k

L f n L f n
→∞

≤  

对于每个固定的 N ∈�，我们由 ||| |||⋅ 的保序性得 

( )( ) ( )( )||| ||| ||| lim ||| .
N N

n k n
kn N n N

L f n e L f n e
→∞=− =−

≤∑ ∑                         (4) 

令 ( ) ( )( ){ }inf ,m kg n L f n k m= ≥ 。对 n∀ ∈�，函数列{ }
0m mg

∈�
满足如下的不等式： 

( ) ( ) ( )( )1 10 .m m mg n g n L f n+ +≤ ≤ ≤                              (5) 

因此，对每个固定的 n∈�，数列 ( ){ }m m
g n

∈�
都是单调递增的。由于 L 是下半连续的， ( )( )mL f n 下极

限一定存在。令 ( ) ( )( ) ( )lim limm mm m
g n L f n g n

→∞ →∞
= = 。从而，对 0k∀ ∈� ，由范数的保序性得到 

( ) ( ) ( )1||| ||| ||| ||| ||| ||| .
N N N

k n k n n
n N n N n N

g n e g n e g n e+
=− =− =−

≤ ≤∑ ∑ ∑                      (6) 

由(6)可以得到 ( )
0

||| |||
N

k n
n N k

g n e
=− ∈

 
 
 
∑

�

是单调递增且有界的。因此，我们有如下的不等式： 

( ) ( ) ( )
0

lim ||| ||| sup ||| ||| ||| ||| .
N N N

k n n nk kn N n N n N
kg n e g n e g n e

→∞ ∈=− =− =−

= ≤∑ ∑ ∑
�

                  (7) 

另一方面，对 0ε∀ > ，由于 ( ) ( )lim mm
g n g n

→∞
= ，则对于每个固定的 n， 0nM∃ > 使得当 nm M≥ 时，有 

( ) ( ) .mg n g n ε> −  

取 { }max , ,N NM M M−= � ，当 m M≥ 时，由范数的保序可得 

( ) ( )( ) ( )||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| .
N N N N

k n n n n
n N n N n N n N

g n e g n e g n e eε ε
=− =− =− =−

≥ − ≥ −∑ ∑ ∑ ∑  

所以 ( ) ( )lim ||| ||| ||| |||
N N

k n nk n N n N
g n e g n e

→∞ =− =−

=∑ ∑ 。结合(4) (5) (7)，就有 

( )( ) ( )( )

( )

( )

( )( )

||| ||| ||| lim |||

||| |||

lim ||| |||

lim ||| ||| .

N N

n k n
kn N n N

N

n
n N

N

k nk n N
N

k n
k n N

L f n e L f n e

g n e

g n e

L f n e

→∞=− =−

=−

→∞ =−

→∞ =−

≤

=

=

≤

∑ ∑

∑

∑

∑
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因此， ( )( )||| |||
N

n n
n N

L E e
=−

⋅∑ 是下半连续的。从而， 1L 是下半连续的。 

由*-半范数 [ )1 2, : 0,BL L V → ∞ 可以定义一个新的半范数： 

{ } [ )1 2max , : 0, .B BL L L V= → ∞                               (8) 

定理 3.3 由(8)定义的半范数 [ ): 0,B BL V → ∞ 是一个核空间为 ( ) ( ){ }ker : 1 ,B B AL f V f n n= ∈ ∈ ∈� � 的
*-半范数。特别地，如果 [ ): 0,L → ∞ 是下半连续的，那么 BL 也是下半连续的。 

证明：由命题 3.1 可知 BL 都是核空间为 ( ){ }: 1 ,B Af V f n n∈ ∈ ∈� � 的*-半范数。即对 Bf V∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )* *
1 1 2 2, .L f L f L f L f= =  

从而， ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )* * *
1 2 1 2max , max ,B BL f L f L f L f L f L f= = = 。 

当 ( ) 0BL f = 时， ( ) ( )1 2 0L f L f= = 。故 ( ) ( )ker 1,2if L i∈ = ，这就说明 ( ) 1Af n ∈� 。从而，

( ){ }: 1 ,B Af f V f n n∈ ∈ ∈ ∈� � 。 
另一方面，对 ( ){ }: 1 ,B Af f V f n n∀ ∈ ∈ ∈ ∈� � ，有 ( ) ( )ker 1,2if L i∈ = 。故 ( ) ( )1 2 0L f L f= = 。因此，

( ) ( ) ( ){ }1 2max , 0BL f L f L f= = 。则 BL 是一个核空间为 ( ) ( ){ }ker : 1 ,B B AL f V f n n= ∈ ∈ ∈� � 的*-半范数。 
如果 L 是下半连续的，由定理 3.2 可知 2L 也是下半连续的。又由定理 3.1 可知 1L 也是下半连续的。因

此，两个下半连续函数的取大函数也是下半连续的[16]。 

4. 总结 

本文考虑了在一般的长度函数下两类*-半范数的下半连续，利用范数不等式，可以证明得到 1L 是下半

连续的，而 2L 的下半连续性与 L 的下半连续性是等价的，并由此可以定义一类在整数群约化交叉积 C*-
代数上的*-半范数，这类半范数为后续进行相应的紧量子度量空间结构的研究做好了铺垫。 
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