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摘  要 

本文考虑分数阶捕食者–猎物种群模型以及该模型的参数反问题。介绍正问题解的存在性与唯一性，提

出了微分阶数和生长速率的反问题，并对反问题解的存在唯一性给出了证明。利用有限差分法求解正问

题获得附加数据，然后根据同伦正则化算法进行参数的数值反演，数值结果表明该算法能够有效求解分

数阶捕食者–猎物种群模型参数反问题。 
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Abstract 
This paper considers the fractional predator-prey population model and the parameter inverse 
problem of the model. The existence and uniqueness of forward problem solutions are introduced, 
the inverse problems of differential order and growth rate are proposed, and the existence and 
uniqueness of inverse problem solutions is proved. The finite difference method is used to solve 
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the positive problem to obtain additional data, and then numerically inverse the parameters ac-
cording to the homotopy regularization algorithm. The numerical results show that the algorithm 
can effectively solve the parameter inverse problem of the fractional predator-prey population 
model. 
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1. 引言 

分数阶微分方程在数学、物理学和生物学中有着重要的研究意义。近年来，分数阶微分方程被广泛

的应用到水文学[1] [2]、黏弹性[3]、斑图结构(如蟒蛇，长颈鹿) [4]和混沌动力学等多个领域。分数阶微

分系统的理论研究也越来越多，其中包括非线性分数阶微分系统的可解性[5]-[10]。特别地，对分数阶耦

合系统的研究有着重大意义，在研究某些复杂问题时会提出该模型，例如，两区域分数阶捕食者–猎物

种群模型，该模型是根据捕食者与猎物种群之间的关系建立的，此模型已在文[11]中研究讨论过，证明了

系统解的存在性、唯一性和解对初值的依赖。 
另一方面，该模型建立之后，对模型中参数的确定是一类很重要的科学问题。目前，反演分数阶微

分方程中的参数以及源项问题引起了人们的关注，见 Tuan [12]，Zhang [13]，李功胜[14] [15]等。 
本文通过差分格式对两区域分数阶捕食者–猎物种群模型正问题进行求解，得到附加数据，进而利

用附加数据且根据同伦正则化算法来反演该模型中的微分阶数和猎物再生速率。本文内容安排如下： 
第 2 节给出本篇文章中所要用到的相关理论知识，第 3 节介绍一般性的分数阶耦合方程组解的存在

性、唯一性，第 4 节基于上述种群模型提出反问题和证明反问题解的唯一性，第 5 节根据同伦正则化算

法反演微分阶数和猎物再生速率，第 6 节给出结论。 

2. 预备知识 

定义 1 [16] Caputo 分数阶导数： 

( ) ( )

( ) ( )
( ) 1

1 d , 1 ,
n

tC
a t na

f
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t
D f n n

n
α

α

τ
τ

τ
α

α − +−
= − < ≤
Γ − ∫                    (2.1) 

其中α 是一个正常数， n N +∈ 。 
定义 2 [16] Caputo 分数阶导数的 L1 插值逼近：对于 ( )0 1α α< < 阶 Caputo 导数 

( ) ( )
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f s
D f t s

t s
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( ) ( )1 11 , 0,la l l lαα α− −= + − ≥  
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在区间 [ ]1,k kt t− 上对 ( )f t 作线性插值，并用其来近似上式的 ( )f t ，经过化简可以得到 Caputo 分数阶导数

的 L1 插值逼近公式： 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1

0 0 1 1 0
1

.
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n
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t n n n k n k k n
k

D f t a f t a a f t a f t
α

α α α αα τ
α

− −

− − − −
=
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∑  

为简化记号，记 0: C
tD Dα α= 。 

本文考虑两区域分数阶捕食者–猎物种群模型[11]： 
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                   (2.2) 

模型中所有的参数均为非负数，其中 iU 表示区域 i中的猎物种群数， iG 表示区域 i中捕食者种群数， 1k ，

2k 是猎物分别在区域 1 和区域 2 的承载能力，r 是猎物的再生长速率，a 是捕食者的狩猎率， ijm 是猎物

从区域 j 到区域 i 的迁移速率， 1µ ， 2µ 表示区域 1 与区域 2 中捕食者的死亡率，e 是猎物成为新捕食者

的转换率， ijn 是捕食者从区域 j 到区域 i 的迁移率。 
为了对模型(2.2)分析，给出以下分数阶耦合系统： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )
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0

, , , ,    0
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                     (2.3) 

定义 3 [11]对于模型(2.3)设： 
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并且 if 是混合拟单调的，设： 
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且 
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Y
∨
和Y

∧
分别是模型(2.3)的上解和下解。 

引理 1 [11]设 1 2 3 4, , ,f f f f 是混合拟单调，满足 Lipschitz 条件，也满足不等式 

( )1
4L

Tα

αΓ +
− > −  

如果上解和下解 [ ]( )41, 0,Y Y C T
∨ ∧

∈ ，且满足Y Y
∧ ∨
≤ ，那么(2.3)式在 ,Y Y

∧ ∨ 
  

上有唯一解。 

3. 正问题解的存在唯一性 

这一节，将给出正问题模型，并应用上下解法以及相关定理来分析该模型解的存在唯一性。 
对于两区域分数阶捕食者–猎物种群模型(2.2)与初值条件 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
1 1 2 2 1 1 2 20 ,   0 ,   0 ,   0U U U U G G G G= = = =  

一起构成一个求解 ( )1U t ， ( )2U t ， ( )1G t ， ( )2G t 的正问题。为了方便读者更好的理解，我们将简要证

明正问题解的存在唯一性。 
利用上下解法，显然有 
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从而可以得到如下式子： 

0 00 ,       1,2,i i i iU U U U i
∨ ∧
− ≥ ≥ − =                             (3.1) 

0 00 ,       1,2,i i i iG G G G i
∨ ∧
− ≥ ≥ − =                             (3.2) 

1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 3 4, , , 0 , , , ,D U f U U G G D U f U U G Gα α
∨ ∨ ∨ ∧ ∨ ∧ ∧ ∧ ∨ ∧   − ≥ ≥ −   

   
                 (3.3) 

2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 3 4, , , 0 , , , ,D U f U U G G D U f U U G Gα α
∨ ∨ ∨ ∨ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∨   − ≥ ≥ −   

   
                (3.4) 

1 3 1 2 1 2 1 3 1 2 3 4, , , 0 , , , ,D G f U U G G D G f U U G Gα α
∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧   − ≥ ≥ −   

   
                 (3.5) 

2 4 1 2 1 2 2 1 1 2 3 4, , , 0 , , , ,D G f U U G G D G f U U G Gα α
∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧   − ≥ ≥ −   

   
                (3.6) 

根据定义的上下解法，我们选择合适的值 iU
∧
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∧
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∨
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另外还有： 
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其中 ( )1,2,3,4if i = 是混合拟单调且 Lipschitz 连续。 1 2 1 2, , ,U U G G
∨ ∨ ∨ ∨ 

 
 

和 1 2 3 4, , ,U U G G
∧ ∧ ∧ ∧ 

 
 

分别是正问题的上

解和下解，又由引理 1，可以推出正问题的解具有唯一性。 

4. 微分阶数与猎物再生长速率的反问题 

4.1. 反问题的形成 

分数阶微分方程具有记忆和遗传性质，其中的微分阶数对反常扩散现象具有一定的影响，一般情况

下，直接确定微分阶数较为困难，包括正问题中的一些重要系数也是很难直接测量。对此，本文将以确

定正问题中微分阶数α 和猎物再生速率 r 构造反问题。基于此，设 t T= 时正问题的解为一个观测数据，

记为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, , , ,F T U T U T G T G T=                         (4.1) 

从而由正问题及观测数据(4.1)式形成了确定微分阶数和猎物再生速率的参数反问题。 

4.2. 反问题解的唯一性 

给定一个集合为 W，定义 ( ){ }, : 0 1,0W r r Cα α= < < < < ，并且假设未知的参数 ( ),r Wα ∈ ，其中 C
是一个正常数，对于任意给定的 ( ),r Wα ∈ ，记 ,

1
rUα ， ,

2
rUα ， ,

1
rGα ， ,

2
rGα 是正问题的解。 

定理 1. 正问题中， 0 1α< < ， 0 r C< < ，这里的 C 为正常数。 ,
1

rUα ， ,
2

rUα ， ,
1

rGα ， ,
2

rGα 是正问题对

应于 ( ),r Wα ∈ 的解，那么由观测数据(4.1)式可以唯一确定α 和 r。 
证明. 为方便书写，我们考虑一般性的分数阶耦合方程组(2.3)结合附加数据形成的反问题解的唯一

性。对于 ( ) ( ), 1,2j jr W jα ∈ = ，设 ( ) ( )1 1 2 2, ,r r
i iy t y tα α= ，下面将证明 1 2α α= ， 1 2r r= 。这里利用反证法先证

明 1 2α α= ，记 1 2:r r r= = ，不妨设 1 2α α> 。 
对模型(2.3)作 Laplace 变换[17]可得： 

( ) ( )( )1 0 , 1,2,3,4;i i i is y s s y f y s iα α−− = =��  

将 ( )1,rα 与 ( )2 ,rα 对应正问题作 Laplace 变换： 

( ) ( )( )1 1 1 1, 1 ,0 ,r r
i i i is y s s y f y sα α α α−− = ��  

( ) ( )( )2 2 2 2, 1 ,0 .r r
i i i is y s s y f y sα α α α−− = ��  

其中 ( )1,r
iy sα 与 ( )2 ,r

iy sα 为正问题对应于 ( )1,rα 与 ( )2 ,rα 的解 
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继而有： 
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由假设条件可知，右端项 ( )( ) ( )( )1 2, , , 1,2,3,4r r
i i i if y s f y s iα α= =� � ，用(4.2)~(4.3)式有： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2
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, ,
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α α
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因当 0 1s< < 时， 1 2s sα α< ，即是 ( ) ( )1 2, ,r r
i iy s y sα α< ，与假设条件矛盾，因此 1 2α α> 不成立，故

1 2α α= 。 
接下来将证明 1 2r r= ，不妨设 1 2r r> ，类似于上文的做法，对模型(3.1)作 Laplace 变换且化简可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1,, , , , ,
1 1 2 1 2, , , ,rr r r r r

i irU s g U s U s G s G sαα α α α α= � �� � ��                    (4.4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2,, , , , ,
2 1 2 1 2, , , ,rr r r r r

i ir U s g U s U s G s G sαα α α α α= � �� � ��                   (4.5) 

此时 1,2i = 。由原来的四个方程变为两个方程，同理根据假设知 1 2, ,r r
i ig gα α=� � ，再由(4.4)~(4.5)式可

得： 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2

, ,
, ,

1 2

,  1,2 .
r r

r r i i
i i

g gU s U s i
r r

α α
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当 1 2r r> 时，即是 ( ) ( )1 2, ,r r
i iU s U sα α< ，与假设条件矛盾，因此 1 2r r> 不成立，故 1 2r r= 。综上所述，反

问题的解存在唯一性，证毕。 

5. 求正问题的解及反演参数 

反演参数时，需要附加数据，进而需要获得正问题在 t T= 时刻的解，由于正问题的精确解很难获

得，所以使用有限差分法来求其数值解。往下将介绍同伦正则化算法，该算法已在文[18] [19]出现，接

着用该算法来反演算例中的参数。 

5.1. 求正问题的数值解 

在数值实验中，我们对 0 t T< ≤ 进行 N 等分剖分，记 ( ), 0,1, 2, ,nt n n Nτ= = � ，时间步长为
T
N

τ = ， 

令 ( )1 1
n

nU U t= ， ( )2 2
n

nU U t= ， ( )1 1
n

nG G t= ， ( )2 2
n

nG G t= 。在正问题中 Caputo 分数阶导数可以用 L1 公

式来近似代替，右端非线性项用显示 Euler 法逼近，这样可以得到正问题的差分格式： 
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1

1
1 1 1 1 11

1 1 1 12 2 21 1
1

2

1 ,

n

n n k n k k n
k

n
n n n n n

U t a a U t a U t

UrU aU G m U m U
k

ατ
α

− −

− − − −
=

−
− − − − −

 − − − Γ −  

 
= − − + − 

 

∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 2 1 2 0
1

1
1 1 1 1 12

2 2 2 12 2 21 1
1

2

1 ,

n

n n k n k k n
k

n
n n n n n

U t a a U t a U t

UrU aU G m U m U
k

ατ
α

− −

− − − −
=

−
− − − − −

 − − − Γ −  

 
= − − − + 

 

∑
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 1 0
1

1 1 1 1 1
1 1 1 1 12 2 21 1

2

,

n

n n k n k k n
k

n n n n n

G t a a G t a G t

G aeU G n G n G

ατ
α

µ

− −

− − − −
=

− − − − −

 − − − Γ −  

= − + + −

∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 2 1 2 0
1

1 1 1 1 1
2 2 2 2 12 2 21 1

2

,

n

n n k n k k n
k

n n n n n

G t a a G t a G t

G aeU G n G n G

ατ
α

µ

− −

− − − −
=

− − − − −

 − − − Γ −  

= − + − +

∑
 

令 ( )2αθ τ α= Γ − ，并结合初值条件，可得： 

( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1 01
1 1 1 1 12 2 21 1 1 1 1 1

11

1 ,
n n

n n n n n
n n k n k k n

k

UU t rU aU G m U m U a a U t a U
k

θ
− −

− − − − −
− − − −

=

  
= − − + − + − +  

  
∑  

( ) ( ) ( )
1 1

1 1 1 1 1 02
2 2 2 2 12 2 21 1 1 2 1 2

11

1 ,
n n

n n n n n
n n k n k k n

k

UU t rU aU G m U m U a a U t a U
k

θ
− −

− − − − −
− − − −

=

  
= − − − + + − +  

  
∑  

( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 12 2 21 1 1 1 1 1

1
,

n
n n n n n

n n k n k k n
k

G t G aeU G n G n G a a G t a Gθ µ
−

− − − − −
− − − −

=

 = − + + − + − +  ∑  

( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1 1 0
2 2 2 2 2 12 2 21 1 1 2 1 2

1
,

n
n n n n n

n n k n k k n
k

G t G aeU G n G n G a a G t a Gθ µ
−

− − − − −
− − − −

=

 = − + − + + − +  ∑  

其中 ( )1 11 , 1,2,ka k k kα α− −= + + = �。 
这样根据初值条件可以求出 t 在某个时刻的数值解，换言之，可以得出反问题中需要的观测数据。 

5.2. 反问题参数反演 

这一节，将应用同伦正则化算法[18] [19]来对反问题中微分阶数α 和猎物再生速率 r 进行数值反演，

首先简单的描述该算法。 
给出一些记号 ( ),z r Wα= ∈ ，其中 ( ){ }, : 0 1,0W r r Cα α= < < < < ，对所有的 jz W∈ ，记 ( )( )jF z t 为

正问题的解。对反问题的求解实际就是对下面这个算子方程进行求解： 

( )( ) ( ) ,F z T Tς=                                   (5.1) 

其中 ( )( )F z T 为 ( ),z r Wα= ∈ 的计算输出， ( )Tς 是由真解对应的正问题解得到的观测数据。对(5.1)定义

一个同伦： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 2 2

*
, 1 ,H z F z T T zϕ ϕ ς ϕ= − − +                        (5.2) 

这样反问题的求解就转化为求下面极小问题的解： 

( ) ( )( ) ( ) }{ 2

2 2min 1
L

F z T T zϕ ς ϕ− − +                          (5.3) 

其中 0ϕ > 为同伦参数， ( ),z r Wα= ∈ 。根据最佳摄动算法，上述问题又可转变为对应给定的初始值进行

反复迭代优化求解，得出最佳摄动量。给定一个 jz ，通过以下方式进行迭代 

1 ,     0,1,2, ,
jj j zz z jδ+ = + = �                               (5.4) 

这里的
jzδ 满足下列极小问题： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2 2
1 ,

j j jz j j z j z
L

P F z T Tδ ϕ δ ς ϕ δ= − + − +                     (5.5) 
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对 ( )jj zF z δ+ 在 jz 处作 Taylor 展开，并略去高阶项可得： 

( )( ) ( )( ) ( )( ) .
j jj z j j zF z T F z T F z Tδ δ′+ ≈ + ⋅  

再结合(5.5)式，有： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2

2 2
1 .

j j j jz j j z j z j z
L

P F z T T F z Tδ ϕ δ ς δ ϕ δ ′= − ⋅ − − + +
 

            (5.6) 

进一步可将(5.6)写为： 

( ) ( ) [ ]
2 2

1 ,
j j jz j z j zP Aδ ϕ δ η ξ ϕ δ= − − − +                        (5.7) 

其中 

( ) ( )( ) ( )( )
2
,  ,    1,2, , ,  1,2;j i j

mn mnM

F z e t F z t
A a a m M n

ε

ε×

+ −
= = = =�              (5.8) 

并且记 

( )( )( ) ( ) ( )( )( )
T T

,    jF z T T F z Tξ η ς= = =                         (5.9) 

这里的ξ 表示对应于 jz 正问题在 t T= 时的数值解，η表示对应真解 z 正问题在 t T= 时的数值解。 
在上文中， ie 是二维的单位向量， ε 是数值微分步长，并且对(5.7)式关于

jzδ 进行求导可得： 

( )( ) ( ) ( )T T1 1 ,
jj j z jA A I Aϕ ϕ δ ϕ η ξ− + = − −                       (5.10) 

这里 ( )0,1jϕ ∈ 是依赖于迭代次数的同伦参数，选择同伦参数是运用同伦正则化算法的核心，参考

文[18] [19]，定义 

( )( )0

1 ,
1 expj j j

ϕ
β

=
+ −

                              (5.11) 

这里的 β 是调节参数，j 为迭代次数， 0j 为预估迭代次数。在实际的计算中，观测数据η是有随机

扰动的，设为 γη η γσ= + ，其中， γ 为扰动水平且是正数，σ 是随机向量且每个分量都在 [ ]1,1− 之间。 
通过以上算法我们就可以得到

jzδ ，根据迭代式(5.4)可以反复得到最佳摄动量
jzδ ，当

jz epsδ ≤ 时，

停止迭代，这样可以逐渐得到反问题的最优解。整个迭代步骤如下： 
第一步：利用真解带入正问题的差分格式进行计算，从而获得观测数据η，并且给定控制精度 eps，

数值微分步长 ε 。 
第二步：根据给定的初始迭代 ( )0,1,2,jz j = � ，按照(5.8)~(5.9)求出矩阵 A 和ξ 。 
第三步：同伦参数 jϕ 依据(5.11)来选取，再利用(5.10)式计算出最佳摄动量

jzδ 。 
第四步：判断是否满足

jz epsδ ≤ ，如果满足，停止迭代，输出反演解 1jz + 。如果不满足，则转到

第二步继续迭代，此时由 1jz + 代替 jz 。 

5.3. 数值算例 

算例 1. 在数值实验中，取微分阶数 0.6α = ，猎物再生速率 2r = ，从而可知真解 ( )0.6,2z = ，继而

我们可以利用上文中的差分格式对正问题进行求解来获得附加数据，也即是得到扰动数据 γη ，最后利

用同伦正则化算法进行反演。 
正问题中 1600N = ， 1T = ， 0.5a = ， 12 2m = ， 21 3m = ， 1 3µ = ， 2 4µ = ， 0.3e = ， 1 100k = ，
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2 150k = ， 12 2.5n = ， 21 2.8n = ，初值 0
1 20U = ， 0

2 30U = ， 0
1 10G = ， 0

2 8G = ；在反演计算中，预估迭代

次数 0 8j = ，调节参数 0.9β = ，数值微分步长 0.01ε = ，初始迭代 ( )0 0.3,0.1z = ，控制精度 1e 6eps = − 。

将根据不同的扰动水平得到反演解，并把反演解十五次的平均值、反演解平均值与真解的相对误差和迭

代次数的平均值列在表 1 中，定义其相对误差为： 

2

2

z z
err

z
−

=  

其中， z 是连续反演十五次解的的平均值， j 代表连续迭代次数的平均值。当 0γ = 时，表示数据没有

扰动。 
 

Table 1. Error results of true and inverse solutions of different γ 
表 1. 不同 γ下，真解与反演解的误差结果 

γ  z  err  j  

5% ( )0.58341,1.96972  2.952e−1 15.4 

1% ( )0.60659, 2.02706  5.083e−2 15.7 

0.1% ( )0.60013, 2.00062  3.108e−4 16 

0.01% ( )0.60007, 2.00025  1.389e−5 16 

0 ( )0.60000, 2.00000  7.394e−11 16 

 
算例 2. 在该算例中，微分阶数 0.7α = ，猎物再生长速率为 8r = ，也即是反问题的真解 ( )0.7,8z = ，

初始迭代 ( )0 0.3,5z = ，正问题模型中参数 12 0m = ， 12 0n = ，控制精度 1e 5eps = − ，其余参数与算例 1 中

一样，反演结果位于表 2。 
 

Tablr 2. Error results of true and inverse solutions of different γ 
表 2. 不同 γ下，真解与反演解的误差结果 

γ  z  err  j  

5% ( )0.69477,7.99187  2.128e−3 13.45 

1% ( )0.69930,7.99635  4.047e−4 13.05 

0.1% ( )0.70184,8.00730  3.993e−5 13 

0.01% ( )0.70002,8.00005  7.289e−6 13 

0 ( )0.70000,8.00000  2.809e−8 13 

 
从上面两个算例的结果可以看出，当数据没有扰动的情况下，反演解和真解基本一致，从而反映了

该算法的有效性。同样，在数据有扰动的情况下，也可以看出，随着数据的扰动水平下降时，反演解逐

渐靠近真解。 

6. 总结 

本文考虑两区域分数阶捕食者-猎物种群模型，通过有限差分法求解正问题来获得附加数据。进一
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步，对模型中的微分阶数和猎物再生速率，应用同伦正则算法去反演求解，通过数值算例来验证该算法

的有效性。关于本文中反问题数值解的误差分析理论是我们未来要做的工作。 
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