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摘  要 

在机器学习以及其它相关领域中，针对非凸函数的优化问题，目前存在的算法理论上对非凸函数的收敛
和全局稳定性无法得到有效保证。本文提出将Lp范数(p为偶数)引入到非凸函数中，并在此基础上设计一

种周期交替方向乘子(Periodic Alternating Direction Method of Multipliers, PADMM)的优化算法，用

于此类非凸函数收敛性分析。我们证明在惩罚参数足够大的情况下，带偶次惩罚范数的非凸函数必收敛，

并且收敛到全局最小值。此外，PADMM算法不对变量更新的先后顺序作特殊要求，这一特性大大增强

了PADMM算法在处理各类非凸函数优化问题时的普适性。 
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Abstract 
In machine learning and other related fields, for the optimization problem of non-convex func-
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tions, the existing algorithms cannot effectively guarantee the convergence and global stability of 
non-convex functions in theory. In this paper, the Lp norm (p is even) is introduced into the 
non-convex function, and on this basis, an optimization algorithm of Periodic Alternating Direc-
tion Method of Multipliers (PADMM) is designed for the convergence analysis of such non-convex 
functions. We prove that when the penalty parameter is large enough, the nonconvex function 
with even penalty norm will converge and converge to the global minimum. In addition, the PADMM 
algorithm does not impose special requirements on the order of variable updating, which greatly 
enhances the universality of the PADMM algorithm in dealing with various non-convex function 
optimization problems. 
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1. 引言 

非凸函数优化问题在多个科学与工程领域都有着广泛的应用，[1]中给出非凸函数在机器学习、人工

智能等领域的应用。[2]提出大部分非凸优化问题，由于具有局部极值点多、曲率变化复杂、数据维数庞

大等特点，使得其求解难度尤为突出。这就要求研究者必须从非凸函数模型和求解算法方面设计出更为

泛化且鲁棒的优化策略。 
近年来，研究者提出了一系列用于分析非凸优化问题的算法。如[3]-[7]中的随机梯度下降及其变体、

动量法、信赖域法、拟牛顿法、基于概率和迭代全局搜索技术等。这些算法均适应于处理大规模的非凸

优化问题，在特定的条件下可提高局部收敛速度和准确性。然而这些算法普遍面临参数调整的挑战、可

能会陷入局部最优、在处理大规模或复杂问题时收敛速度慢，及对问题特性敏感，导致实际性能与理论

预期存在差距。[8]中交替方向乘子法(Alternating Direction Method of Multipliers, ADMM)是在 20 世纪 70
年代初提出的用于解决非线性椭圆型偏微分方程的算法，此后 ADMM 逐渐被应用于更广泛的优化领域，

尤其是那些具有可分离结构的非凸优化问题。ADMM 算法相对于传统的原对偶型算法(如[9] [10]中的对

偶上升算法或乘数法)收敛速度更快，也特别适合并行实现。然而在某些问题中 ADMM 的迭代解可能出

现振荡，即在一组解附近来回波动，而非直接向最优解收敛，这可能需要额外的技术来稳定迭代过程，

尽管有大量的研究文献将 ADMM 算法应用于非凸优化问题的实践案例，但对该算法在非凸优化情境下

的理论理解和分析仍有较大的局限性。例如，对于大部分的收敛性分析只能针对某些特殊结构的非凸优

化问题。[11]表明只有目标函数和约束条件满足一定的附加条件时，ADMM 算法才会线性收敛。[12]研
究发现对于多块可分离非凸优化问题和某些病态问题，原始 ADMM 算法可能会发散。因此大部分的研

究为了保证非凸问题的收敛性，需要对非凸问题的目标函数和约束条件做出限制，这就可能导致对原始

的优化问题产生破坏。[13]提出了多块ADMM算法，其将复杂的优化问题分解成多个相对独立的子问题，

每个子问题所涉及的变量块较少，可进行单独求解多块 ADMM 算法。在大规模优化问题和分布式计算

环境下有明显的优势。[14] [15]提出了全局优化 ADMM 算法，其在原始的 ADMM 算法的基础上引入新

的算法设计和分析方法，如光滑技术、正则化技术等，确保非凸函数的全局收敛性。然而以往文献中的

ADMM 算法及其变体对非凸优化问题的收敛性分析非常有限，主要体现在：收敛性条件严格、全局最优
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解的不确定性、参数调优困难、理论分析缺失。[16] [17]提出在进行全局收敛性分析时，对于任何已知的

方法，都需要对算法所产生的序列设定一些无法直接通过计算过程来检验的条件。 
虽然对于非凸优化问题一般没有全局最优解的有效求法，[18]中提出可以通过增加适当的惩罚项改变

搜索空间的几何特征，使得一些连续的非凸函数收敛到全局最优解，本文受[18]的启发在非凸函数的变体

中添加了惩罚项。[19] [20]提出了 Lasso 和 Ridge 正则化方法，其在处理非凸函数时可以约束模型复杂度，

生成稀疏解并且可提升优化过程的稳定性和有效性。[21]针对非凸优化问题提出了使用非凸惩罚项和范数

进行优化的方法，使得非凸函数的收敛性较好，但是难以找到全局最优解，可能会陷入局部最优解。[22]
提出了一种非凸鲁棒主成分分析法，其在特定条件下可能发现一个局部极小点，这个局部极小点比使用

传统的凸优化方法找到的局部极小点表现得更好，更加的接近全局极小值点。然而这些方法一般不能保

证全局最优性。 
本文在[19] [20]的基础上提出了将 Lp 范数(p 为偶数)引入到非凸函数中作为惩罚项，通过设计

PADMM 算法进行非凸优化函数的理论分析，通过理论分析证明我们提出的方法在惩罚参数足够大的情

况下，非凸函数必定会收敛，并且收敛到全局极值点。 

2. 周期交替方向乘子法 

考虑以下非凸问题： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2min

s.t.
Kx

h x h x h x g x

x X

+ + + +

∈

�
                           (1) 

其中 ( )ih x 可以是光滑凸函数也可以是光滑非凸函数， ( )g x 是非光滑凸函数，X 为闭凸集。 
在实际问题分析中，(1)中的 ( )ih x 需要进行单独处理。为了便于分析，可在(1)的基础上引入一组新

的变量 ( )1 2, , , Kx x x� ，则(1)可重新表述为(2)： 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1 2 2 0

0

0

min

s.t. , 1,2, ,

K Kx

k

h x h x h x g x

x x k K
x X

+ + + +

= ∀ =

∈

�

�                          (2) 

(2)中所有子问题共享变量 0x ，每个子问题负责优化自身的局部目标函数 ( )K Kh x ，所有子问题的解

满足一致性条件 0kx x= 。通过每个局部函数的最优达到整体最优。在重新引入变量 ( )1 2, , , Kx x x� 后问题

的维数增加到了 K，(2)和(1)相比较增大了问题求解的迭代次数，但(2)确保了每个局部函数 ( )K Kh x 的独

立性，即每个分布式节点可以独立地处理各自的变量 kx 。 
(2)的拉格朗日函数可由(3)给出： 

{ }( ) ( ) ( ) ( )0 0 01 1, ; K K
k k k k kk kĹ x x h x g x x xµ µ

= =
= + −⋅+∑ ∑                    (3) 

在(2)的基础上添加惩罚项 01
pk

kk p
K x x

p
ξ

=
−∑ ，(2)的增广拉格朗日函数由(4)给出： 

{ }( ) { }( )0 0 01, ; , ; pk
k k kk p

KL x x Ĺ x x x x
p
ξ

µ µ
=

= + −∑                       (4) 

其中： ( )1 2, , , k
k Rµ µ µ µ= ∈� 是拉格朗日乘子， k Rξ ∈ 是惩罚参数， p R∈ 且 p 为偶数， 

( )
1

1
p p

ii
n

px x
=

= ∑ 。 
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3. 非凸 PADMM 算法 

为了使原始变量和对偶变量的更新次序有更大的选择性，本节提出一种灵活的 PADMM 算法。设

0 , , Kx x� 的索引为 0, ,k K= � ，令 ( )0,1,2, ,TD K= � 为第 T 次更新的变量集。 
PADMM 算法如下： 
首先令 ( )1 0,1,2, ,D K= � ， 1,2,T = �。在初次更新时所有的变量均参与更新。 
如果 1 2T + ≥ ，任选 ( )0,1,2, ,TD K⊆ � 。在第二次之后的更新是从 0 , , Kx x� 中任选几个变量进行更

新，即不必对全部变量进行更新，对变量的更新顺序也没有要求。 
当 0k = 时， 0x 的第 1T + 次迭代 1

0
Tx + 计算方式由(5)给出： 

{ }( )0

1
0 0arg min , ;T T T

x X kx L x x µ+
∈=                               (5) 

否则： 
1

0 0
T Tx x+ =                                         (6) 

当 0k ≠ 时， kx 的第 1T + 次迭代 1T
kx + 计算方式由(7)给出： 

( )1 1 1
0 0arg min ,

k

pT T T Tk
k x k k k k k p

x g x x x x x
p
ξ

µ+ + += + − + −                      (7) 

第 k 个拉格朗日乘子 kµ 第 1T + 次更新迭代在 1
0
Tx + 和 1T

kx + 的基础上得到， 1T
kµ
+ 的计算方式由(8)给

出： 

( ) 11 1 1
0

pT T T T
k k k kx xµ µ ξ

−
+ + += + −                                (8) 

否则： 
1 1T T

k kx x+ += ， 1T T
k kµ µ+ =                                   (9) 

假定存在一个正周期 M，我们规定 ( )1
0,1,2, ,M T i

i
D K+

=
= �∪ ，即在一个周期内每个变量至少更新一

次。 
上述变量更新的迭代计算中，我们规定 ( ) 11 1 1

0

pT T T T
k k k kx xµ µ ξ

−
+ + += + − ，其余变量都是通过极小化目

标函数得到的。 

4. 收敛性分析 

为了对 PADMM 算法进行理论分析，我们给出下面假设。 
假设 1) ( )kh x 满足利普希茨条件条件即存在 kL 使得(10)成立。 

( ) ( )k k k k k k kh x h y L x y∇ −∇ ≤ −                            (10) 

假设 2) ( )f x 在定义域中存在下界。 

( )f x > −∞                                       (11) 

假设 3) 对于所有的迭代次数 k，(7)为模数为 ( )k km ξ 的强凸函数，并且对于所有的迭代次数 k 有

( ) 2
k k k km pLξ ξ > 。 

令 kT 表示在更新迭代 1T + 之前， kx 最后一次被更新的迭代索引。即： 

( ) ( )max | , aT k a a T k D= ≤ ∈ ， ( ) ( )0 max | ,0 aT a a T D= ≤ ∈ 。 1,2, ,k K= �  

https://doi.org/10.12677/aam.2024.136252


宋政纲 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.136252 2645 应用数学进展 
 

令： { }( )0

1
0 0ˆ arg min , ;T T T

x X kx L x x µ+
∈=  

( )1 1 1
0 0ˆ ˆ ˆarg min ,

k

pT T T Tk
k k k k k k px

x g x x x x x
p
ξ

µ+ + += + − + −  

( )1 1 1
0ˆ ˆT T T T

k k k kx xµ µ ξ+ + += + −�  

( )1
0 0arg min ,

k

pT T T Tk
k k k k k k px

x g x x x x x
p
ξ

µ+ = + − + −�  

( )1 1
0

T T T T
k k k kx xµ µ ξ+ += + −� �  

下面证明对偶变量的连续变化量的大小上限是由原变量的变化量大小决定的。 
定理 1：在假设 1)、2)、3)成立的情况下 1,2, ,k K∀ = � 有以下的条件成立。 

2 22 1 1T T T T
k k k k kL x x µ µ+ +− ≥ −                               (12) 

2 22 1 1ˆ ˆT T T T
k k k k kL x x µ µ+ +− ≥ −                               (13) 

2 22 1 1T T T T
k k k k kL xx µ µ+ +− ≥ −��                               (14) 

证明：在此只对(12)展开证明，(13)、(14)同理可得。 
1Tk D +∀ ∈ 从 kx 开始更新迭代，我们可以得到： 

( ) ( ) 11 1 1
0 0

pT T T T
k k k k kh x x xµ ξ

−
+ + +∇ + + − =  

又因为 ( ) 11 1 1
0

pT T T T
k k k kx xµ µ ξ

−+ + += + − ，可得： 

( )1 1T T
k k kh x µ+ +∇ = −  

由假设 1)可得： 

( ) ( ) ( )( )1 1 1T k T kT T T T
k k k k k k k kh x h xµ µ µ µ+ + +− = − = ∇ −∇  

由利普希茨连续条件可得： 

( ) ( )( ) ( )1 1 1T k T kT T T T
k k k k k k k k k kh x h x L x x L x x+ + +∇ −∇ ≤ − = −  

即：  
1 1T T T T

k k k k kL x xµ µ+ +− ≤ −  

证毕。 
定理 2：对于 PADMM 算法可以得到以下结论： 

{ }( ) { }( )
( ) ( )

1

1 1 1
0 0

2 21 1
0 0

, ; , ;

T

T T T T T T
k k

k k T T T Tk
k k

kk D

L x x L x x

mL mx x x x
p p

µ µ

ξ
ξ+

+ + +

+ +

∈

−

 
≤ − − − − 

 
∑

 

证明： 
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{ }( ) { }( )
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1 1 1
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1 1
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K K K pT T T T T T Tk
k k k k pk k k

K K K pT T T T T T Tk
k k k k pk k k

K K
T T T T T

k k k
k k

L x x L x x

h x g x x x x x
p

h x g x x x x x
p

h x g x x x

µ µ

ξ
µ

ξ
µ

µ

+ + +
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+ + + + +

= =

−

= + + − + −
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⋅
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⋅

∑ ∑ ∑
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∑ ∑

( ) ( ) ( )

1 1
0

1

1 1 1 1 1 1
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1 1 1

K pT Tk
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=
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h x g x x x x x
p
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ξ
µ
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µ

µ µ
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= −

+

⋅

∑ ∑ ∑
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( ) { }( )( )0, ;T T T T
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{ }( ) { }( )
( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1
0 0

1 1 1 1 1
0 0

1 1

1 1 1
0

1

, ; , ;T T T T T T
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K K
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−
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又因为： 
1

1 1
1 1

0

T T p
T T
k

k

x x µ µ
ξ

+ −
+ +  −
− =   

 
 

所以： 

{ }( ) { }( ) ( )
1

1 1 1 1 1 1 1
0 0 1

1, ; , ;
T

p
T T T T T T T T p
k k p

k D k

L x x L x xµ µ µ µ
ξ+

+ + + + + + −
−

∈

− = −∑  

又因为： 

{ }( ) { }( )
{ }( ) { }( ) { }( ) { }( )

1 1
0 0

1 1 1 1
0 0 0 0

, ; , ;

, ; , ; , ; , ;

T T T T T T
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k k k k

L x x L x x

L x x L x x L x x L x x

µ µ

µ µ µ µ
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−
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所以： 
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1 1
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0 0 0 0
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µ µ
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µ
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∑  
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令 { }( )( )0 0

1
0, ;T T T T

x x kL x xτ µ+ ∈∂ 是 0x 的次导数，
1

1

1, 0

0, 0

T

T

D
D

σ
+

+

 ∈= 
∉

，
1

K
kkm ξ

=
=∑ 。 

由凸函数的性质可得： 

{ }( ) ( ) ( ) ( )

{ }( ) ( ) ( )

( )

0

1

0

1

1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

1

1 1 1 1
0 0

1 1 1
0 0 0 0

, ; , ,
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综上可得： 
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证毕。 

由定理 2 可知当
( )2

0k kk

k

mL
P
ξ

ξ
− ≤ ，即 ( )2

k k k kpL mξ ξ≤ 时， 
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1
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+
+ +

∈

 
− − − − 

 
∑ ，也就是说当选取较大的惩罚参数 kξ 时，即可保证增

广拉格朗日函数是递减的。 
下面证明构造的增广拉格朗日函数是收敛的。 
定理 3：对于增广拉格朗日函数有以下的极限存在： 

{ }( )0lim , ;T T T
kT

L x x µ
→∞

≥ −∞  

证明： 
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⋅

⋅
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∑

 

又由定理 1 可知： 

( )1 1T T
k k kh x µ+ +∇ = −  

所以有： 
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由假设可知 ( )1
0
Tf x + ≥ −∞，即 { }( )0lim , ;T T T

T kL x x µ→∞ ≥ −∞ 。所以构造的增广拉格朗日函数是收敛

的。 
证毕。 
下面证明算法收敛于平稳解集合。 
定理 4：根据 PADMM 算法可知，对于所有的 1,2, ,k K= � 有： 

1 1
0lim 0T T

T kx x+ +
→∞ − = 成立。 

证明：根据定理 2 有： 
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如果 0k ≠ ， T ik D +∉ ，则有 1T i T i
k kx x+ + −− ，利用 k 在 [ ],T T M+ 至少更新一次以及定理 3，对于

1,2, ,k K= � 可得： 
( ) ( )1 1

0 0 0, 0T k T kT T
k kx x x x+ +− → − →  

由定理 1 可知对于 1,2, ,k K= � 有 ( )1 0T kT
k kµ µ+ − → ，根据 PADMM 算法的迭代步骤，当

( )1 0T kT
k kµ µ+ − → 时，可得 1 1

0 0T T
kx x+ +− → 。 

证毕。 
定理 5：假设 { }( )* * *

0, ,k kx x x 是 PADMM 算法的全局极限点，那么有以下式子成立： 

( )* * 0k k kh x x∇ + =  

( )* * *
0 0

1
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K

kx X k
x g x x x x

∈ =
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证明：对于 1Tk D +∈ ， 0k ≠ 有： 
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因为： 

( ) ( ) ( )1 1 1
0 0
T T Tg x g x x xθ+ + +− = −  

所以： 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1
0 0 0

1

1 1 1
0 0 0 0

1

,

,

K
T T T T T

k k
k

K
T T T T T

k k
k

x x x x

g x g x x x x x

θ µ ξ

ξ µ

+ + +

=

+ + +

=

 
− − − − 

 

= − + − − −

∑

∑
 

根据 PADMM 算法迭代的规则，当 0k ≠ 时对于所有的 T 有： 
( )( ) ( ) ( ) [ ]0, ,k k

k k kh x k T T Mϕ ϕµ ϕ∇ + = ∈ +  
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根据定理 4，可得： 
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k k k k
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又因为： 
1 1 * 1 * 1 *

0 00, , ,T T T T T
k k k k k kx x x x x x µ µ+ + + +− → → → → , 

对 ( )( ) ( ) 0k k
k k kh xϕ ϕµ∇ + = 求极限得： 

( )* * 0k k kh x x∇ + =  
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由于 1 0T T
k kµ µ+ − → 对所有的 k 都成立，可得： 

* *
0kx x=  

证毕。 

5. PADMM 算法实例应用 

下面我们用 PADMM 算法求解以下非凸函数的最优值。 

( )min sin sin3

s.t 2 2
x

f x x x

x

= +

− π ≤ ≤ π
 

图 1 为函数 ( ) sin sin3f x x x= + 的走势图，从图中可以看出 ( )f x 是一个非凸函数，在定义域内函数

有增有减。 ( )f x 的最小值是−1.56。图 2 是 PADMM 算法的部分迭代过程图，可以看出迭代点沿着函数

负梯度的方向下降，并且在极值点附近迭代步长逐渐减小。从图 3 中可以看出 ( )f x 随着迭代次数的增

加，函数值逐渐稳定到−1.56，对比图 1 和图 3 可以看出 PADMM算法可有效的解决非凸函数优化问题。 
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Figure 1. Trend graph of ( )f x  

图 1. ( )f x 走势图 

 

 
Figure 2. Local iterative graph 
图 2. 局部迭代图 

 

 
Figure 3. Iteration convergence diagram 
图 3. 迭代收敛图 
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6. 结论 

本文提出了一类带偶次惩罚范数的非凸函数和 PADMM 算法，证明了在惩罚参数足够大的情况下，

带偶次惩罚范数的非凸函数在 PADMM 算法的求解中是收敛的。并且非凸函数的解收敛于平稳集，在存

在极小值的情况下带偶次惩罚范数的非凸函数会收敛到全局极小值。PADMM 算法在求解非凸问题时不

用考虑参数更新的顺序，这样可加速函数求解的收敛速度，同时更有普适性。 
我们只考虑了偶次范数情况，对于一般的范数并没有进行理论分析，未来的一个研究方向是将偶次

范数推广到整个实数空间中。 
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