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摘  要 

结合半标准偏协方差函数(SPAC)和Lasso惩罚估计方法，对一类纵向数据下的广义线性模型的变量选择

问题提出一种基于SPAC-Lasso惩罚的变量选择方法。在一些正则性条件下证明了所提出的变量选择方法

的相合性，并给出了所得正则估计的收敛速度。所提出的变量选择方法允许协变量之间存在高相关性，

改进并推广了已有变量选择方法的应用领域。 
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Abstract 
Combining the semi-parametric approximate covariance function (SPAC) and Lasso penalized es-
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timation method, we propose a variable selection approach based on SPAC-Lasso penalty for a 
class of longitudinal generalized linear models. Under some regularity conditions, we demon-
strate the consistency of the proposed variable selection method and provide the convergence 
rate of the resulting regularized estimates. The proposed variable selection method allows for 
high correlations among covariates, improving and extending the applicability of existing variable 
selection methods. 

 
Keywords 
Generalized Linear Models, Highly Correlated Covariates, Longitudinal Data, Variable Selection 

 
 

Copyright © 2024 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

纵向数据常常出现在生物医学、社会经济以及金融工程等领域的跟踪调查研究中。纵向数据下的广

义线性模型可以对跟踪调查中的连续性协变量与离散响应变量之间有效地建立一种量化关系，因此具有

较好的适应性和广泛的应用领域。具体地，纵向数据下的广义线性模型具有如下结构： 

 ( ) ( ) , 1, , ; 1, ,ij ij ijY X g X i n j mβΤΕ = = =   (1.1) 

其中 ijY 是响应变量， ( )T
1, ,ij ij ijpX X X=  是一个 p 维协变量， ( )T

1, , pβ β β=  为未知回归系数向量， ( )g ⋅

为一个已知的连接函数的逆。不失一般性，本文考虑正则链接函数，即假定 ( ) ( )g b′⋅ = ⋅ ，其中 ( )b′ ⋅ 是连

接函数 ( )b ⋅ 的一阶导数。 
对于纵向数据下的广义线性模型，Avella-Medina和Ronchetti [1]给出了一个稳健的惩罚拟似然估计，

并证明了所提出的方法的 oracle 性质。WANG 和 TIAN [2]提出了一种自适应分组 Lasso 变量选择过程，

并证明了相应的选择一致性。但是在这些变量选择方法中，均假定模型中的重要变量与不重要变量之间

是相互独立的，当重要协变量与不重要协变量之间存在高度相关性时，上述给出的 Lasso 惩罚方法则不

能有效地识别出重要协变量以及不重要协变量。 
为此，Bühlmann [3]等人引入了部分信赖度的概念，并提出了基于部分相关性的 PC-SIMPLE 算法来

选择重要协变量。JIA 和 Rohe [4]研究了 Puffer 变换方法，并证明了改进后的 Pre-Lasso 变量选择过程可

以满足变量选择的一致性。但是 JIA 和 Rohe [4]中的预处理技术可能会夸大误差项的方差，使变换后的

观测值往往包含相关误差，从而导致偏相关方法对获得相关协变量的信号强度无效[3]-[5]。而 XUE 和 QU 
[6]提出的半标准偏协方差函数(SPAC)方法则可以在结合系数强度的同时，减少其他协变量相关性的影响。 

基于此，本文将进一步基于 SPAC 方法的变量选择方法，对纵向数据下的广义线性模型，提出一种

基于 SPAC-Lasso 惩罚的变量选择方法，并且在一些正则性条件下，证明了所提出的 SPAC-Lasso 变量选

择方法的相合性，并给出了正则估计量的收敛速度。 

2. 基于 SPAC-Lasso 变量选择过程 

假设模型(1.1)中的回归系数 β 是稀疏的，即与响应变量相关的重要协变量很少，其对应的系数不为

零。进一步设重要协变量的个数为 q，则当1 k q≤ ≤ 时 0kβ ≠ ，当 q k p< ≤ 时 0kβ = 。类似 XUE 和 QU [6]，
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定义响应变量 Y 与第 k 个协变量 kX 之间的 SPAC 如下： 

 
1 2 , 1, ,k k kk k pγ β ω= =   (2.1) 

其中 kkω 是矩阵 1−Ω = Σ 的第 k 个对角线元素， ( )ijVar XΣ = 表示 ijX 的协方差矩阵。注意到 0kγ = 当且仅

当 0kβ = ， 1, ,k p=  ，所以我们可以通过识别 kγ 是否为零来进行选择模型的重要协变量。由(2.1)可知
1 2

k k kkβ γ ω= ， 1, ,k p=  ，进而再由模型(1.1)可得： 

 ( ) 1 2

1
, 1, , ; 1, ,

p

ij ij ijk k kk
k

Y X g X i n j mγ ω
=

 
Ε = = = 

 
∑    (2.2) 

记 ( )T
1, , pγ γ γ=  ，则 γ 的惩罚估计 ( )T

1ˆ ˆ ˆ, , pγ γ γ=  可以通过最小化如下带惩罚的目标函数得到： 

 ( ) ( )
1 1 1 1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ, ,
p p pn m

ij ijk k kk ijk k kk k kk
i j k k k

L Y x b x p
n λγ ω γ ω γ ω γ ω

= = = = =

  
= − − +  

  
∑∑ ∑ ∑ ∑  (2.3) 

其中 ( )T
11ˆ ˆ ˆ, , ppω ω ω=  是 ( )T

11, , ppω ω ω=  的相合估计量。注意到 1−Ω = Σ 以及 ( )ijVar XΣ = ，则可以利用

矩估计方法给出Σ的估计，进而得到ω 的估计。进一步，如果惩罚函数 ( )pλ ⋅ 取为 Lasso 惩罚，则 γ 的

Lasso 惩罚估计量定义为： 

 
1 1 1 1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆarg min 2
p p pn m

ij ijk k kk ijk k kk kk k
i j k k k

Y x b x
nγ

γ γ ω γ ω λ ω γ
= = = = =

   
= − − +   

    
∑∑ ∑ ∑ ∑  (2.4) 

进一步记 ˆijk ijk kkX X ω= ， ˆk k kkγ γ ω∗ = ，则(2.3)式中的惩罚似然函数可进一步改写为： 

( )
1 1 1 1

1 p pn m

ij ijk k ijk k
i j k k

Y X b X
n

γ γ γ∗ ∗ ∗
∗

= = = =

  
= − −  

  
∑∑ ∑ ∑ 

  

并且结合(2.4)式可得 kγ
∗ SPAC-Lasso 估计量如下： 

( )
1

ˆ arg min 2
p

k
kγ

γ γ λ γ
∗

∗ ∗ ∗
∗

=

 
= + 

 
∑  

3. 渐进性质及证明 

为表述方便，设 ijΧ 的前 q 个元素为模型的重要协变量，记为 IΧ ，并且 ijΧ 的后 p q− 个元素为不重

要协变量，记为 IIΧ 。进一步，记 ( ) ( ) ( )0Ĉ 1 ,ij ijnω γ ωΤ= Χ Η Χ ， { }1 1 2 1 2
11V̂ , , ppdiag ω ω− =  ，且矩阵 ( )Ĉ ω 可

以划分为以下块结构： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 12

21 22

ˆ ˆC C
Ĉ ,ˆ ˆC C

ω ω
ω

ω ω

 
 =
 
 

 (3.1) 

类似 XUE 和 QU [6]， ( )Ĉ ω 假定满足如下条件，即存在一个正常向量η使得： 

 ( ) ( ) ( )1 1
II 21 11 I

ˆ ˆV C C V 1 ,signω ω γ η− − ≤ −  (3.2) 

其中 { }1 2 1 2
I 11V 1 , ,1 qqdiag ω ω=  ， { }1 2 1 2

II 1, 1V 1 , ,1q q ppdiag ω ω+ +=  ，1 是 1 的 ( ) 1p q− × 向量， ⋅ 表示取每个

元素的绝对值。Bunea [7]和 Blazere[8]在设计矩阵上提出了如下 Stabil 条件：对于 , 0c ε > ，记限制集为

( ) { }II I1 1, :pC c cε ζ ζ ζ ε= ∈ ≤ + ，那么对于任何 ( ),C cζ ε∈ ，则存在 0 1k< < 使得协方差矩阵满足： 

 2T
I 2 ,kζ ζ ζ ε∑ ≥ −  (3.3) 

另外为了得到 SPAC-Lasso 的变量选择相合性和正则估计的收敛速度，还需要一些正则性条件。 
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(C1) 存在常数 1 0M > 使得： 

11 1
max max ijkij n k p

X M
≤ ≤ ≤ ≤

≤  

(C2) 存在一个常数 0B > 使得 0 1 Bβ ≤ 。 
(C3) ( )Ĉ ω 的特征值有界且均大于零。 
(C4) 存在一个常数 2 0M > 和一个包含 0γ

∗的开子集 n ，使得 ( ) ( )3
2ijb X MγΤ ∗ ≤ 对所有 nγ ∗ ∈ 和几乎

所有 ijX 都成立，其中 ( ) ( )3b ⋅ 表示 ( )b ⋅ 的三阶导数。 
(C5) 当 n →∞，假设 log 0q p n → 和 ( )log n n o λ= 。 
(C6) 对于任何常数 2A > ，存在常数 3 0M > 使得： 

( ) ( )
2

31
ˆPr max log 1 2 A

kk kkk p
M n n pω ω −

≤ ≤
− ≤ ≥ −  

条件(C1)~(C4)是广义线性模型的正则性条件[3]-[5]，详见 WANG 和 TIAN [2]、CUI [5]、Bunea [7]、
Blazere [8]、FAN 和 PENG [9]。条件(C5)是证明主要定理所必需的，在其它文献中也很常见，如 PENG [10]
和 VandeGeer [11]等人的条件(C6)假定了精度矩阵元素的估计量 ˆkkω 的收敛速度，该条也类似 XUE 和 QU 
[6]和 PENG [8]的情况。如下定理 3.1 表明所提出的 SPAC-Lasso 方法可以得到参数 β 的相合估计，并给

出了正则估计的收敛速度。 
定理 3.1 假设正则性条件(C1)~(C6)成立，那么在条件(3.2)和(3.3)下，估计量 β̂ 满足： 

0 1
0 0

4 1 1ˆ 1 ,
n

q
c k c n c

β β λ
λ

 − ≤ + + 
 

 

其中 ( ){ }
1

29
min 2n

x M B
n

c b x < + 
 

′′= 且 0 0c > 。 

证明：根据 γ̂ ∗的定义和文献[8]，我们有： 

( ) ( )0 01 1
ˆ ˆ2 2 ,n nγ λ γ γ λ γ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗+ ≤ +    

通过将 ( ) ( )( )0 0 1
ˆ ˆn γ γ λ γ γ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗− + −  加到上述不等式的两侧并重新排列，我们得到： 

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
0 0 1

0 0 01 1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ2 2

n

n

γ γ λ γ γ

γ γ λ γ γ λ γ λ γ

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗

− + −

≤ − − + − + −

 

 



 
 (3.4) 

根据文献[3]引理 3.2，我们可以证明： 

( ) ( ) ( )( )0 0 1
ˆ ˆn nγ γ λ γ γ λε∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗− − ≤ − +    

在事件 nA 上成立。然后，可以将不等式(3.4)重写为： 

 
( ) ( )( )0 0 0 01 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 ,n nγ γ λ γ γ λ γ γ λ γ λ γ λε∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗− + − ≤ − + − +   (3.5) 

请注意， II 0II 0II II1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ 0γ γ γ γ∗ ∗ ∗ ∗− + − = 。否则， 0I I I 0I1 1 1

ˆ ˆγ γ γ γ∗ ∗ ∗ ∗− ≤ − 基于三角不等式成立。因此，

(3.5)式的不等式界可以是： 

 I 0I 1
ˆ4 ,nλ γ γ λε∗ ∗− +  (3.6) 

根据第二节中 0γ
∗的定义，我们有 ( ) ( )( )0ˆ 0n γ γ∗ ∗

∗ ∗− >  ，并且： 
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0I I 0I1 1
ˆ ˆ4 nγ γ γ γ ε∗ ∗ ∗ ∗− ≤ − +  

通过简单的代数，我们有： 

 II 0II 0I1 1
ˆ ˆ3 nγ γ γ γ ε∗ ∗ ∗ ∗− ≤ − +  (3.7) 

也就是说， ( )0ˆ 3, nCγ γ ε∗ ∗− ∈ 。 
接下来，我们将给出 ( ) ( )( )0ˆn γ γ∗ ∗

∗ ∗−  的下界。结合二阶泰勒展开式和文献[5]中 ( )ˆn γ ∗
∗ 的定义，

以及条件(C6)，我们得到了： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )

0 0 0

0 0

0 0 0

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

1
2

n ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij ij ij ij

ij i

Y X b X Y X b X

Y X Y X b X b X

Y X X X b X X X

b X X

γ γ γ γ γ γ

γ γ γ γ

γ γ γ γ γ

γ

∗ ∗ Τ ∗ Τ ∗ Τ ∗ Τ ∗
∗ ∗

Τ ∗ Τ ∗ Τ ∗ Τ ∗

Τ ∗ Τ ∗ Τ ∗ Τ ∗ Τ ∗

Τ ∗

 − = Ε − + + − 
  = Ε − + + Ε −   

   ′= −Ε Ε − + Ε −  

′′+ Ε

   

 

   

    

 





( )

( )

2

0

2

0

ˆ

ˆ ,

j ij

n ij ij

X

c X X

γ γ

γ γ

Τ ∗ Τ ∗

Τ ∗ Τ ∗

 −  

≥ Ε −



 

 

其中 ijX γΤ ∗


 是 ˆijX γΤ ∗
 和 0ijX γΤ ∗

 之间的中间点， ( ){ }
1

29
min 2n

x M B
n

c b x < + 
 

′′= ， ( )1 9 2ijX M B nγΤ ∗ ≤ +

 。 

我们得到了： 

 ( ) ( )
22

0 I 0I 01 2 1
ˆ ˆ ˆ4 1 ,

q

n k k n
k

c k qλ γ γ γ γ λ γ γ λ ε∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

=

− + − ≤ − + +∑  (3.8) 

结合对于所有 0t > 的 2 22xy tx y t≤ + 的事实，(3.8)更进一步展示： 

 ( )
2 22

0 I 0I I 0I1 2 2

1ˆ ˆ ˆ4 1 ,n nc k t q
t

λ γ γ γ γ λ γ γ λ ε∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗− + − ≤ + − + +  (3.9) 

在(3.9)式中用 nc k 替换 t，我们有： 

 0 1

4 1ˆ 1 ,n
n

q
c k

γ γ λ ε
λ

∗ ∗  − ≤ + + 
 

 (3.10) 

根据条件(C2)、(C5)和(C6)，存在常数 0Bc > 使得 0 1 Bc qγ ≤ ，则： 

( )

1 1
0 0 11

1 1 1 1
0 0 01 1

3
0

0 0

ˆ ˆ ˆV V

ˆ ˆˆV V V V

1 4 11 log

4 1 11 .

n B
n

n

q c qM n n
c kc

q
c k c n c

β β γ γ

γ γ γ γ

λ ε
λ

λ
λ

− −

− − − −

− = −

= − + −

  ≤ + + +  
  

 = + + 
 

 

至此，我们完成了定理 3.1 的证明。 
如下定理 3.2 表明所提出的 SPAC-Lasso 方法可以依概率趋于 1，正确地选择出真模型。 
定理 3.2 假设正则性条件(C1)~(C6)成立，那在(3.2)式和(3.3)式中，则以至少 ( )

2

1 2 Ap −− 的概率有： 

0ˆ
s

γ γ= 。 
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证明：以至少 ( )
2

1 2 Ap −− 的概率存在下列受限问题的解 ( )ˆ ˆ ˆ,Rγ γ λ ω= 。 

 ( )
II: 0 1

ˆmin , 2 ,
p

kk k
k

L
γ γ

γ ω λ ω γ
= =

 
+ 

 
∑  (3.11) 

其中 ( ) ( ){ }1 1 1 1
1ˆ ˆ ˆ, n m p

i j k
p
kij ijk k kk ijk k kkL n Y x b xγ ω γ ω γ ω

= = = =
−= − −∑ ∑ ∑ ∑ 。 

事实上，对任意常数 0M 和向量 ( )1, , ph h h= 


， 01h M= ，最后 p q− 个元素 h = 。 

设 h 和 ( )0 ˆ,L γ ω
γ
∂
∂




分别是 h 和 ( )0 ˆ,L γ ω

γ
∂
∂



的第 q 元素。根据伯恩斯坦不等式，存在一个常数 3 0c > 使

得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

0 3 0 31

0 3

log log
ˆ ˆPr , Pr max ,

log
ˆPr , 2 .

k q
k

A

k

n nL Lc c
n n

nLq c p
n

γ ω γ ω
γ γ

γ ω
γ

≤ ≤
∞

−

   ∂ ∂   > = >
   ∂ ∂   

 ∂ ≤ > ≤
 ∂ 

 



 



 

因此，通过文献[7]引理 6.3 和条件(C3)和(C6)，存在常数 0MC > ，使得： 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0 0 0 0 0 0
1 1

2 1 1
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1

2 2 2
0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , 2 2

1 ˆ ˆ ˆV C V 2
4
1 .
4

p p

n n kk k n k k k
k k

p

n n kk k
k

n M n

L a h L L a h L a h

a h h a h

a C M q C M a q

γ ω γ ω γ ω γ ω λ ω γ λ ω γ

ω λ ω

= =

− −

=

+ − = + − + + −

≥ −

≥ −

∑ ∑

∑

  


     

如果我们取上述不等式的 0 0 64 MM C C c= + ，其中 6 0c > ，则： 

( ) ( )
II 01

0 0: 0,
ˆ ˆmin , ,nh M

L a h L
γ γ

γ ω γ ω
= =

+ ≥  

保持概率至少为 ( )
2

1 2 Ap −− ，也就是说，存在 ( )ˆ,L γ ω 的局部极小值。 

接下来证明以至少 ( )
2

1 2 Ap −− 的概率有： 0ˆ
s

γ γ= ，据定理 3.2 和条件(C5)，我们有： 

( ){ } ( ){ }( )
( )

2

1 1 1 1
0 01 1

ˆ ˆPr Pr 1 , min 2 1

1 2 .

s

R R kk q

A

M q n M q n

p

γ γ γ γ λ λ γ λ λ− − − −

≤ ≤

−

 = ≥ − ≤ + + ≥ + + 
 

≥ −

 

在定理 3.2 相同的条件下，则(3.11)式的解满足： 

( ) ( )
2

1

1 ˆ ˆPr max , 2 1 2
ˆ

A
Rq k p

kk k

L pγ ω λ
ω γ

−

+ ≤ ≤

  ∂  ≤ ≥ −   ∂   



 

我们有： 

 ( ) ( ) ( ) ( )3
0 0 I

0 0

log1 1ˆ ˆ, ,
ˆkk k k

ncL L o
c c n

γ ω γ ω λ
ω γ γ

∞

∂ ∂
≤ ≤ =

∂ ∂

 

 (3.12) 

保持概率至少为 ( )
2

1 2 Ap −− 。根据条件(C3)~(C6)和三角不等式，存在一个常数 7 0c > ，使得(3.12)式

中第三项的绝对值在 ( ) ( )7 3 logc c n n o λ= 上有界，概率至少为 ( )
2

1 2 Ap −− 。 
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至此，我们完成了定理 3.2 的证明。 
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