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摘  要 

本文研究了非线性分数阶多智能体系统中的一致性问题，考虑了间歇采样的情况。首先，通过设计具有

间歇采样的控制协议，建立分数阶多智能体的动力学模型。随后，运用图论、李亚普诺夫函数、拉普拉

斯变换和逆拉普拉斯变换，解决了具有一个领导者和多个跟随者的一致性问题。最后，我们通过仿真实

验，实现了多智能体一致性控制，验证了该方法在实际应用中的有效性和可行性。 
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Abstract 
In this paper, we investigate the consensus problem in nonlinear fractional-order multi-agent 
systems considering intermittent sampling. Firstly, by designing control protocols with intermit-
tent sampling, the dynamic model of fractional-order multi-agent systems is established. Then, 
utilizing graph theory, Lyapunov functions, Laplace transform, and inverse Laplace transform, the 
consensus problem with one leader and multiple followers is addressed. Finally, through simula-
tion examples, multi-agent consensus control is achieved, validating the effectiveness and feasibil-
ity of this approach in practical applications. 
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1. 引言 

多智能体系统是由多个智能体之间互相交互组成的，这些智能体可以通过共享信息去完成复杂的任

务，尤其是在军事、力学、交通等[1]-[3]方面有着重要的作用。因此，多智能体领域受到了越来越多研究

者的关注。 
随着网络和科技的迅速发展，多智能体系统正不断进行更加深入和复杂的研究。传统多智能体系统

的研究，主要以整数阶多智能体系统为主，文献[4]研究了在有向通信拓扑结构下，具有双积分器动力学

的多智能体系统的一致性问题，文献[5]中考虑了二阶非线性系统的领导跟随者一致性问题。不过整数阶

方程不能很好地描述一些复杂的非局部或非线性现象，而分数阶方程具有很好的局部性和适应性，使其

在复杂环境中表现出更大的优势，因此研究者将注意力逐渐转向了分数阶多智能体系统的研究。文献[6]
研究了一类受状态时滞影响的不确定分数阶多智能体系统的保成本领导跟随一致性，针对于时滞不仅仅

有关于状态时滞的研究，还有关于通信时滞的研究，文献[7]研究了在通信时滞下，分数阶多智能体系统

的一致性问题。文献[8]提出了在有限的时间内，领导者跟随实现一致性，文献[9]中考虑具有固定结构的

分数阶非线性多智能体系统。 
本文应用了一个比较通用的分数阶多智能体模型，研究出一种新的一致性问题解决方法，使用了图

论、李亚普诺夫函数、拉普拉斯变换和逆拉普拉斯变换来证明分数阶多智能体的一致性问题。 

2. 预备知识 

2.1. 图论 

在多智能体系统中，单个的智能体看作一个点，两个智能体之间的信息传递看作一条边，

( ), ,G V E= ℜ 是一个加权图， ( )1,2, ,V n=  表示 n 个点的集合；E V V⊆ × 表示边的集合； n n
i ja R ×
× ℜ = ⊆ 

表示所有元素的邻接矩阵； ( ),ijb i j E= ⊆ 表示边，其中节点 ,i j 分别表示子节点和父节点。如果任意两个

节点存在一条路径，那么 G 是连通的，即图 G 是结构平衡的。当 ijb E⊆ 时，邻接矩阵元素 0ija > ，否则

0ija = 。 

2.2. 一些定义引理 

定义 2.1 连续可微函数 f 的 µ阶 Caputo 导数定义为： 

( ) ( )

( ) ( )
( ) 10

1 d , , 1
n

t

n

f s
D f t s n Z n n

n t s
µ

µ µ
µ

+
− += ∈ − < <

Γ − −∫  

其中，Gamma 函数为 ( ) 1
0

e dtt tµµ
+∞ − −Γ = ∫ 。 

定义 2.2 对于矩阵 m n
i jC c R ×
× = ⊆  ， p q

i jD d R ×
× = ⊆  ，C D⊗ 表示矩阵的 Kronecker 积，其定义为： 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2024.137288
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


宋昱飞 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.137288 3033 应用数学进展 
 

11 1

1

.
n

mp nq

m mn

c D c D
C D R

c D c D

×
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引理 2.1 若 ( ) ny t R∈ 是连续可微函数，P 是一个正定矩阵且 n nP R ×∈ ，则下列关系式成立： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T2 , 0,1 .D y t Py t y t PD y tµ µ µ≤ ∈  

定义 2.3 设 , 0α χ > ，且 z C∈ ，双参数的 Mittag-Leffler 函数定义为： 

( ),
0

,
k

k

zE
kα χ α χ

∞

=

=
Γ +∑  

当 1χ = 且 0α > 时，Mittag-Leffler 函数可以写成：  

( )0
,

1

k

k

zE
kα α

∞

=

=
Γ +∑  

特别地，当 0z ≤ 且 0 1α< < 时， 0 1Eα< < . 

3. 模型建立 

考虑了一个由 F 个跟随者和 1 个领导者组成的分数阶多智能体系统(以下简称 FMAS)，其中 1F > ，

记跟随者的集合为 { }1,2, , Fℑ =  。 
建立领导者动力学模型如下：  

 ( ) ( ) ( )( )0 0 0, ,D x t Ax t g t x tµ = +  (1) 

建立跟随者的动力学模型如下： 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , ,i i i iD x t Ax t g t x t u t iµ = + + ∈ℑ  (2) 

其中 ( )0x t 为领导者的状态， ( ) ( ),i ix t u t 分别为第 i 个跟随者的状态和控制输入，0 1µ< < ，g 是非线性函

数，A 为已知常矩阵。 
设计间歇采样控制协议如下： 

 ( ) ( ) ( )( ) 10

2

, ,

0, ,

F
ij j ij

i

K a x t x t t T
u t

t T
=

 − ∈= 
∈

∑  (3) 

其中 K 为增益矩阵， ( ) )1 ,T lT l Tκ= + 为工作时间段， ( ) ( ) )2 , 1T l T l Tκ= + + 为休息时间段， 0,1,2,3,l = ，

( )0,1κ ∈ ，T 为控制周期且 0T > 。 
Laplace 矩阵定义为： 

1

,
0 0

F R
ij n n

F

L L
L a

×
×

 
 = =   

 
 

其中 1,F F F
F RL R L R× ×∈ ∈ 。  

4. 一致性分析 

作出以下假设： 
A1. 符号有向图 G 是结构平衡的。 
A2. 在符号有向图 G 中，任意跟随者与领导者之间至少有一条有向路径。 
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A3. 存在常数 0δ > 和 0β > ，使得： 

( )1 1.E T E Tµµ µ µ
µ µδκ β κ  − − ≤     

A4. 存在正常数 0h > 和
1

1
N M

i
i

ρ
−

=

=∑ ， 0iρ > ，非线性函数 g 是满足对任意的 , n
iz z R∈ ，有： 

( ) ( )
1 1

, ,
N M N M

i i i i
i i

g t z g t z h z zρ ρ
− −

= =

− ≤ −∑ ∑  

引理 4.1 如果假设 A1，A2 成立，则 FL 是非奇异 M 矩阵， 1
F RL L−− 是非负矩阵且其行和等于 1。

 
定理 在假设 A1~A3 条件下，如果存在正定矩阵 n nP R ×∈ ，使得下列不等式成立： 

 ( )T 2 2 T T 0,F n F FI PA A P P I h L PK L K P⊗ + + + − ⊗ − ⊗ ≤  (4) 

 ( )T 2 2 0.F nI PA A P P I h⊗ + + + ≤  (5) 

其中 0h > 。 
证明：当 1t T∈ 时，将(3)带入(2)可得： 

 
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0 0 0

0

, ,

, , .F
i i i ij j ij

D x t Ax t g t x t

D x t Ax t g t x t K a x t x t i

µ

µ
=

 = +


= + + − ∈ℑ ∑
 (6) 

令 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( )( )( )

TT T T
1 2 0

TT T T
1 2

0

, , , , ,

, , , , , , , ,

, , .

F F R

F F

R

X x t x t x t X x t

G t X g t x t g t x t g t x t

G t X g t x t

= =

=

=



  

则(6)可以转换为： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, .
R R R

F F F F F F R R

D X t AX t G t X t

D X t I A X t G t X t L K X t L K X t

µ

µ

 = +


= ⊗ + − ⊗ − ⊗
 

设误差为 ( ) ( ) ( )F F Re t X t c X t= − ⊗ ，其中 ( )1,1, ,1Fc =  为 F 维列向量，根据引理 4.1 可得，

( ) ( ) ( ) ( )1
F F R n Re t X t L L I X t−= − − ⊗ 。 

分析误差系统的渐近稳定性，构造 Lyapunov 函数： 

( ) ( ) ( ) ( )T .FV t e t I P e t= ⊗  

根据引理 2.1 得到： 

 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )

T

T 1

T T

T 1

T T T T T 2

1

2

2 , ,

2 2

2 , ,

, ,

F

F F F F F R n F

F F

F F F R n F

F F F F

F F R n F

D V t e t I P D e t

e t I P I A e t L K e t G t X t L L I G t X t

e t I PA e t e t L PK e t

e t I P G t X t L L I G t X t

e t I PA A P L PK L K P e t e t I P e t

G t X t L L I G t X t

µ µ

−

−

−

≤ ⊗

 = ⊗ ⊗ − ⊗ + + ⊗ 
= ⊗ − ⊗

 + ⊗ + ⊗ 
   ≤ ⊗ + − ⊗ − ⊗ + ⊗  

 + + ⊗  ( )( ) ( ) ( )( )
T 1, , .F F R n FG t X t L L I G t X t− + ⊗ 

 (7) 
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存在 0h > ，使得： 

 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

T1 1

T

0 0
1 1

T2
0 0

1
T2

2 T

, , , ,

, , , ,

.

F F R n F F F R n F

F F

i i
i i
F

i i
i

F F R F F R

G t X t L L I G t X t G t X t L L I G t X t

g t x t g t x t g t x t g t x t

h x t x t x t x t

h X t c X t X t c X t

h e t e t

− −

= =

=

   + ⊗ + ⊗   

   = − −   

≤ − −      

= − ⊗ − ⊗      
=

∑ ∑

∑  (8) 

将(8)带入(7)中可得： 

( ) ( ) ( ) ( )T T 2 2 T T2 .F n F FD V t e t I PA A P P I h L PK L K P e tµ  ≤ ⊗ + + + − ⊗ − ⊗   

根据(4)可知， ( )D V tµ 是负定的，那么存在 0δ > ，使得： 

( ) ( ).D V t V tµ δ≤ −  

同理，当 2t T∈ 时，根据(5)可知， ( )D V tµ 是负定的，则存在 0β > ，使得： 

( ) ( ).D V t V tµ β≤  

当 [ ]0,t Tκ∈ 时，存在非负函数 ( )tΘ ，使得： 
 ( ) ( ) ( ) 0.D V t V t tµ δ+ +Θ =  (9) 

在(9)的两边进行拉普拉斯变换，得到： 

( ) ( ) ( ) ( )1 0 0.s V t s V V t tµ µ δ−− + + Θ =                   

其中， 表示一个函数的拉普拉斯变换。然后我们可以得到： 

 ( )
( ) ( )1 0

.
s V t

V t
s

µ

µ δ

− − Θ      =   +

 

  (10) 

在(10)的两边取拉普拉斯逆变换，我们得到： 

( ) ( ) { }1
,0 ,V t V E t t E tµ µ µ

µ µ µδ δ−   = − −Θ∗ −     

其中，∗表示卷积算子， 1tµ− 和 ,E tµµ µ δ − 是非负函数，很明显： 

( ) ( )0 ,V t V E tµµ δ ≤ −   
( ) ( ) .V t V t E tµµκ κ δ = −   

通过使用类似的迭代方法，当 [ ],t T Tκ∈ 时， 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 .V t V T E t T V E T E t Tµ µ µ

µ µ µκ β κ δ κ β κ     ≤ − ≤ − −       

当 ( ), 1t T Tκ∈ +  时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 1 .V t V T E t T V E T E T E t T
µµ µµ µ

µ µ µ µδ δκ β κ δ     ≤ − − ≤ − − − −       

当 ( )1 ,2t T Tκ∈ +   时，
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( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1

0 1 1 .

V t V T E t T

V E T E T E t T E t T

µ
µ

µ µµµ µ
µ µ µ µ

κ β κ

δκ β κ δ β κ

 ≤ + − +
 

     ≤ − − − − − +      
 

使用归纳法，当 ( ),t lT l Tκ∈ +  时，
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )0 1 .
l

V t V lT E t lT

V E T E T E t lT

µ
µ

µ µµ µ
µ µ µ

δ

δκ β κ δ

 ≤ − − 

    ≤ − − − −    
 

根据定义 2.3，可得： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )0 1 .
l

V t V lT E t lT V E T E T
µµ µ µ

µ µ µδ δκ β κ    ≤ − − ≤ − −    
 (11)

 

当 ( ) ( ), 1t l T l Tκ∈ + +  时，
 

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( )( )0 1 .
l

V t V l T E t l T

V E T E T E t l T E T

µ
µ

µ µµ µ µ µ
µ µ µ µ

κ δ κ

δκ β κ β κ δκ

 ≤ + − − +
 

      ≤ − − − + −      
 

同理，当 ( ) ( ), 1t l T l Tκ∈ + +  时，可得：
 

 
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( )( )0 1 .
l

V t V l T E t l T

V E T E T E t l T

µ
µ

µ µµ µ
µ µ µ

κ δ κ

δκ β κ β κ

 ≤ + − − +
 

    ≤ − − − +     

 (12)
 

根据假设 A3、(11)和(12)，当 l →∞时， t →∞，那么 ( )lim 0
t

V t
→∞

= 。那么很容易得到 ( )lim 0
t

e t
→∞

= 。

这就说明系统可以达到渐近稳定。因此在控制协议(3)下，FMAS(1)(2)实现一致性控制。 

5. 仿真实验 

考虑五个跟随者和一个领导者的一致性问题，相应的符号有向图如 1 所示。可以看出，图 1 的符号

有向图在结构上是平衡的。 
FMAS 的系数矩阵和函数如下： 

( )( ) ( ) ( )
3.0 2.5 0.15 0.25 4, , , sin .
0.3 1.6 0.1 0.3 5i iA K g t x t x t t   

= = =   −     
Laplace 矩阵为： 

1.2 0 0 0 1.2
0 3.2 0 0.6 2.6
1.7 0 1.7 0 0

0.6 0 3.3 3.3 0
0 0 0 0 0

L

− 
 − − 
 = −
 − 
 
 

 

图 2 和图 3 分别表示误差分量 ( )1ie t ， ( )2ie t 的轨迹。其中 ( )1 1 01i ie t x x= − ， ( )2 2 02i ie t x x= − ，竖轴表

示误差分量 ( )1ie t ， ( )2ie t ，横轴表示时间 t (秒)。 
从图中可以看出随着时间的变化误差接近于 0，则实现了在控制协议(3)下，FMAS(1)(2)的一致性

控制。 
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Figure 1. Communication topology diagram of the agents 
图 1. 智能体的通信拓扑图 

 

 
Figure 2. The trajectory of FMAS error ( )1ie t  

图 2. FMAS 的误差 ( )1ie t 轨迹 

 

 
Figure 3. The trajectory of FMAS error ( )2ie t  

图 3. FMAS 的误差 ( )2ie t 轨迹 
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6. 总结 

本文针对间歇采样情况下的非线性分数阶多智能体系统一致性问题，提出了一种新的解决方案。具

体来说，通过引入一个领导跟随者图，设计带有间歇采样的控制协议，运用了图论和李亚普诺夫函数，

最后，我们设计了仿真实验验证了该研究方法的可行性。关于一致性问题仍有很多方面值得进一步探讨，

在未来，我们将进一步关注切换拓扑等情况下的二分包含控制问题。 
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