
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2024, 13(7), 3332-3340 
Published Online July 2024 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2024.137319   

文章引用: 王恬静, 孙福芹. 一类基于 Allee 效应的捕食者–食饵模型的动力学研究[J]. 应用数学进展, 2024, 13(7): 
3332-3340. DOI: 10.12677/aam.2024.137319 

 
 

一类基于Allee效应的捕食者–食饵模型的动力

学研究 

王恬静，孙福芹 

天津职业技术师范大学理学院，天津 
 
收稿日期：2024年6月17日；录用日期：2024年7月11日；发布日期：2024年7月19日 

 
 

 
摘  要 

近年来，关于捕食–食饵模型的动力学分析作为一个重要课题，吸引了许多学者的广泛研究。通过对Allee
效应的研究，可以发现种群自身适应度与种群自身的生长密度等其他方面的正相关关系。本文从数学和

生物学的角度出发，建立了带有Allee效应和具有Holling IV功能反应的捕食者–食饵模型。针对模型，

对其有界性、解的性质、平衡点的存在性以及其局部稳定性和分支进行了分析。 
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Abstract 
In recent years, the dynamical analysis of predator-prey models has emerged as a significant topic, 
garnering extensive research attention from scholars worldwide. Through the study of the Allee 
effect, it has been observed that there is a positive correlation between a population’s fitness and 
its growth density, among other factors. This paper constructs a predator-prey model incorporat-
ing the Allee effect and featuring the Holling type IV functional response from both mathematical 
and biological perspectives. The analysis of the model includes its boundedness, the properties of 
solutions, the existence of equilibrium points, as well as the local stability and Hopf bifurcation. 
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1. 模型的组成 

近年来，关于捕食–食饵模型的动力学分析作为一个重要课题，吸引了许多学者的广泛研究。1932
年，Allee 通过金鱼种群增长的实验研究中发现，金鱼密度较大时有利于金鱼种群的增长，提出当种群的

密度减少到一定量时，将会保持在一个很低的水平并趋于灭绝，即 Allee 效应[1] [2]。Allee 效应主要分为

两类，分别为弱 Allee 效应和强 Allee 效应[3]-[7]。人们普遍认为 Allee 效应可能会增加低密度种群的灭绝

风险。因此，Allee 效应的种群生态学调查对保护生物学很重要。如果用 ( )x t 表示食饵种群的数量； ( )y t
表示捕食者种群的数量，食饵具有 Allee 效应的增长模型表示为： 

( )d 1
d
x xrx x v
t k

 = − − 
 

 

r 表示食饵的自然增长率，k 表示环境容纳量，v 是表示 Allee 效应的阈值总体水平，且 0 v k< < 。 
此外学者们提出多种功能反应，其中 Holling 类型 I，II，III 被广泛讨论[8]-[10]。 
Holling I： 

( ) , 0

,

b x x a
f x a

b x a

 < <= 
 >

 

Holling II： 

( ) xf x
x

α
γ

=
+

 

Holling III： 

( )
2

2
xf x
x

α
γ

=
+

 

在现实生活中，食饵种群大部分是有防御能力的，随着食饵种群数量的不断增加，其防御能力也会

增强，对捕食者就会起到相对抑制的作用。因此，根据这类现象，Andrews 提出了 Holling IV 型功能性

反应函数。 

( ) 2, mxyf x y
x xα β

=
+ +

 

最近几年，Cui 等[11]考虑了具有强 Allee 效应和的Holling II 型功能反应函数的扩散捕食者–食饵系

统。但是对于研究 Allee 效应和 Holling IV 功能反应的扩散捕食者–食饵模型比较少见。因此本文研究具

有 Allee 效应的 Holling IV 功能反应的捕食者–食饵模型，具体模型为虑相互作用的物种食饵和捕食者的

系统， ( )x t 为食饵种群的数量； ( )y t 为捕食者种群的数量。 
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2. 解的性质 

首先我们证明解的正性。事实上，设 

( ) ( )1 2, 1 x myx y r x v
k x x

ϕ
α β

 = − − −  + + 
， ( )2 2, emxx y d

x x
ϕ

α β
= −

+ +
 

由模型(1.1)可得： 

( )1
d ,
d
x x x y
t

ϕ= ， ( )2
d ,
d
y y x y
t

ϕ=  

因此： 

( ) ( )
( ) ( )( )1

0
, d

0 e 0
t

x s y s s

x t x
ϕ∫

= > ， ( ) ( )
( ) ( )( )2

0
, d

0 e 0
t

x s y s s

y t y
ϕ∫

= > . 

这意味着解是正的。 
引理 2.2 若系统初值 ( ) 2

0 0,x y R+∈ ，且满足初值条件的解都是有界的。 
证：构造一个关于 x 和 y 的函数 ( )w t ： 

( ) ( ) ( )w t ex t y t= +  

所以 

( ) ( )

( )2

d
1

d

1 1

w t xer x v dy
t k

x xervx dy
k v

erervx dy x x k v
k

 = − − − 
 
  = − − −  
  

= − − + − + +

 

令 

( )2er x x k v
k

℘= − + + ， 

经过计算可得℘在 ( )2 2 3x k v= + 处取得最大值 M，则可得到： 

( )d
d
w t

M ervx dy M w
t

δ≤ − − ≤ −  

其中： 

{ }min ,rv dδ = ， ( )34
27

evM k v
k

= + . 

根据微分比较定理可得： 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )

1 e
0 , 0 , 0 e

Mt
Mtw x t y t w x y

M

δ −
−

−
≤ ≤ +  

当 t →+∞，有 ( )0 w t Mδ≤ ≤ 。 
所以系统(1.1)的解是有界的。 

3. 模型的动力学分析 

本节先分析平衡点的存在性，再分析稳定性： 
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1) 显然系统存在平衡点 ( )0 0,0E = ； 
2) 当 0, 0x y≠ = 时，令 

( ) 21 0x mxyrx x v
k x xα β

 − − − =  + + 
 

可得： 

( )1 0xrx x v
k

 − − = 
 

 

可得 x k= 或 x v= ，此时系统存在两个平衡点 ( )1 ,0E k= ， ( )2 ,0E v= 。 
3) 当 0, 0x y≠ ≠ 时，令 

2 0emxy dy
x xα β

− =
+ +

 

可得： 
2 2 2 2 2

* 2 4
2i

em d e m e dm d d
x

d
β β β α− ± − + −

=  

再由 

2 0emxy dy
x xα β

− =
+ +

 

可得： 

2
mxy dy

ex xα β
=

+ +
 

将其代入 

( ) 21 0x mxyrx x v
k x xα β

 − − − =  + + 
 

可得： 

( )1 x dyrx x v
k e

 − − = 
 

 

( )
*

* * *1 , 1,2i
i i i

xey rx x v i
d k

 
= − − = 

 
， 

系统(1.1)的 Jacobian 矩阵为： 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2

2 22

2

2 22

1 1
rx x v m x yx x mxr x v rx

k k k x xx x
J

em x y emx d
x xx x

α
α βα β

α
α βα β

 − −    − − − + − + −    + +    + +
 =
 −
 −

+ + + + 

 

于是通过计算各平衡点对应的 Jacobian 矩阵来分析局部稳定性。 

3.1. ( )0 0,0E = 的稳定性 

设 J0是系统(1.1)在平衡点 E0处的 Jacobian 矩阵，所以： 
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0

0
0
rv

J
d

− 
=  − 

 

所以两特征根分别为 1 2,rv dλ λ= − = − ，系统在 E0是稳定的，否则系统(1.1)是不稳定的。 

3.2. ( )1 ,0E k= 的稳定性 

设 J1是系统(1.1)在平衡点 E1处的 Jacobian 矩阵，所以 

( ) 2

1

20

mkr k v
x x

J
emk d

k k

α β

α β

 − − + + =
 

− + + 

 

所以两特征根分别为： 

( )1 2 2, emkr k v d
k k

λ λ
α β

= − − = −
+ +

， 

如果 

2
emkd

k kα β
>

+ +
 

系统在 E1是稳定的，否则系统(1.1)是不稳定的。 

3.3. ( )2 ,0E v= 的稳定性 

设 J2是系统(1.1)在平衡点 E2处的 Jacobian 矩阵，所以 

2

2

2

1

0

v mvrv
k x x

J
mv d

v v

α β

α β

  −   + +  =
 

− + + 

 

所以两特征根分别为： 

1 2 21 ,v emvrv d
k v v

λ λ
α β

 = − = −  + + 
 

由于 1λ 为正，所以根据 Routh-Hurwitz 的稳定性条件可得，E2是不稳定的。 

3.4. ( )3 ,E x y∗ ∗= 的稳定性 

设 J3是系统(1.1)在平衡点 E3处的 Jacobian 矩阵，所以 

( ) ( )
( )

( )
( )

2* ** * * * *
* *

2 * *2* *2

3 2* * *

2 * *2* *2

( )1 1
m x yx rx x v x mxr x v rx

k k k x xx x
J

em x y emx d
x xx x

α

α βα β

α

α βα β

 −   − − − − + − + −    + +    + + =  
− 

− + + + + 

 

当参数 H1满足条件： 

( ) ( ) ( )
( )

2* * * ** *
* *

2* *2
1 1 0

rx x v m x yx xr x v rx
k k k x x

α

α β

− −   
− − − + − + <   

    + +
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时，正平衡点 ( )* *
31 1 1,E x y= 是局部渐近稳定的。 

设 ( ) ( ) ( )
( )

2* * * ** *
1 1 1 1* *1 1

1 1 2* *2
1 1

1 1
rx x v m x yx xA r x v rx

k k k x x

α

α β

− −   
= − − − + − +   

    + +
 

*
1

* *2
1 1

mxB
x xα β

= −
+ +

，
( )

( )

2* *
1 1

2* *2
1 1

em x y
C

x x

α

α β

−
=

+ +
 

0D = 所以特征方程为 2 0A BCλ λ− + = 。 
所以根据根与系数的关系，可得方程的两个特征根 1 2,λ λ 满足： 

 
( )

( )

22 * * *
1 1 1

1 2 1 2 3* *2
1 1

,
em x x y

A BC
x x

α
λ λ λ λ

α β

−
+ = = =

+ +
 (1.2) 

令 
2 2 2 2 2

*
1

2 4
2

em d e m e dm d d
x

d
β β β α− − − + −

=  

2 2 2 2 2
*
2

2 4
2

em d e m e dm d d
x

d
β β β α− + − + −

=  

所以 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2 2 2 2 2

*2
1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2

2

2 22 2

2

2 4
2

2 4 2 2 4

2
8 2 2 2 4

4

4 4
0

2

em d e m e dm d d
x

d

em d e m e dm d d em d e m e dm d d

d
d em d em d e m e dm d d

d

d em d em d em d d
d

β β β α
α α

β β β α β β β α
α

α β β β β α

α β β β α

 − − − + −
 − = −
  

− + − + − − − − + −
= −

− − + − − + −
=

− − + − − −
= >

 

因为 

( ) ( )2 24em d em d dβ β α− > − −  

所以 

( ) ( )

( ) ( )

22 2 2 2 2 2

2

2 22 2

2

4 2 4
2

4 4
0

2

d em d em d e m e dm d d
d

d em d em d d
d

α β β β β α

α β β α

− − + − − + −

− − + − −
> =

 

所以 1 2 0λ λ > ，因此若 1 2 0λ λ+ < ，两个特征根具有负实根，此时 ( )* *
31 1 1,E x y= 是局部渐近稳定的 

同理对于平衡点 ( )* *
32 2 2,E x y= 可得 1 2 0λ λ < 所以不稳定。 

3.5. Hopf 分支 

由 3.4 可知，系统(1.1)正平衡点 ( )* *
31 1 1,E x y= 的局部稳定性需要满足一定的条件。因此，本小节主要
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分析系统(1.1)在平衡点 ( )* *
31 1 1,E x y= 发生在 Hopf 分支的条件和 Hopf 分支的方向。 

记 1 1 2η λ λ= + ， 2 1 2η λ λ= 其中 1λ 和 2λ 是(1.2)中定义的，且 2 0η > 选取捕食者自然死亡率 d 作为分支

参数。如果存在 * 0d d= > ，使得 H2： ( )*
1 0dη = ， ( )*

12 0dη < ， 12 2 1 212 0η η ηη+ ≠ 成立，其中 12η 21η 表示

对 d 的求导。 
假设条件 H2成立，当 *d d= ，系统会在正平衡点 ( )* *

31 1 1,E x y= 处发生 Hopf 分支。 
证：因为正平衡点 E31处的 Jacobian 矩阵对应的特征方程如下： 

 2
1 2 0λ η λ η− + =  (1.3) 

当 *d d= 时，即 1 0η = 特征方程可以为： 
2

2 0λ η+ =  

此时方程会出现一对纯虚根为： 

1 2iλ η= ， 2 2iλ η= −  

现在验证横截条件，对特征方程(1.3)关于 d 进行求导，有： 

12 1 21
d d2 0
d dd d
λ λλ λη η η− − + =  

整理可得： 

12 21

1

d
d 2d

λη ηλ
λ η
−

=
−

 

则有： 

21 2 1 2 2112 2 1 21
2 2

2 1 2 1

22d
d 4 4

i
d

η η η η ηλη η ηηλ
η η η η

−−
= +

+ +
当 2iλ η=  

因此此时系统(1.1)会在正平衡点 ( )* *
31 1 1,E x y= 处发生 Hopf 分支。 

下面通过计算第一系数 Lyapunov 系数来分析 Hopf 分支的方向。 
首先做线性替换所以令 *u x x= − ， *v y y= − 对系统(1.1)泰勒展开可得： 

( )2 2 3 3 2 2
10 01 11 20 02 30 21 12 03

d ,
d
u a u a v a uv a u a v a u a v a u v a uv P u v
t
= + + + + + + + + +  

( )2 2 3 3 2 2
10 01 11 20 02 30 21 12 03

d ,
d
v b u b v b uv b u b v b u b v b u v b uv Q u v
t
= + + + + + + + + +  

( ) ( ) ( )
( )

2* * * ** *
* *

10 2* *2
1 1

rx x v m x yx xa r x v rx
k k k x x

α

α β

− −   
= − − − + − +   

    + +
 

*

01 * *2
mxa
x xα β

= −
+ +

，
( )

( )

*2

11 2* *2

m x
a

x x

α

α β

−
=

+ +
 

( ) ( )
( )

( )( )
( )

* * * * *2 ** *

20 2 2* *2 * *2

2
1

r x v m x y m x x yx rxa r
k k k x x x x

α β α

α β α β

− − + − 
= − + − − − − 

  + + + +
， 02 0a =  
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( )
( )( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

* *2 * *2 **

30 2 3 3* *2 * *2 * *2

2* * * * *2 *

3 4* *2 * *2

2 2 2

3 3 3

2 2 2

3

m x x y m x yr mya
k x x x x x x

m x x y m x x y

x x x x

β α α

α β α β α β

β β α

α β α β

+ − −
= − + + −

+ + + + + +

+ + −
+ +

+ + + +

 

03 0a = ，
( )

( )
( )( )
( )

* * *2

21 2 3* *2 * *2

2m x m x x
a

x x x x

α β α

α β α β

− + −
= − +

+ + + +
， 12 0a =  

( )
( )

2* *
*

10 112* *2

em x y
b ey a

x x

α

α β

−
= =

+ +
， 01 0b = ， 11 11b ea= ， *

20 21b ey a= ， 02 0b = ， 

30 30
rb e a
k

 = + 
 

， 03 0b = ， 21 21b ea= ， 12 0b =  

( )
4

, i j
ij

i j
P u v a u v

+∞

+ =

= ∑ ， ( )
4

, i j
ij

i j
Q u v b u v

+∞

+ =

= ∑  

则由第一 Lyapunov 系数σ 计算可得： 

( ) ( ){ ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2 2
10 10 11 02 02 11 11 10 01 20 11 11 02 11 10 11 02 02 023

2
01

2 2 2 2
10 10 02 20 02 10 01 20 20 02 01 20 20 11 20 10 01 10 11 02 11 20

2
10 01 10 10 03 01 30 10 2

3 2
2

2 2 2 2

3 2

a b a b a b a a a a b a b b b a a a b
a

a b b a a a a a b b a a b b b a b a b b a a

a a b b b a a a a

σ = − + + + + + + +
∆

− − − − − + + −

+ +

π

− 

− − ( ) ( ) }1 12 10 21 01 21b b a a b + + − 

 

其中 10 01 01 10a b a b∆ = − 。 
若 0σ > 时： ( )* *

31 1 1,E x y= 产生次临界 Hopf 分支； 
当 0σ < 时： ( )* *

31 1 1,E x y= 产生超临界 Hopf 分支。 

4. 结语 

本文研究了具有Allee效应和具有Holling IV功能反应的捕食者–食饵模型。对其有界性、解的性质、

平衡点的存在性以及其局部稳定性和分支进行了分析。通过构造函数得出了解的有界性。最后对模型线

性化处理，通过计算 Lyapunov 系数来分析 Hopf 分支的方向。 
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