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摘  要 

非盲图像去模糊是在已知模糊核的情况下，从给定的模糊图像中获得清晰的图像。在各种图像去模糊模

型中基于全变分正则化的方法是有效的，然而，基于传统的全变分正则化方法存在阶梯效应，导致复原

图像的边缘细节不够清晰，影响了恢复效果。针对泊松噪声下医学图像的复原问题，本文利用小波变换

后高频图像具有稀疏性的特征，设计了一种将小波变换与分数阶全变分正则化模型相结合的图像复原算

法。本文使用了交替方向乘子法对模型进行求解，将本文复原算法与RLTV、FOTV和BM3D三种算法进

行实验对比。实验结果表明，在峰值信噪比和结构相似性的指标上，本文算法均优于以上几种算法。 
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Abstract 
Obtaining a clear image from a given blurred image is the non-blind image deblurring when the 
blur kernel is known. The methods based on total variation regularization are effective in various 
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image deblurring models. However, the traditional total variation regularization methods have 
the staircase effect, which makes the edge details of the restored images not clear enough and af-
fects the restoration effect. Making use of the advantage of the sparsity of high-frequency images 
after wavelet transform, this paper designs an image restoration algorithm combining wavelet 
transform and fractional-order total variation regularization model, aiming at restoring medical 
images with Poisson noise. We used the Alternating Direction Method of Multipliers to solve our 
model. The proposed algorithm is compared with RLTV, FOTV and BM3D algorithms. Experimen-
tal results show that the proposed algorithm is superior to the above algorithms in terms of peak 
signal-to-noise ratio and structural similarity index. 
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1. 引言 

随着医学成像技术的发展，医学图像在临床诊断和治疗规划中的应用越来越广泛。由于设备精度和

环境因素等影响而引起的噪声和模糊，往往导致图像造成不同程度的退化。噪声和模糊的存在会导致图

像细节丢失和质量下降，对医学图像的分析和诊断造成不利影响。因此，如何有效地从图像中去除模糊

和噪声已经成为图像处理领域的重要研究课题，对医学图像质量的提升和推动医学影像技术的进步有着

重要意义。模糊过程可以用点扩散函数(PSF)来表征，如果 PSF 已知，那么从带有模糊和噪声的图像中复

原图像称为非盲去模糊，如果 PSF 未知则是盲去模糊。 
去模糊是高度不适定的逆问题，可以通过应用先验信息并构建有效的正则项来解决图像复原难题。

全变分算法(TV)是应用最为广泛的图像复原技术之一，Rudin 等人[1]通过最小化正则化项，重建图像的

边缘信息，从而去除模糊和噪声并提升了复原图像质量，很多图像复原方法都是在此种算法基础上发展

而来。Richardson [2]和 Lucy [3]考虑图像模糊的情况下对泊松噪声图像进行恢复，提出了一种基于对数似

然函数最小化的去噪算法(RLTV)，该方法因引入了泊松统计量，所以在泊松图像复原中得到了广泛的应

用。由于反卷积问题的病态性，该算法在经过几次迭代后会放大噪声，造成阶梯伪影的情况。文献[4]将
全变分重叠组稀疏作为已知先验来解决泊松噪声图像的去模糊问题，该方法在去除噪声和保留边缘的同

时，减少了全变分正则化处理图像中普遍存在的阶梯效应。 
利用小波变换后高频图像具有稀疏性的特征，许多研究人员将小波变换与全变分相结合进行图像复

原，例如在文献[5]中，作者将双树复小波变换和 1l 范数作为稀疏约束项，提出了两种修正正则化参数的

估计方法，使参数的设置变得简单。类似的，Zhang 等人[6]将小波框架和 0l 范数作为正则化项进行图像

复原，但是 0l 范数是非凸问题，求解起来比较麻烦。F. Luisier 等人[7] [8] [9]提出了非迭代的去模糊方法

用于复原含有泊松噪声的模糊图像，该方法将反卷积过程线性化为初等函数的线性组合，每个初等函数

由维纳滤波和小波变换阈值组成，最后用无偏估计来优化线性组合的系数。该方法的优点是在求解过程

中不需要迭代，计算复杂程度较低。 
总广义变分(TGV) [10] [11]和分数阶全变分(FOTV) [12]是全变分的改进算法，两者的性能相当，但

由于 TGV 比 FOTV 涉及更多的未知变量，所以 FOTV 比 TGV 效率更高。在基于 FOTV 算法基础之上，
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Yifei [13]等人为了去除泊松噪声并保持图像的高阶平滑性，提出了基于分数阶全变分正则化和泊松噪声

统计特性的反卷积模型，应用交替方向乘子法(ADMM) [14]和最大期望算法(EM) [15]求解模型得到了具

有理论保证的高效算法。该方法虽然能在一定程度上保持图像的高阶平滑性，但去除不同程度的泊松噪

声时，复原效果并不理想。针对这种情况，本文结合小波变换以保持底层图像的高阶平滑，提出了基于

分数阶全变分正则化的去模糊方法，并建立了非盲去模糊模型，针对不同程度的泊松噪声得到了很好的

复原效果。 

2. 相关工作 

图像模糊过程可以用线性方程来建模： 

 ,g H u= ⊗  (1) 

其中，u 是清晰图像，H 是模糊核，g 是模糊图像，⊗表示二维卷积算子，本文针对非盲去模糊问题进

行研究。 

2.1. 泊松噪声 

泊松噪声可以用泊松分布来描述，假设一个随机变量 f 遵循参数为 0γ > 的泊松分布，概率密度函数

由下式定义： 

 ( )Pr e ,
!

f

f
f

γγ −=  (2) 

其中，参数 γ 决定了 f 的期望值以及它的方差。假设在每个像素处的测量数据 if 遵循泊松分布，其基础

真值是 ig ，因此概率密度函数为： 
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其中，N 是像素的总数， { }
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= ，每个 0if ≥ ， { } 1
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=
= ，由贝叶斯定理可知，对于给定的 f 和 g 的

后验概率密度为： 
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然后取(4)的负对数似然，我们得到 
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我们可以通过最大后验概率(MAP)来估计清晰图像 u，即 ( )0arg max P |r  uu u f≥∈ 。由于模糊可以表示

为 g Hu= ，H 表示模糊核是一个实矩阵，则后验概率 ( )Pr |u f 和先验概率 ( )Pr g 分别与 ( )Pr |g f 和 ( )Pr u
相关。利用对数似然形式，MAP 估计可表示为： 

 ( ) ( )min log ,1 ,Hu f Hu R uΩ− +  (6) 

其中，1Ω表示图像域 2RΩ∈ 离散网格上的指示函数， ,⋅ ⋅ 定义为内积， ( )R u 与 ( )log Pr u− 相关，称为图

像先验。 
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2.2. FOTV 正则化模型 

本文将分数阶全变分视为图像先验，给定一个图像域 2RΩ∈ ，将其离散为一个矩形网格

( ){ }, :1 ,1i jx y i m j n≤ ≤ ≤ ≤ ，那么图像可以表示为欧几里得空间 m nR × 中的矩阵，记为 ( ), ,i j i ju u x y= 。给

定分数阶数导数 0α > ，Zhang，J 提出了分数阶导数[16]，将离散分数阶梯度定义为： 

 1 2, ,u D u D uα α α Τ
 ∇ =    (7) 

其中沿 x 轴和 y 轴的分数阶导数 1 2, m nD u D u Rα α ×∈ 近似为： 

 ( ) ( )
1

1 ,,
0

1 ,
K k

k i k ji j
k
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−

−
=

= −∑  (8) 

 ( ) ( )
1

2 ,,
0

1 ,
K k
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其中，K 是在每个像素处近似分数阶导数的相邻像素的个数。当 ( )xΓ 为 Gamma 函数，系数{ } 1

0k
K

k
Cα −

=
定义

为
( )

( ) ( )
1

1 1kC
k k

α α
α
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Γ + Γ + −

，将 u 的离散分数阶全变分定义为： 

 ( ) ( )( )1 2, ,1
,

,
i j i j

i j
u D u D uα α α∇ = +∑  (10) 

其中， 1⋅ 表示 1 范数，根据 ( ) ( )1 divαα α∗
∇ = − ，对于 ( ) ( )( )1 2, m n m np p p R R× ×= ∈ × ，Zhang，J [16]给出离

散分数阶散度系数 m ndiv p Rα ×∈ ： 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 2
, ,,

0
1 1 .

K k
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k
div p C p pαα α
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将 FOTV 正则化作为图像先验 ( )R u 合并到 MAP 估计(6)中，当数据被泊松噪声破坏时，文献[12]提
出以下 FOTV 正则化模型： 

 ( )
1

min log ,1 ,
u

u h u f h uα β Ω∈Ω
∇ + ⊗ − ⊗  (12) 

其中，h 表示模糊核， 0β > 是一个加权参数，在正则化项和数据拟合之间取得平衡。 

3. 本文模型及求解 

本文提出融合小波变换的分数阶全变分正则化模型： 

 ( ) 11
min log ,1 ,
u

u h u f h u Wuα β τΩ∈Ω
∇ + ⊗ − ⊗ +  (13) 

其中，h 表示模糊核，W 表示小波变换，τ 表示平衡参数。 
本文采用交替方向乘子法(ADMM) [14]来求解所提出的模型(13)。引入以下三个辅助变量 2m nz R × ×∈ ，

m ng R ×∈ 和 m ne R ×∈ ，并将(13)式等价的表示为如下的(14)式： 

 1 1min log ,1 , s.t. , , ,
u

z g f g e z u g h u e Wuαβ τΩ∈Ω
+ − + = ∇ = ⊗ =  (14) 

相应的增广拉格朗日泛函由下列式子表达： 
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 (15) 
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其中， 2
1

m nRλ × ×∈ ， 2
m nRλ ×∈ 和 3

m nRλ ×∈ 是对偶变量或拉格朗日乘子， 1 2,µ µ 和 3µ 是三个正参数， F⋅ 表

示 Frobenius 范数。然后 ADMM 产生以下迭代： 
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为了解决 u 子问题，我们计算(15)相对于 u 的梯度，得到最优性条件： 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3 0,u u z h h u g W Wu eα αµ µ λ µ µ λ µ µ λ
∗ Τ∇ ∇ − − + ⊗ ⊗ − − + − − =  (17) 

这里 ( )α ∗
∇ 是 α∇ 的伴随，它是(11)中定义的散度算子，h是 h 顺时针旋转 90◦得到的 h 的伴随核，W Τ

是 W 的转置。在周期边界条件下，由于复合算子 ( ) ( )α α∗
∇ ∇ ⋅ 、 ( )h h⊗ ⊗⋅ 和 ( )W WΤ ⋅ 各自的循环变换矩

阵，可以用快速傅里叶变换(FFT)对角化。所以，我们给出的 u 的封闭形式解如下： 

 ( )
( ) ( ) ( )

1 1
2

1 2 3

,k F v
u F

F F h W Wα αµ µ µ
∗

+ −

Τ

 
 

=   ∇ ∇ + +    

 (18) 

其中， ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 k k k k k kv z h g eWα µ λ µ λ µ λ
∗ Τ= ∇ + + + ++⊗ ，F 表示傅里叶变换， 1F − 表示傅里叶逆变

换，矩阵平方、除法和绝对值都是按分量执行的。收缩算子可给出的 z 子问题的封闭形式解： 

 1 1 1

1 1

1, ,
k

k kz shrink uα λ
µ µ

+ + 
= ∇ − 

 
 (19) 

其中， ( ) ( ) { }, sgn max ,0shrink s s sγ γ= − ，表示分量乘法，所有算术运算符都以分量方式执行。求

函数 L 对 g 的导数，我们得到了 g 子问题的最优性条件： 

 ( )1
2 21 0,kf g h u

g
β λ µ + 

− + + − ⊗ = 
 

 (20) 

由于 0g > ，我们将上面的方程改写为二次方程： 

 2 12

2 2

0,k fg h u gβ λ β
µ µ

+ +
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 (21) 

并选择正解，即： 
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对于求解 e 子问题，可以得到下式： 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.137294


赵旭，成丽波 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.137294 3091 应用数学进展 
 

 
21 1 13

31arg min , ,
2

k k k k
Fe

e e Wu e Wu eµτ λ+ + += + − + −  (23) 

对上式进行简化得到： 

 
2

1 13 3
1

3

arg min .
2

k
k k

e F

e e Wu eµ λτ
µ

+ += + − +  (24) 

针对求解 e 子问题我们选取硬阈值迭代算法进行处理，下面先给出硬阈值迭代算子的表达式： 

 ( )
,  

,
0,  hardshink
ω ω ϕ

ω ϕ
ω ϕ

≥= 
<

 (25) 

根据硬阈值算子，给出 e 子问题的封闭形式解如下： 

 1 1 3

3 3

, .
k

k k
harde shrink Wu λ τ

µ µ
+ + 
= + 

 
 (26) 

本文算法流程在算法 1 中表述。 
 

算法 1. 融合小波变换的分数阶全变分去模糊算法 

输入： ,f h  

设置参数： 1 2 3, , , , , 0α β µ µ µ ε >  

初始化： 0 0 0, , ,f g h u e Wuµ = = ⊗ =  
0 0 0

1 2 30, 0, 0, 0kλ λ λ= = = =  
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u
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+ −
< 时 

通过(18)式子求解 1ku +  
通过(19)式子求解 1kz +  
通过(22)式子求解 1kg +  
通过(26)式子求解 1ke +  
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= + −∇

= + − ⊗

= + −

← +

 

输出： 1ku u +=  

4. 数值实验 

本文选取MRI数据集进行了数值实验来证明所提出的方法在去除泊松噪声和高斯模糊伪影方面的有

效性。本文用峰值信噪比(PSNR)和结构相似指数(SSIM)来评价图像去模糊的质量，PSNR 定义为： 

 10
255PSNR 20 log db.

MES
= ∗  (27) 

SSIM 定义为： 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2
2 2 2 2

1 2

2 2
SSIM , .

u g

u g c c
u g

u g c c
σ

σ σ
⋅ + +

=
+ + + +

 (28) 
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其中，u 代表原始图像，g 代表去模糊后的复原图像，MES 是 u 与 g 之间的均方误差，σ 是协方差，u 是

u 的平均值， g 是 g 的平均值， 2
uσ 是 u 的方差， 2

gσ 是 g 的协方差。 ( )2
1 1c k L= ， ( )2

2 2c k L= 是维持稳定

的常数， 1 0.01k = ， 2 0.03k = ，L 是像素的动态范围。可以看出 PSNR 值越大，图像复原质量越好，SSIM
值越大说明复原图像与原图差异性越小，复原效果越接近原图。 

接下来对医学图像进行去模糊处理，并与 RLTV [2] [3]、FOTV [12]、BM3D [17]三种去模糊方法进

行了比较。 
本文随机选取了MRI数据集的六张 512 × 512大小人脑切片图像(Image A, Image B, Image C, Image D, 

Image E, Image F)进行数值实验，利用核大小为 3 × 3 和标准差为 1 的高斯模糊核以及峰值水平(peak)分别

为 200、255 和 300 的泊松噪声对清晰图像进行退化。每个峰值对应一个级别的泊松噪声，峰值越小，图

像看起来就越嘈杂，去模糊过程越具有挑战性。 
 

Table 1. PSNR values recovered by different algorithms under different levels of Poisson noise 
表 1. 不同程度泊松噪声下不同算法复原的 PSNR 值 

 Peak = 200 Peak = 255 Peak = 300 

Image Ours RLTV FOTV BM3D Ours RLTV FOTV BM3D Ours RLTV FOTV BM3D 

A 35.51 34.64 35.44 34.98 35.91 34.98 35.80 35.24 36.21 35.18 36.17 35.42 

B 35.51 34.40 35.43 34.83 35.96 34.71 35.89 35.05 36.27 34.9 36.24 35.27 

C 36.53 36.05 36.46 36.20 36.92 36.41 36.87 36.42 37.14 36.57 37.12 36.56 

D 36.69 36.26 36.63 36.34 37.22 36.61 37.18 36.64 37.39 36.80 37.36 36.65 

E 35.97 35.12 35.93 35.54 36.50 35.47 36.41 35.73 36.82 35.79 36.82 35.90 

F 35.56 34.72 35.50 35.08 36.11 35.08 36.03 35.26 36.34 35.28 36.30 35.47 

 
Table 2. SSIM values recovered by different algorithms under different levels of Poisson noise 
表 2. 不同程度泊松噪声下不同算法复原的 SSIM 值 

 
Peak = 200 Peak = 255 Peak = 300 

Image Ours RLTV FOTV BM3D Ours RLTV FOTV BM3D Ours RLTV FOTV BM3D 

A 0.9677 0.9662 0.9594 0.9617 0.9697 0.9678 0.9604 0.9684 0.9733 0.9718 0.9722 0.9712 

B 0.9569 0.9538 0.9506 0.9521 0.9619 0.9596 0.9610 0.9577 0.9651 0.9645 0.9649 0.9642 

C 0.9674 0.9624 0.9668 0.9650 0.9693 0.9691 0.9691 0.9687 0.9713 0.9725 0.9720 0.9749 

D 0.9640 0.9604 0.9638 0.9502 0.9663 0.9607 0.9666 0.9627 0.9693 0.9614 0.9695 0.9635 

E 0.9599 0.9530 0.9559 0.9486 0.9625 0.9616 0.9612 0.9622 0.9677 0.9662 0.9665 0.9667 

F 0.9599 0.9522 0.9500 0.9402 0.9629 0.9616 0.9621 0.9618 0.9692 0.9667 0.9660 0.9672 

 
从表 1 和表 2 中的数据得知，本文的图像复原结果中 PSNR 与 SSIM 均有提升，在 PSNR 数值方面

尤为明显。本文算法得到的最大 PSNR 值比其他算法高出 1.37 dB，SSIM 值最高高出 0.02，在大多数情

况下都能达到最佳性能。 
本文选取了四张复原图像的细节部分进行展示，对比视觉效果如图 1~4 所示，四种模型都能很好的

复原受损图像。针对图 1 中 Image A 图像，我们的模型可以恢复更多纹理的细节，RLTV 算法出现锐化过

度的问题损害了部分细节信息。针对图 2 中 Image B 图像，本文模型在中间黑点处恢复的细节最完整， 
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Figure 1. Deblurring comparison map of Image A at peak = 255 
图 1. Image A 在噪声 peak = 255 的去模糊对比图 

 
其他算法都出现大量黑色伪影，边缘细节模糊。针对图 3 中 ImageC 图像，BM3D 算法复原结果过于平滑，

边缘不清晰，不能很好展现图像信息。针对右下角的白点处，FOTV 算法丢失了这一细节，本文算法依

旧保留了该纹理信息。针对图 4 中 Image D 图像，FOTV 算法和我们的性能非常相似，没有发现明显的

不一样，但是 RLTV 倾向于放大噪声，噪声没有完全去除干净，残留了噪声信息。BM3D 算法过度平滑

了表面的纹理信息。由此可见，本文所提出的模型更好地定义了人脑切片图像的边界，在视觉上产生更

清晰的结果。 
 

 
Figure 2. Deblurring comparison map of Image B at peak = 255 
图 2. Image B 在噪声 peak = 255 的去模糊对比图 

 

 
Figure 3. Deblurring comparison map of Image C at peak = 200 
图 3. Image C 在噪声 peak = 200 的去模糊对比图 
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Figure 4. Deblurring comparison map of Image D at peak = 300 
图 4. Image D 在噪声 peak = 300 的去模糊对比图 

5. 结论 

本文设计了小波变换与分数阶全变分模型相结合的医学图像复原算法，对开放的 MRI 数据集中人脑

切片图像复原进行研究。利用小波变换后高频图像具有稀疏性的特征，首先将图像进行小波变换，然后

结合分数阶全变分算法，可以有效地去除泊松噪声。使用交替方向乘子法对算法模型进行求解，从而复

原出清晰图像。实验表明，我们提出的方法在高精度恢复带有泊松噪声的模糊图像方面具有很大的潜力。

未来将考虑加速非盲反卷积算法，提高运算效率。 
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