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摘  要 

求无穷和的极限在高等数学的学习中经常遇到。本文阐述了利用定积分求无穷和极限的原理，并列举了

使用定积分求不同类型无穷和极限的方法。 
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Abstract 
Computing Limits of Infinite Sums is often encountered in the study of advanced mathematics. 
This article explains the principle of using definite integrals to find infinite sum limits, and pro-
vides some methods of solving different types of infinite sum limits by using definite integrals. 
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1. 引言 

能够准确地求极限高等数学学习中必须具备的能力。在高等数学[1]课程内容中，我们学习了夹逼定

理、洛必达法则等求极限的方法，这些方法常用于解决一些常见的求极限问题。我们偶尔会碰到求无穷

和的极限的问题，一般来说这些问题都可以通过夹逼定理等常规方法求解。例如，卢兰[2]讨论了利用两

边夹准则求数列极限以及由单调有界原理及其递推公式求数列的极限的方法；赵士元[3]研究了利用裂项

法求数列极限。但是对于一类特殊的无穷和的极限必须寻求特别的方法进行求解。 
本文讨论了利用定积分求不同类型的无穷和的极限的方法。通过利用定积分的性质，从而对一系列

不同的无穷和的极限进行探究与比较，还包含从求解方法当中提炼出来的引申与思考。 

2. 定积分与无穷和的联系 

首先回顾一下定积分的定义[4]。设函数 ( )f x 在 [ ],a b 上有界，在 [ ],a b 中任意插入若干个分点： 

0 1 2 1n na x x x x x b−= < < < < < =� , 

把区间 [ ],a b 分成 n 个小区间 [ ] [ ] [ ]0 1 1 2 1,, , ,, , n nx x x x x x−� ，各个小区间的长度依次为 

1 1 0 2 2 1 1, , , .n n nx x x x x x x x x −∆ = − ∆ = − ∆ = −�  

在每个小区间 [ ]1,i ix x− 上任取一点 ( )1 i i i ix xξ ξ− ≤ ≤ 作函数值 ( )if ξ 与小区间长度 ix∆ 的乘积

( )( )    1,2, ,i ix f i nξ∆ = � ，并作出这些乘积的和 

( )
1

.
n

i i
i

S f xξ
=

= ∆∑  

记 { }1 2,max ,, nx x xλ = ∆ ∆ ∆� ，如果当 0λ → 时，这和的极限总存在，且与封闭区间 [ ],a b 的分法及点

iξ 的取法无关，那么称这个极限 I 为函数 ( )f x 在区间上的定积分，记作 ( )d∫a
b

f x x ，即 

( ) ( )
0 1

d lim .
n

i ia

b

i
f x x I f x

λ
ξ

→ =

= = ∆∑∫  

从图像方面来理解[5]，定积分就是把直角坐标系上的函数的图像用平行于 y 轴的直线把其分割成无

数个矩形，然后把某个区间 [ ],a b 上的矩形累加起来所得到的就是这个函数图像在区间 [ ],a b 的面积。定

积分我们可以理解为把图像无限细分再累加起来。 
我们在定积分的定义中观察到了无穷和的极限的使用，下面计算各种类型无穷和的极限。 

3. 需要变形的无穷和的极限 

一些无穷和的极限不能直观的看出来如何化成定积分来计算，因此我们需要对其进行合适的变形。

计算下面的极限： 

1 1 1lim .
1 2n n n n n→∞

 + + + + + + 
�  

该极限并不可以直观地用定积分求解，观察可知在分母上我们可以提一个 n 出来，这样该无穷和的

极限就可以很直接使用定积分来求，即 
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0

1 1 1 1 1 1lim lim1 21 1 1 1

n

n n in in n
n n n n

→∞ →∞ =

 
 

+ + + = 
 + + + +
 

∑� ， 

其中
ix
n

= ，
1x
n

∆ = ，化为定积分的形式得 

0
0

11 1 1lim d
11

n

n i
xin x

n
→∞ =

=
++

∑ ∫ ， 

由上式计算可以得到 

( ) 1

0

1 1 1lim ln 1 ln 2.
1 2n

x
n n n n→∞

 + + + = + =    + + + 
�  

4. 根式无穷和的极限 

求根式的无穷和的极限是常见的问题之一。求 n →∞时下列无穷和的极限： 

1) 2 3 2 3 2 3
1 1 1 2 1 nA
n n n n n n

= + + + + + +� . 

分析题目可知，可以通过变形使该和式的极限可以直观的使用定积分的方法求解，即 

1 1 21 1 1 .nA
n n n n
 

= + + + + + + 
 

�  

当n →∞时，有
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，将和式的极限转化为被积函数的区间为[ ]0,1 的定积分，进一步计算得 

1

0
1

1 4 2 2lim lim 1 1 d .
3 3

n

n n i

iA x x
n n→∞ →∞ =

= + = + = −∑ ∫  

从和式 A 我们可以进一步推广为和式 B。 

2) 
2 2 21 1 21 1 1 nB

n n n n

       = + + + + + +     
       

� . 

和式 B 与和式 A 求法相似，观察该和式我们可知当 n →∞时，有
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，我们将和式的极限

转化为被积函数的区间为 [ ]0,1 的定积分，进一步计算得 

2

0

1 2

1

1 πlim lim 1 1 d .
4

n

n n i

iB x x
n n→∞ →∞ =

 = + = + = 
 

∑ ∫  

对于和式 A 我们还可以推广到和式 C。 

3) 2 2 2
1 1 2 21 1 1n nC
n n n n n n

= + + + + + +� . 

首先提出一个
1
n
使和式 C 变形为 

1 1 1 2 21 1 1 .n nC
n n n n n n n
 

= + + + + + + 
 

�  
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当 n →∞时，有
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，由此可知需要将和式的极限转化为被积函数的区间为 [ ]0,1 的定积分

并进一步计算得 

( ) ( )
13

2
0

1

1

0

1 2 4 2lim lim 1 1 d 3 2 1 4.
15 15

n

n n i

i iC x x x x x
n n n→∞ →∞ =

 = ⋅ + = + = − + = −  
∑ ∫  

将和式 C 进一步推广到和式 D。 

4) 3 3 3
1 1 2 21 1 1 .n nD
n n n n n n

= + + + + + +�  

仍然提一个
1
n
出来使和式 D 变形为 

2 2 2
1 1 1 2 21 1 1 .n nD
n n n n n n n
 

= + + + + + + 
 

�  

故当 n →∞时，有
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，将和式的极限转化为被积函数的区间为 [ ]0,1 的定积分，进一步计

算得 

( ) ( )
131 2 2 2

2 0
1 0

1 2 44 2 16lim lim 1 1 d 15 12 8 1 .
105 105

n

n n i

i iD x x x x x x
n n n→∞ →∞ =

− = ⋅ + = + = − + + =  
∑ ∫  

下面来看根式为分数中的分母时的情况。 

5) 
2 2 2

1 1 1
1 2 3

E
n n n

= + + +
+ + +

� . 

提出一个
1
n
将和式 E 变形为 

2 2 2

1 1 1 1 .
1 21 1 1

E
n n

n n n

 
 
 = + + + 

      + + +            

�  

观察和式 E，当 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，我们将和式的极限转化为被积函数的区间为 [ ]0,1 的定积

分，进一步计算得 

( )
1

2
0 2 0

1 1lim d ln 1 ln 1 2 .
1n

E x x x
x→∞

 = = + + = +  +
∫  

和式 E 可再进一步推广为和式 F。 

6) 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 2
1 2

nF
n n n n n

 
= + + + 

+ + + 
� . 

仍然提出一个
1
n
将和式 F 变形 

2 2 2

2 2 2

1 2
1 .

1 21 1 1

n
n n nF

n n
n n n

                  = + + + 
      + + +            

�  
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当 n →∞时，有
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，由此可知需要将和式的极限转化为被积函数的区间为 [ ]0,1 的定积分

并进一步计算得 

( )12
2 2

0 2
0

1 ln 1 21 1 2lim d 1 ln 1 .
2 2 2 21n

xF x x x x x
x→∞

+ = = + − + + = +  +
∫  

5. 求三角函数类无穷和的极限 

求 n →∞时下列三角函数类无穷和的极限。 

1) 1 2sin sin sin
2 2 2

nA
n n n n

π π π = + + + 
 

� . 

提出一个
2
π
，使和式 A 变形为 

2 2sin sin sin .
2 2 2 2

nA
n n n n
π π π π = ⋅ + + + π  

�  

当 n →∞时， 0
2n
π
→ ，

2 2
n

n
π π
= ，该和式转化为定积分后，被积函数的区间为 0,

2
π 

  
，

2
x

n
π

∆ = ，进

一步计算可得 

[ ]2 2
00

1

2 2 2 2lim lim sin sin d cos .
2 2

n

n n i

iA x x x
n nπ

π π

→∞ →∞ =

π π
= = = − =

π π π∑ ∫  

和式 A 可进一步推广到和式 B： 

2) ( )2 2 2 211 2sin sin sin sin
2 2 2 2

n nB
n n n n n

− π π π π
= + + + + 

 
� . 

和式 B 在和式 A 的基础上给三角函数加上了平方，我们仍然提出一个
2
π
，原式可化为 

( )2 2 2 212 2sin sin sin sin .
2 2 2 2 2

n nB
n n n n n

− π π π π π
= ⋅ + + + + π  

�  

当 n →∞时， 0
2n
π
→ ，

2 2
n

n
π π
= ，该和式转化为定积分后，被积函数的区间为 0,

2
π 

  
，

2
x

n
π

∆ = ，故

进一步计算可得 

22 22
0

1 0

2 2 sin 2lim lim sin sin d .
2 2 2 4 4

n

n n i

i x xB x x
n n

π
π

→∞ →∞ =

π π π = = = − = π π  
∑ ∫  

再如： 

3) 2tan tan tan
4 4 4 4

nC
n n n n
π π π π = + + + 
 

� . 

当 n →∞时， 0
4n
π
→ ，

4 4
n

n
π π
= ，由此我们可以确定该和式的极限转化为定积分后，被积函数的区

间为 0,
4
π 

  
，

4
x

n
π

∆ = ，和式 C 等价于 

1
tan

4 4

n

i

iC
n n=

π π
= ∑ , 
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故进一步计算可得 

4 4
00

2lim tan d ln cos ln .
2n

C x x x
π π

→∞
= = − = −  ∫  

和式 C 可进一步推广到和式 D。 

4) 2 2 22tan tan tan
4 4 4 4

nD
n n n n
π π π π = + + + 
 

� . 

该和式的极限转化为定积分后，被积区间与和式 C 一致 

[ ]2 24 4
00

1
lim lim tan tan d tan 1 .

4 4 4

n

n n i

iD x x x x
n n

π π

→∞ →∞ =

π π π
= = = − = −∑ ∫  

将和式 D 进一步推广： 

5) 2 2sec tan sec tan sec tan
4 4 4 4 4 4 4

n nE
n n n n n n n
π π π π π π π = + + + 
 

� . 

该和式将两种三角函数进行结合，将和式的极限转化为定积分后可知函数的被积区间为 0,
4
π 

  
，

4
x

n
π

∆ = ，进一步计算得 

[ ]4 4
00

1
lim lim sec tan sec cos d sec 1.

4 4 4

n

n n i

i iE x x x x
n n n

π π

→∞ →∞ =

π π π
= = = =∑ ∫  

下面来分析如何求 n →∞时三角函数与根式结合的综合和式的极限。 

6) 2 2 2 2 2 2

2cos cos cos1 1 1
n

n n nF
n n n n n n

π π π

= + + + + + +� . 

首先需要提出一个
1
n
将和式 F 进行变形得 

1

1 2 11 cos 1 cos 1 cos 1 cos
n

i

n iF
n n n n n n=

   π π π π π π
= ⋅ + + + + + + = +   
π π   

∑� , 

观察到 n →∞时， 0
n
π
→ ，

n
n
π
= π，则可将无穷和的极限转化为求函数被积区间在 [ ]0,π 的定积分，

进一步计算可得 

0 0

1 1 2lim 1 cos d 2 cos d .
2n

xF x x x
π π

→∞
= + = =
π π π∫ ∫  

本方法也可由余弦函数推广到正弦函数。 
有的和式不能很直接的转化为无穷和的形式，此时我们不妨考虑放缩，使放缩后的和式处于一个相

对合理的范围，再通过夹逼定理的使用，我们便可以求出无穷和的极限。求 n →∞时下列无穷和的极限。 
2sin sin sin

.1 11
2

n
n n nS

n n n
n

π π π

= + + +
+ + +

�  

一方面，我们先将题干中的和式往较大的和式放缩 

1 2sin sin sin .nS R
n n n n

π π π ≤ + + + = 
 

�  
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我们将放缩后的和式在 n →∞时的极限求出来 
1

0

1 2lim sin d .
n

R x x
→∞

= π =
π π∫  

另一方面，我们将题干中的和式往较小的和式放缩 

1 2sin sin sin .
1

nS T
n n n n

π π π ≥ + + + = +  
�  

我们继续将放缩后的和式在 n →∞时的极限求出来 

0

11 2lim lim sin d .
1n n

nT x x
n→∞ →∞

= ⋅ =
+ π π∫  

根据上述计算结果再由夹逼定理可得 

2sin sin sin 2lim .1 11
2

n
n n

n n n
n

→∞

π π 
 π

+ + + = + π + +
 

�  

6. 求反三角函数类无穷和的极限 

既然我们可以使用定积分求三角函数类无穷和的极限，那么我们可不可以使用这种方法求反三角函

数类无穷和的极限呢？答案是肯定的。对于不同类型的反三角函数类无穷和，我们都可以使用定积分求

解，求 n →∞时下列无穷和的极限： 

1) 1 1 1 2 1arcsin arcsin arcsin nA
n n n n n n

= + + +� . 

对于该和式，观察到 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，则本题可转化为求函数在区间 [ ]0,1 的定积分，进一

步计算得 

0
1

1 1
2

0

1lim lim arcsin arcsin d arcsin 1 1.
2

n

n n i

iA x x x x x
n n→∞ →∞ =

π = = = + − = −
 ∑ ∫  

和式 A 可进一步推广到和式 B。 

2) 1 1 1 2 1arccos arccos arccos nB
n n n n n n

= + + +� . 

对于该和式，观察到 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，则本题可转化为求函数在区间 [ ]0,1 的定积分，进一

步计算得 
1 1

2
0 01

1lim lim arccos arccos d arccos 1 1.
n

n n i

iB x x x x x
n n→∞ →∞ =

 = = = − − =
 ∑ ∫  

再如： 

3) 1 1 2arctan arctan arctan nC
n n n n

= + + +� . 

对于该和式，观察到 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，则本题可转化为求函数在区间 [ ]0,1 的定积分，进一

步计算得 
1

2
0

1

01

1 ln 2lim lim arctan arctan d arctan ln 1 .
4 2

n

n n i

iC x x x x x
n n→∞ →∞ =

π = = = − + = −
 ∑ ∫  
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7. 求对数类无穷和的极限 

求下列 n →∞无穷和的极限。 

1) ( ) ( ) ( )1 ln 1 ln 2 ln ln .= + + + + + + −  �A n n n n n n
n

 

首先将和式 A 进行变形为 

1 1 2ln 1 ln 1 ln 1 nA
n n n n
      = + + + + + +            

�  

观察到 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，则求该和式的极限可转化为求函数在区间 [ ]0,1 的定积分，进一步

计算得 

( ) [ ]20
1

1

0

1lim lim ln 1 ln 1 d ln 2 ln 2 2.
n

n n i

iA x x x x x
n n→∞ →∞ +

 = + = + = − = − 
 

∑ ∫  

和式 A 可进一步推广到和式 C。 

2) 1 1 1 2 21 ln 1 1 ln 1 1 ln 1n nC
n n n n n n n
            = + + + + + + + + +                        

� . 

观察该和式，我们可知其等价于 

1

1   1 ln 1
n

i

i iC
n n n+

   = + +   
   

∑ ， 

观察到 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，则求该和式的极限可转化为求函数在区间 [ ]0,1 的定积分，进一步

计算得 

( ) ( )
0

1 3lim 1 ln 1 d 2ln 2 .
4n

C x x x
→∞

= + + = −∫  

当对数为分数中的分子时如下。 

3) 
( ) ( ) ( )

1 1 1
1 22 1 ln 2 2 ln 2 2 ln 2

D
nn n n n n

n n n

= + + +
     + + + + + +     
     

� . 

原式提出一个
1
n
后得到 

1

1 1

2 ln 2

n

i
D

i in
n n

=

= ⋅
   + +   
   

∑ , 

观察到 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，则求该和式的极限可转化为求函数在区间 [ ]0,1 的定积分，进一步

计算得 

( ) ( )
3

20
1

11 1 1lim lim d ln ln ln ln 3 ln ln 2.
2 ln 22 ln 2

→∞ →∞ =

= ⋅ = =   = − + +   + +   
   

∑ ∫
n

n n i
D x x

i in x x
n n

 

8. 求指数类无穷和的极限 

求下列无穷和的极限 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.138350


杨政懿，丁锋 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.138350 3685 应用数学进展 
 

1) 
1 21 e e e

n
n n nA

n
 

= + + + 
 

� . 

分析题目可知，当 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，由此我们可以确定该和式的极限使用定积分的方法求

解时，被积函数的区间为 [ ]0,1 ，进一步计算得 

1
1 2

0
1

1 1lim lim e e e lim e e d e 1.
n in

xn n n n
n n n i

A x
n n→∞ →∞ →∞ =

 
= + + + = = = − 

 
∑ ∫�  

和式 A 可进一步推广到和式 B： 

2) 
1 2

2 2 2
1 2e e e

n
n n nnB

n n n
= + + +� . 

提出一个
1
n
将和式 B 变形得 

1 21 1 2e e e .
n

n n nnB
n n n n
 

= + + + 
 

�  

当 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，故求该和式的极限可转化为求函数在区间 [ ]0,1 的定积分，进一步计算

可得 
1 2

1

0
1

1 1 2 1lim lim e e e lim e e d 1.
n in

xn n n n
n n n i

n iB x x
n n n n n n→∞ →∞ →∞ =

 
= + + + = = = 

 
∑ ∫�  

将三角函数与指数函数进行结合。 

3) 
1 21 1 2e sin e sin e sin

n
n n n nC

n n n n
 

= ⋅ + ⋅ + + ⋅ 
 

� . 

当 n →∞时，
1 0
n
→ ， 1n

n
= ，故求该和式的极限可转化为求函数在区间 [ ]0,1 的定积分，进一步计算

可得 

( ) ( )1
1

0
1 0

1 e e 1lim e sin e sin d sin cos sin1 cos1 .
2 2 2

i xn
xn

n i

iC x x x x
n n→∞ =

 
= = = − = − + ⋅

 
⋅∑ ∫  

和式 C 可进一步推广为含不同类三角函数的和式，此类和式的极限求法大致相同，不过多赘述。 

9. 结语 

在求解某类特殊的无穷和的极限的过程中，我们可以发现求这类求无穷和的极限都有固定的思路：

首先观察所求和式的形式，明确是否能够使用定积分求极限，然后提炼有效信息，再转化为定积分的形

式从而求出无穷和的极限。 
对于一些特殊无穷和的极限我们还需要使用放缩以及夹逼定理等方法进行求解，这些方法的使用需

要根据具体情况具体分析。一定的计算能力是处理这类题目所必需的素养。 
无穷项和的极限在科学和工程经常会遇到。对于一些存在规律的某些和的极限，可能寻求到一定方

法或特殊技巧进行求解，而有些尽管看起来有规律的某些无穷和的极限，实际上是机器困难的，都是科

学计算领域的难题。专著[6]-[11]中研究了一些极限的和，在其思考题和后记中给出了一些无穷和的极限

算式。例如，当 n →∞时，下列无穷和的极限存在， 
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1 1 1  1 ln
2 3nS n

n
= + + + + −�  

( ) 11 1 1 11 1
2 3 4

n
nT

n
−= − + − + + −�  

即 0.li 577 15m 2nS γ= = �， ln 2 0l .693147im nT = = �  
而给出了下列无穷和的极限猜想： 

2 2 11lim 0
1 2 2 1

n n

nP
n n n

α α α α− −

= + + + + + =
− −

� , 0 1α≤ < . 

下列无穷和恒等式成立： 
1 1 1 1 11 1 1 12 3 4 2 1 2 11 1 1 1 2 2

1 2 2

n n
n n n

n n n

− + − + + −
− = + + +

+ ++ + +
+ +

�
�

�
 

读者可以研究 n →∞时下列函数的极限[6]-[11]： 

(1) ( ) ( ) ( )2 12 2 11 2 3,
1 2 2 1

t tt t
F n

n n n
β ββ ββ

− −− −
= + + + + +

− −
� , 0 1β≤ < ; 

(2) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

2 1 3 2 1 2
= + + + + +

− − −
�R n

n n n n n
; 

(3) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1,
2 1 3 2 1 2ε ε ε εε = + + + + +

− − −
�K n

n n n nn
; 

(4) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1,
ln 2 1 ln 3 2 lnln 1 2

G n
n n n nn

ε ε ε εε = + + + + +
− − −  

� . 

本文求无穷和的极限方法可以推广到一些特殊矩阵和行列式的无穷和的极限[12]-[14]。 
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