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摘  要 

Igor Pak对立方体进行改造，构造出了表面和立方体等距同构的一个非凸多面体且围出更大的体积，本

文将此构造方法称之为“Pak折叠”，在其启发下，本文将Pak折叠思想运用于对正六面体以外的正多面

体的改造：(1) 正四面体、(2) 正八面体、(3) 正十二面体、(4) 正二十面体，我们进行了类似的改造，

详细计算了经过改造后所围体积，最终给出相应体积关于参数的渐近展开公式，从而发现决定体积增减

的决定性原因。我们推测，对于其他凸多面体，都可能有类似于Pak折叠的通用改造方法，但是由于非

正多面体的复杂性，该问题有待进一步解决证明。由于这样的改造在不改变表面积的情况下，会增加体

积，而且改造后的形状可能适用于一些特殊需要，由此我们也指出一些潜在的实际应用并计算了改造的

有效范围。 
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Abstract 
Igor Pak transformed the cube and constructed a non-convex polyhedron with anisometric surface 
and a larger volume. This construction method is named “Pak bending” in this paper. Inspired by 
it, we study the application of the idea of Pak bending to the transformation of regular polyhedron 
other than regular hexahedron: (1) Regular tetrahedron, (2) Regular octahedron, (3) Regular do-
decahedron, (4) Regular icosahedron. We carry out similar transformations, and calculate in de-
tail the volume after transformation. Finally, we give the formula of the corresponding volume with 
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asymptotic expansion of the parameter, and find the decisive factor that determines the change of 
volume. We speculate that for other convex polyhedron, there may be a general transformation 
method similar to Pak bending, but due to the complexity of non-regular polyhedron, this problem 
needs to be further solved and proved. Since such a transformation increases volume without 
changing surface area, and the modified shape may be suitable for some special needs, we also 
indicate some potential practical applications and calculate the effective range of the transfor-
mation. 
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1. Igor Pak 论文的研究成果及本文对“Pak 折叠”概念的提出 

通常在表面积相同的情况下，人们倾向于认为凸体所围的体积更大。然而 Igor Pak 在《Inflating the 
Cube Without Stretching》[1]一文中给出一个令人吃惊的结果。他通过对立方体进行改造，构造出了表面

和立方体等距同构的一个非凸多面体，且围出更大的体积。在后续研究中，研究者们也以此为基础，给

出了针对立方体更精细、体积更大的改造方法[2]。 
这里首先介绍一下 Igor Pak 所研究的构造，以下简称 Igor Pak 构造： 
Igor Pak 在文章中提出如下构造，改造步骤大致分三步：第一步切角，第二步拉平立方体的棱，第三

步将切下的角折叠一下盖回。 

考虑一个边长为 1 的正方体 C，定义它的表面 S = ∂C，定义一个较小常量
10,
2

ε  ∈ 
 

，在正方体的每 

个面上的四个角处剪去四个 ε × ε的正方形。 
① 定义剩余的表面 R， R S⊂  
R 每个面上有四个顶点，如 A、B、C、D 为一组，称为拐角，4 个拐角构成一个正方形，将 6 个正

方形沿其中心与正方体的中心的连线向外移(不改变正方形的大小形状)直至所有最相近的拐点之间的距

离，如 AE，为 2ε，得到如图 1 的图形： 
 

 
Figure 1. Pak bending (1) 
图 1. Pak 折叠(1) 

 
② 对于减去的 8 个正方体拐角，作如下改造(折叠)，如图 2： 

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2024.138357
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


汪诗文 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.138357 3747 应用数学进展 
 

 
Figure 2. Pak bending (2) 
图 2. Pak 折叠(2) 

 
得到一个缺少底面的、棱长为 2ε ，底边长为 2ε的正三棱锥。 
结合① ②，将②盖回①，得到多面体 Pε ，定义 Pε 的表面 S Pε= ∂ ，可以观察得到∂C 与 Pε∂ 是等距同

构的。 
我们在研究 Igor Pak 在提出的这个构造时，考虑到这个构造的独特性，而且之前没有概括性定义或

概念，为了研究和交流方便，我们暂且把上面这个构造方式叫做“Pak 折叠”。 
受 Igor Pak 构造启发，我们在下文对“Pak 折叠”做一些延伸研究。 

2. 将 Pak 折叠运用于正六面体以外的正多面体 

2.1. 正四面体 

现有一个棱长为 1 的正四面体。设原体积为 V，改造后的体积为 V'。 
在每个面上剪去三个角，如图 3 所示： 

 

 
Figure 3. Cut the “horns” 
图 3. 剪去“角” 

 
于是四面体整体剪下四个“角”，每个“角”由三个平面筝形拼成，大致形态如图 4 所示： 
令 1 1 1 1B C C D ε= = =� ，则 1 1 1 1 3A B A D ε= = =� ， 1 1 1 1 2A C A E ε= = =� 。 
沿 A1C1、A1E1、A1G1 折起，将 A1D1、A1F1、A1B1 拉平，由于 1 1 1 1 1 1 90A D C A D E∠ = ∠ = �，拉平后的

C1、D1、E1在同一直线上，得到如图 5 所示的形状： 
以 A1、C1、E1、G1为顶点的、棱长为 2ε的、没有底面的“正四面体”。 
下面对减去“角”后的正四面体的剩余部分进行与 Pak 类似的改造，如图 6： 
将图中蓝色正三角形向外移，不改变其大小形状，直至 CD 与 AB、EF 共面，AB、EF 成为新的折痕，

如图 7： 
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Figure 4. The “horn” that has been cut off 
图 4. 剪下的“角” 

 

 
Figure 5. The transformed “horn” 
图 5. 改造后的“角” 

 

 
Figure 6. The remaining part of the regular tetrahedron 
图 6. 正四面体的剩余部分 

 

 
Figure 7. The transformed remaining part 
图 7. 改造后的剩余部分 
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由于 90ACD ECD∠ = ∠ = �，所以点 A、点 C、点 E 共线，同理点 B、点 D、点 F 共线。 
平面四边形 AEFB 是长为(1 2 3ε− )，宽为 2ε的矩形。 
最后将 4 个“正四面体”贴回 4 个角。 
下面计算改造后的多面体的体积： 

如图 8：阴影部分的中心正四面体 ( )3

1
2 1 2 3

12
V ε= −  

(正四面体体积
2

12
= 棱长 3 [3]) 

 

 
Figure 8. The centred regular tetrahedron 
图 8. 中心正四面体 

 
观察图 9 棱柱，易知是直棱柱。 

 

 
Figure 9. The right prism 
图 9. 直棱柱 
 

计算棱柱的底面： 
令正四面体相邻两面所成二面角为 α。此三角形是顶角为 π-α、底边为 2ε的等腰三角形，如图 10： 

3
2cossin

22 2

d ε ε εααπ 
=

 


=



=
−

。(正四面体二面角
12arcsin
3

=  [3]) 

如图 11 扁棱柱(共 4 个)体积 ( )2

2
3 31 2 3

4 2
V ε ε= − ⋅ 。 
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Figure 10. The isosceles triangle 
图 10. 等腰三角形 

 

 
Figure 11. The flat prism 
图 11. 扁棱柱 

 

直棱柱(共 6 个)体积 ( )
2

3
1 3 2 21 2 3
2 2 3

V ε ε
 

= − ⋅ ⋅ ⋅ 
 

。 

底面边长为 2ε、侧棱长为
3
2
ε 的正三棱锥(共 4 个)如图 12： 

 

 
Figure 12. The regular triangular pyramid 
图 12. 正三棱锥 

 

计算得高
6

h ε
= ， ( )2

4
3 2

4 6
V εε= ⋅ 。 
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总体积

( )

( ) ( ) ( )

2
1 2 3 4

3 2 2 3 3

2 3

24 6 4 4 2
12

2 3 8 21 2 3 1 2 3 3 2 1 2 3 2 2
12 32

2 3 2 6 686 2 2 8 6
12 2 3

V V V V V ε

ε ε ε ε ε ε ε

ε ε ε

′ = + + + + ×

= − + − ⋅ + − ⋅ + +

−  = + − − 
 

 

2
12

V = 。 

0ε → 时，V V′ > 。 
以下正八面体、正十二面体、正二十面体进行类似的改造，过程略写。 
仍设原体积为 V，改造后的体积为 V'，相应正多面体相邻两面所成二面角为 α。 

2.2. 正八面体 

“角”改造为所有棱长均为 2ε的正四棱锥，如图 4、图 5。 
如图 13，计算得： 

( )32 1 2 3
3

V ε′ = −  (正八面体体积
2

3
= 棱长 3 [3]) 

( ) ( ) ( ) ( )
3 2 22 2 2 2 23 18 1 2 3 12 1 2 3 sin 6 2 2 6 2 4 2

4 2
d d dε ε β ε ε ε ε ε+ × − ⋅ + × − ⋅ ⋅ + × − + × −  

 

    
Figure 13. The transformed regular octahedron 
图 13. 改造后的正八面体 

 
类似地，如图 10：计算得： 

3
cossin

22 2

d ε ε ε
ααπ 



=


 

= =
−

 (正八面体二面角
62arcsin

3
=  [3]) 

( )

2 3
1 2

2 3
1 2

2 2 6 6
3
2 2 3 6

3

V k k

k k

ε ε ε ε

ε ε ε

′ = − + + +

= + − + +
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2
3

V =  

0ε → 时，V V′ > 。 

2.3. 正十二面体 

5arccos
5

α =π −  

类似地，如图 10：计算得： 

( )
2 5 5

1 cos 2
d ε ε

απ
+

= ⋅ = ⋅
− −

 (正十二面体二面角
22arcsin

5 5
=

−
 [3]) 

如图 14、图 15，“角”： ( )1 1 5 1A C ε= − ， 1 1 5 2 5A B ε= − 改造为正三棱锥 
 

 
Figure 14. The “horn” that has been cut off 
图 14. 剪下的“角” 

 

 
Figure 15. The transformed “horn” 
图 15. 改造后的“角” 

 
如图 16：计算得： 

( )315 7 5 1 2 5 2 5
4

V ε+′ = − −  (正十二面体体积
15 7 5

4
+

= 棱长 3 [3]) 
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( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2

22 2 2

22 2

2 3
1 2

2 3
1 2

5 5 512 1 2 5 2 5
24 5 2 5

1 3 430 1 2 5 2 5 sin 20 2
2 4 3

3 420 2 5 1
4 3

3 15 7 5 5 2 515 7 5 12 5 5 5
4 2 4 5 2 5 2

15 7 5 5.865
4

d d

k k

k k

ε ε

ε α ε ε

ε ε ε

ε ε ε ε

ε ε ε

+
+ × − − ⋅

−

+ × − − ⋅ ⋅ − + × −

 + × − − 

+ −+ × × +
= − + + +

− ⋅

+
= + + +

π

 

15 7 5
4

V +
= 。 

0ε → 时，V V′ > 。 
 

    
Figure 16. The transformed regular dodecahedron 
图 16. 改造后的正十二面体 

2.4. 正二十面体 

5 1cos
2 2 3
α −
= ，

5 1sin
2 2 3
α +
= (正二十面体二面角

1 52arcsin
2 3
+

=  [3]) 

如图 10，类似地计算可得 

( )3 5 12 3
25 1cossin

22 2

d ε ε ε εαα

+
= = =

π 
 −



⋅ =


−

 

如图 17：计算得： 

( )315 5 5 1 2 3
12

V ε+′ = −  (正二十面体体积
15 5 5

12
+

= 棱长 3 [3]) 

( ) ( )

( ) ( )
( )

2

2

1 2

3 5 1320 1 2 3
4 2

3 5 1130 1 2 3 sin 12 12
2 2

V V

ε ε

ε ε α

+
+ × − ⋅

 +
 + × − ⋅ ⋅ − + +
 
 

π
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( ) 2 3
1 2 1 2

15 5 1 3 5 1515 5 5 12 12
12 2

k k V Vε ε ε
+ − −+

= + + + + +  

易知， 3
1 2,V V ε∝  

15 5 5
12

V +
= 。 

0ε → 时，V V′ > 。 
于是 Pak 折叠在所有正多面体上都适用。 

 

    
Figure 17. The transformed regular icosahedron 
图 17. 改造后的正二十面体 

2.5. 归纳延伸 

事实上，当 0ε → 时，
d d
d
VV Vε
ε

∆ = × = 关于 ε的一阶导 × ε (即 V 表达式中 ε一次项) = 正多面体原 

表面积 × 移动后的每个面到原来的面的距离 h (本文未给出 h 的计算)。 

如(1)正四面体中：
3 2 6 3 3 14

2 4 2 2
ε ε

 −
= ⋅ × − 

 
 

容易观察到，对正多面体进行 Pak 折叠时，每个面都是向外移动的，即 h > 0，且容易证明 h ε∝ ；

而每个角、棱上的改造是 ε高阶无穷小，可以忽略不计，因此 0ε → 时，V 关于 ε的一阶导数必然大于 0，
即改造后的体积必然变大。 

当 ε逐渐变大，角和棱上的体积减少变得不可忽略，V 也可能相应变小。 
直观地说，Pak 折叠使凸多面体变为凹多面体的同时体积增大，本质是因为每个面都比原来突出，

而棱角处凹陷的体积相比面突出的体积是无穷小的高阶项。 
因此，对于其他凸多面体，都可能有类似于 Pak 折叠的通用改造方法，使构造出等距同构的、凹的、

体积变大的多面体，但是由于非正多面体的复杂性，该问题有待进一步解决证明。 

3. Pak 折叠在实践中可能的运用及改造的有效范围 

如表面积不变的同时增加了容积，可以节省包装材料；部分突出的凹多面体可以有效保护凹陷的中

间部分；突出的八个角可能起到探测作用……Pak 折叠在实际中有许多待发掘的应用价值。 
Pak 在文章中只证明了 0ε → 时改造后的体积变大。为了在实际中运用该构造，我们需要知道 ε具体

在什么范围内是有效的。 
将 Pak 的列式准确计算得到： 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 2 2 3

2 3

8 21 2 6 2 1 2 12 1 2
3

80 21 6 2 1 24 2 1 32
3

V ε ε ε ε ε ε

ε ε ε

= − + − + − +

 
= + − − − + − 

 

 

一阶导 ( ) ( ) 280 26 2 1 48 2 1 3 32
3

V ε ε
 

′ = − − − + − 
 

。 

于是计算得到 ( )0,0.3026ε ∈ 时，V > 1。 

二阶导 ( ) 80 248 2 1 6 32
3

V ε
 

′′ = − − + − 
 

 

于是 ( )0,0.1425ε ∈ 时，V 单调递增。 
( )0.1425,0.3026ε ∈ 时，V 单调递减。 
0.1425ε = 时，V 有最大值。 

上述结果表明 ε 在一个较宽泛的范围内时，对正方体进行 Pak 折叠都可以得到表面积相同、等距同

构、同时体积更大的凹多面体。这可能在物流运输、产品包装、海洋探测、天文探测等方面有参考、运

用价值。 

4. 结论 

将 Pak 折叠应用到其他正多面体，可以构造出等距同构的、凹的、体积变大的多面体，其体积增减

的决定性原因在于，每个面都比原来突出，而棱角处凹陷的体积相比面突出的体积是无穷小的高阶项，

因此，对于其他凸多面体，都可能有类似于 Pak 折叠的通用改造方法，但是由于非正多面体的复杂性，

该问题有待进一步解决证明。Pak 折叠在实际中有许多待发掘的应用价值，为此我们也给出了改造的有

效范围。 
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