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摘  要 

本文讨论了离散动力系统
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的收敛性。应用级数理论，给出了系统收敛的两个充分条件。

当1 p q< = 时，该动力系统是收敛的；当 0 p q< < 且 1q > 时，该动力系统是收敛的。为更好解释相关理

论，以24年阿里巴巴全球数学竞赛决赛的一道试题进行实例分析。同时，通过数值模拟的方式进一步验

证了理论的正确性。 
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Abstract 

The article discusses the convergence of the system 
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two sufficient conditions for the system convergence are provided: condition 1 p q< =  ensures 
convergence, while condition 0 p q< <  and 1q >  guarantees convergence. To better illustrate 
these theories, a problem from the finals of the 24th Alibaba Global Mathematics Competition is 
analyzed as a case study. Additionally, the correctness of the theory is further validated through 
numerical simulations. 
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1. 引言与预备知识 

动力系统是对某种确定性规则的描述，而抽象出来的数学模型。根据描述方式的不同，动力系统可

分为离散动力系统和连续动力系统。 
对于一般的离散动力系统，求出具体解析表达式是非常困难的。因此，离散动力系统的研究主要围

绕解的敛散性、解的稳定性等，即系统的动力学性质。目前关于离散动力系统的研究主要基于局部分支

理论，如梁志清等应用分支理论研究了捕食与被捕食的系统周期解的稳定性[1]；刘雨晴应用分支理论得

出了几类离散动力系统产生各种分支的充分条件[2]。但是分支理论的计算方法比较固定，并且计算量较

大。同时，随着计算机技术的发展，可以应用数值计算的方法研究离散动力系统的动力学性质[3] [4]。由

研究内容可得，离散动力系统在生物医疗、混沌控制等领域用广泛的应用[1]-[4]，因此对离散动力系统的

研究是必要的。虽然分支理论已经较完善，但是计算方法较固定且计算量大。同时，目前对应非驻定离

散动力系统的研究较少，如何分析此类系统的动力学性质是一个值得探讨的问题。 
本文基于级数的相关的理论，给出了一类一维离散动力系统收敛的充分条件。为离散动力系统的研究

提供新的思路。由于非驻定离散动力系统的研究缺乏相关理论，因此本文研究的非离散动力系统具有形式

简单的特点。在以后的研究中，将尝试将本文的研究方法推广到高维、形式一般的非驻定离散动力系统。 
为更好叙述本文结果，现叙述相关基本事实。 
stolz 定理[5] [6]：若 ny 是严格单调递增的，且 lim nn

y
→+∞
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p 级数的收敛性[7] [8]：当 1p > 时，
1

1
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∑ 是收敛的。 

伯努利不等式[9] [10]：当 0α > 时，对于任意 1x > 都有 ( )1 1x xα α+ − > 。 

2. 主要结果与证明 

考虑如下动力系统 
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其中 , 0p q > 。 
定理 2.1. 当 1p q= > 时，动力系统(1)是收敛的。 
证明：由于 10 1x≤ < ，因此易得 0nx > 。设当 n k= 时， kx k≤ ，则当 1n k= + 时有 
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由 stolz 定理可得， qA A= ，从而得 0A = 或 1A = 。注意到 nx
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因此 lim nn
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存在，即{ }nx 收敛。即系统(1)是收敛的。 

定理 2.2. 当 q p< 且 1p > 时，动力系统(1)是收敛的。 
证明：类似上述证明，可得{ }nx 单调递增，且满足 nx n≤ 。 
若 1nx < 恒成立，那么显然{ }nx 收敛，即动力系统(1)收敛。 
若存在 2N ，使得

2
1Nx ≥ 。根据{ }nx 单调递增可得，当 2n N≥ 时， 1nx ≥ 。从而有 
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收敛，因此{ }nx 收敛，即动力系统(1)是收敛的。 

3. 实例分析与数值模拟 

例 3.1. (24 年阿里巴巴全球数学竞赛决赛)定义序列 
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存在并且有限。 

解：对于动力系统(1)，取 2p q= = 。根据定理 2.1.可得 lim nn
a

→+∞
存在并且有界。 

为进一步验证理论的正确性，考虑如下序列 

1 3
n
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xx x
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分别取 1
1
3

x = ， 1
1
2

x = ， 1
3
4

x = ，进行迭代。迭代结果图 1 所示： 

 

 
Figure 1. Iterative results graph with different initial values 
图 1. 不同初值的迭代结果图 

 
由图可得，三个初值最终都是收敛的。且容易验证上述系统，满足定理 2.2.的条件。这也再次验证

了本文论文结果的正确性。 
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