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摘  要 

本文基于一类含有高阶项的三项式Mooney-Rivlin材料模型，计入边界条件、外部激励和结构阻尼，建立

了描述半无限长超弹性圆柱壳非线性动力学行为的数学模型。假设圆柱壳产生径向和轴向对称变形，得

到圆柱壳在变形过程中产生的动能和势能。考虑外部载荷作用，在轴向方向上得到外力对圆柱壳所做的

功，进而得到圆柱壳的总势能。基于拉格朗日函数，利用变分原理，得到了描述圆柱壳非线性径向和轴

向运动的非线性偏微分方程组。利用不可压缩约束条件，将圆柱壳的径向和轴向运动进行解耦，得到了

一类描述圆柱壳径向运动的单一偏微分方程。为了方便对方程求解，利用行波变换，得到了一类非线性

常微分方程，即行波方程，该方程可用于描述圆柱壳的非线性径向运动。 
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Abstract 
Based on a class of ternary Moonie-Rivlin material models with higher-order terms, a mathematical 
model describing the nonlinear dynamic behavior of a semi-infinite superelastic cylindrical shell is 
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established by considering boundary conditions, external excitations and structural damping. It is 
assumed that the cylindrical shell produces radial and axial symmetric deformation, and the kinetic 
energy and potential energy generated by the cylindrical shell during deformation are obtained. 
Considering the external load action, the work done by the external force on the cylindrical shell in 
the axial direction is obtained, and then the total potential energy of the cylindrical shell is obtained. 
Based on the Lagrangian function and the variational principle, the nonlinear partial differential 
equations describing the nonlinear radial and axial motion of the cylindrical shell are obtained. By 
using incompressible constraints, the radial and axial motions of a cylindrical shell are decoupled, 
and a single partial differential equation describing the radial motion of a cylindrical shell is obtained. 
In order to solve the equations conveniently, a class of nonlinear ordinary differential equations, 
namely traveling wave equations, is obtained by using traveling wave transform, which can be used 
to describe the non-linear radial motion of cylindrical shells. 
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1. 研究意义 

埋地输油管道，大多是由橡胶内衬层、钢架增强层和高密度聚乙烯(HDPE)保护层所构成，其中橡胶

材料和 HDPE 材料可以看作是超弹性材料，它们具有良好的耐腐蚀性和减振特性(如图 1)。 
 

 
Figure 1. Structure diagram of buried oil pipeline 
图 1. 埋地输油管道结构图 

 
当前，新建的管线大都采用大口径、高压力的管道，其在服役期间会受到内部和外部的碰撞冲击、

交变载荷等影响，不可避免的产生结构的大幅度振动，进而造成疲劳损伤，甚至会引发重大的安全事故。

据不完全统计，近 20 年来，美国、加拿大、欧洲的油气管道事故率年平均值分别为 0.5、0.4、0.35 次/km，

总平均值约为 0.4 次/km，而我国管道安全事故率年平均值却高达 3 次/km [1]。大幅度的振动总是展现出

非线性动力学特征。由此可见，超弹性圆柱壳非线性动力学相关理论研究具有重要工程应用价值。吸引

了众多学者的关注，是目前十分活跃的研究领域。 
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准确有效的对结构损伤进行检测和评估，将有可能避免重大的安全事故。利用结构中弹性波的传播

可以实现对结构损伤的无损检测[2]。非线性波，尤其是孤立波，是由非线性效应和色散效应相互作用而

形成的一种行波，非线性效应可以很好的抵抗色散作用，使得孤立波能在传播较长一段距离内仍保持能

量不变，波幅不变。目前，关于超弹性结构中非线性波传播的研究处于高速发展阶段，已取得了丰硕的

研究成果[3]-[5]。但是为了简化问题的研究难度，大多忽略了结构边界的影响，而采用无限长的结构模型。

此外，为了方便求解，对超弹性圆柱壳非线性动力学行为的研究，大多是基于简单形式的应变能函数建

立模型。为了能够对超弹性圆柱壳的结构损伤进行检测评估，需要在其一端施加冲击作用，边界条件对

圆柱壳内非线性波传播特征的影响成为不可忽略的因素，并且基于更准确的应变能函数建模，是圆柱壳

缺陷检测、健康诊断等工作的理论依据。 
超弹性圆柱壳通常适用于特殊环境，往往会受到冲击、风载、摩擦等外部激励作用。在外部激励影

响下，结构中的非线性行波是不稳定的，当激励增大到足以使非线性行波失去稳定性时，圆柱壳中可能

出现一些复杂的非线性动力学行为，如分岔、混沌等，从而导致圆柱壳结构在工程应用过程中出现不可

预知的安全隐患，甚至造成重大的人身伤亡和经济损失。此外，由于圆柱壳在外部激励作用下的振动中

会存在结构内摩擦等现象，故对实际结构的动力学建模也应考虑外部激励和阻尼因素。 
为了提高缺陷检测技术的检测精度和应用范围，并增强检测工艺的科学性，本文拟基于一类复杂应

变函数，计入边界条件、外部激励、结构阻尼的影响，建立描述半无限长超弹性圆柱壳非线性动力学行

为的数学模型。本文的研究将在丰富超弹性结构数学模型的同时，为超弹性圆柱壳的损伤、缺陷的检测

提供理论依据，具有重要的理论意义和工程应用价值。 

2. 模型建立 

假设圆柱壳在轴向周期载荷作用下产生径向和轴向对称变形，其运动模式为[6] [7]  

 ( ) ( ), , , ,r R u Z t R z Z w Z tθ= + = Θ = +  (1) 

圆柱壳的变形梯度张量 F 如下所示 
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右 Cauchy-Green 张量 T=C F F 的表示形式为 
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张量C 的三个主不变量分别为 
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本文选用的应变能材料本构关系是 Tschoegl 提出的一类改进的三项式 Mooney-Rivlin 材料模型，这

https://doi.org/10.12677/aam.2024.139416


赵冠充，王大卫 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.139416 4363 应用数学进展 
 

种含有高阶项的 Mooney-Rivlin 模型能够更好的描述填充与非填充的橡胶材料的变形行为。相应的应变

能函数形式如下所示[8] 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 10 1 01 2 11 1 2, 3 3 3 3W I I I I I Iµ µ µ= − + − + − −  (5) 

根据不可压缩超弹性材料的约束条件 3 1I = ，可以将圆柱壳径向和轴向变形进行解耦，得到如下关系

式 

 ( )21 1u λ+ =  (6) 

其中 1 0Zwλ = + > 表示轴向伸长率。结合不可压缩条件(6)，容易看出材料模型的应变能函数(5)是关于变

量 , ,R u λ 的函数。 
下面将利用变分原理导出圆柱壳的运动方程，单位体积圆柱壳的动能函数 K 的表达式为 
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每单位体积圆柱壳的势能 P 的表达式如下所示 
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根据不可压缩超弹性材料的约束条件 3 1I = ，即式(6)，可以将圆柱壳径向和轴向变形进行解耦。式(8)
的具体形式为 
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圆柱壳受到沿杆轴向方向的载荷作用，其中载荷作用形式为 ( )sinq Z ctω − ，q 为单位杆长的扰动幅

值，ω 是扰动频率。在轴向方向上，外力对圆柱壳做的功为 
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则每单位长度圆柱体的总势能为 
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本文基于变分原理导出了描述圆柱壳轴对称运动的控制方程。拉格朗日函数 L 的形式如下 

 ( ) ( )2, , , , , 1 1Z t tL u u u w w K p uλ λ = − Λ − + −   (11) 

进一步整理为 
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其中 p 是拉格朗日乘子。对函数 L 式(12)变分，得到欧拉–拉格朗日方程如下 
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将欧拉–拉格朗日方程(13)，(14)进一步整理为 
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由式(15)解得 p 的表达式如下 
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将式(17)代入式(16)中整理得 
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由此得到考虑外加载荷和阻尼对系统的摄动时，描述不可压缩超弹性圆柱壳轴对称运动的微分方程

(18)。 

3. 行波变换 

引入行波变换 Z ctξ = − ，其中 c 为波速，将行波变换代入到式(15)中整理得 
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对方程(19)关于变量ξ 积分得 
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其中 d 为积分常数。 
将势能 P 的表达式(8)代入方程(20)中
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整理得到控制方程 
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 (21) 

在上述对控制方程的推导过程中，没有考虑阻尼力的作用。在实际问题中，阻尼是不可避免的，这

里假设阻尼力与轴向速度成正比，即在控制方程(21)的右端加上一项阻尼力 D，其表示形式如下所示 

 ( ) ( )2 2 2 2 2
0

d d
B

t tA

wD R R B A w B A w
t

χ χ χ
π ∂

= ⋅ Θ = π− = −π
∂∫ ∫  (22) 

其中 χ 是阻尼系数。 
利用行波变换，有 tw cwξ= − ，阻尼力的表示形式可重写为 

 ( )2 2D c B A wξχ= − −π  (23) 

将 D 的表达式(23)代入控制方程(21)的右端，可得 
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利用不可压缩条件 ( )21 1uλ− = + ，将方程(24)转化为描述圆柱壳径向运动的控制方程如下所示 
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 (25a) 

根据位移边界条件：假设圆柱壳的固定端部不发生轴向和径向位移，有 

 ( ) ( ), 0, 0 , 0, 0 1r R Z t R Z tλ= = = = = =  (25b) 

其中 λ 是轴向伸长率。 
将边界条件(25b)带入控制方程(25a)，确定积分常数为 

 2qd cρ
ω

= − −  (26) 

将积分常数 d式(26)代入到方程(25a)可以得到描述不可压缩超弹性Mooney-Rivlin材料圆柱壳径向对

称运动的行波方程如下所示 
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将上式进一步整理为 
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 (28) 

在轴向周期载荷和结构阻尼的作用下，行波方程(28)可以用于描述由一类改进的三项式 Mooney-
Rivlin 材料模型组成的半无限长超弹性圆柱壳中的径向行波传播问题。 

4. 结语 

为了提高结构缺陷的检测精度，考虑结构边界、外部激励和结构阻尼对超弹性圆柱壳非线性动力学

特性的影响必不可少。本文基于一类含有高阶项的三项式 Mooney-Rivlin 材料模型，建立了描述轴向激励

下半无限长超弹性圆柱壳轴向非线性和径向非线性耦合运动的数学模型，并利用行波变换，将其转化为

一类描述圆柱壳非线性径向运动的行波方程。构建该类数学模型，可以为超弹性圆柱壳的损伤、缺陷的

检测提供理论依据，具有重要的理论意义和工程应用价值。属于取自工程实际、又有理论意义的、非线

性动力学中的前沿问题。 
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