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摘  要 

考虑在移动环境下Fisher-KPP方程受迫行波的存在性及其渐近行为，并假设此方程的内禀增长率函数恒

大于某正常数。利用单调迭代的技巧证明了方程的非减受迫行波和非负受迫行波的存在性，进一步研究

了两种受迫波的渐近行为。 
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Abstract 
In this paper, we consider the existence and the asymptotic behavior of the Fisher-KPP equation in 
the shifting habitat, and assume that the intrinsic growth rate function of this equation is always 
greater than a normal number. Using the technique of monotone iteration to prove the existence of 
non-decreasing and non-negative forced waves of the equation, we further study the asymptotic 
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behavior of two forced waves. 
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1. 引言 

在生态种群动力学的研究中，诸如种群的数量变化、渐近传播以及物种入侵等问题都可以通过建立

合适的反应扩散方程模型来进行研究[1]-[5]。许多应用数学学者[6]-[13]利用反应扩散方程来描述环境变

化对物种持续性的影响。特别地，Li 等人[6]建立如下反应扩散方程 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

, ,
, , , 0, ,

u t x u t x
d u t x r x ct u t x t x

t x
∂ ∂

= + − − > ∈  ∂ ∂
  (1) 

来研究在气候变化的影响下物种在移动栖息地灭绝和持久生存的条件以及渐近传播速度。其中 ( ),u t x 表

示种群在时间 t 位置 x 的密度大小，常数 0d > 表示种群扩散系数， ( )r ⋅ 表示内禀增长率函数，以速度 0c >
变化。Li等人假设 ( )r ⋅ 满足非减连续且 ( ) ( )0r r−∞ < < +∞ 的条件。Hu和Zou [8]证明了对任意给定的 0c > ，

方程(1)均存在一个连接 0 和 ( )r +∞ 的非减受迫行波 ( ) ( ),u t x x ctϕ= − 。其中，受迫行波是指其波速与环

境移动速度 c 相同的波。Berestycki 和 Fang [9]考虑了方程(1)中的反应项为 ( ),f x ct u− 的情形，运用 PDE
的理论方法证明了强迫行波的完全存在性和多重性以及它们的吸引性，并考虑了行波在 +∞ 处的衰减速

度。Yang 等人[12]还讨论了气候变化下局部扩散 Lotka-Volterra 合作系统受迫行波的存在性及其渐近行

为。此外，Hu 等人[13]把内禀增长率函数的条件减弱为： ( )r ⋅ 非减连续且满足 ( ) ( )0r r−∞ ≤ < +∞ ，并研

究了移动环境下非局部扩散 Lotka-Volterra 型合作系统的受迫行波的存在性。 
受上述研究工作的启发，我们将探讨种群受气候变化影响较弱或种群栖息地环境轻微恶化的情形下

局部扩散 Fisher-KPP 方程受迫行波的存在性及其渐近行为，且假设如下条件成立： 
(A1) 函数 ( )r ⋅ 在上非减有界且连续，并满足 ( ) ( ) 0r r+∞ > −∞ > 。 
(A2) 函数 ( )r ⋅ 在上连续可微，且 ( )r′ ±∞ 存在。 
首先将方程(1)的受迫行波解记作 ( ) , : x ctϕ ξ ξ = − 。那么，方程(1)可转化为如下非自治常微分方程 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .c d rϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ− = + −′′   ′  (2) 

此外，方程(2)对应的极限方程分别为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c d rϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ− = + +∞′ −′ ′     (3) 

和 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c d rϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ− = + −∞′ −′ ′     (4) 

注意到 ( ) ( ) 0r r+∞ > −∞ > ，那么极限方程(3)和(4)分别有正平衡点 ( )r +∞ 和 ( )r −∞ 。因此，我们将考虑连

接两个正平衡点之间行波的存在性，即探讨对任意 0c > 方程(2)是否存在满足边界条件 

 ( ) ( ) ( ) ( )lim ,   limr r
ξ ξ

ϕ ξ ϕ ξ
→−∞ →+∞

= −∞ = +∞  (5) 
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的非减的解。又由于 ( ) 0r −∞ > ，我们还将在一定条件下探寻方程(2)满足边界条件 

 ( ) ( ) ( )lim ,   lim 0r
ξ ξ

ϕ ξ ϕ ξ
→−∞ →+∞

= −∞ =  (6) 

的非负解。为达到研究目的，我们还需要如下假设条件： 
(A*) 存在常数 0ρ > 使得当ξ → +∞时 ( ) ( ) ( )er r o ρξξ −+∞ − = 成立。 
我们的研究结果将表明在种群受气候变化影响较弱或环境恶化程度较轻时(即物种内禀增长率恒正

时)，种群在任何一个区域内都能持久生存( ( ) ( ) 0rϕ −∞ = −∞ > )。 
本文剩余部分安排如下：在第 2 节中我们将给出一些预备知识，定义 F 算子并验证它的一些性质，同

时构造两对恰当的上下解。在第 3 节中我们将利用单调迭代技巧结合波动引理证明非减受迫行波和非负受

迫行波的存在性。此外，在第 4 节中我们将研究两种行波在 ±∞处的渐近行为。 

2. 预备知识 

首先，我们介绍一些函数空间。设 ( ),C   表示由上所有连续函数组成的空间，C+ 表示由所有非

负连续函数组成的空间，记 

 ( ) ( ) ( ), , | sup ,BC u C u
ξ

ξ
∈

 = ∈ < ∞ 
 

      

对任意的 ( ), ,u v C∈   ，如果 u v C+− ∈ ，我们记u v≥ 或 v u≤ 。 
令 ( )2rα = +∞ ，则方程 2 0d cλ λ α− − + = 有如下两个实根： 

 
2 2

  4 40, 0.
2 2

 c c d c c d
d d

α αλ λ− +
− − + − + +

= < = >   

定义二阶微分算子∆和它的逆 1−∆ 分别为 

 : ,h dh ch hα′′ ′∆ = − − +   

 ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1 1: e d e d .h h h

d
ξ λ ξ η λ ξ η

ξ
ξ η η η η

λ λ
− +

+∞− −−

−∞
+ −

 ∆ = +  − ∫ ∫   

不难验证对任意给定的连续有界函数 h 都有 ( )1h h−∆ ∆ = 。另外，若 ,h h′ ′′也是连续有界函数，那么

( )1 h h−∆ ∆ = 。 
定义 2.1 若 ( ) ( ) ( ), ,BCϕ ξ ϕ ξ ∈   满足 ( ), , , ,Lϕ ϕ ϕ ϕ ∞′ ′ ′′ ′′∈   ，ϕ ϕ≥ ，ϕ′′和ϕ′′在 { }\ jξ 上连续( jξ

为一有限递增点列)，且有 ( ) ( )j jϕ ξ ϕ ξ′ ′+ ≤ − ， ( ) ( )j jϕ ξ ϕ ξ′ ′+ ≥ − ，此时，若有不等式 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c d rϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ′ ′′− ≥ + −    (7) 

和 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c d rϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ′ ′′  − ≤ + −   (8) 

在 { }\ jξ 上成立，则称 ( )ϕ ξ 和 ( )ϕ ξ 为方程(2)的一对有序上下解。 
给定一对有序上下解，可以构造先验集Γ： 

 ( ){ }| , , .BCϕ ϕ ϕ ϕ ϕΓ = ∈ ≤ ≤    

对任意ϕ∈Γ，定义如下算子： 

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1: .H rϕ ξ αϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ= + −     

接下来，我们定义算子 F，其中 1F H−= ∆ 。下面我们先讨论算子 F 的一些性质。 
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引理 2.1 F 是一个非减算子，且 ( )F Γ ⊂ Γ。 
证明 一方面，取 ˆ,ϕ ϕ∈Γ 且满足 ˆϕ ϕ≥ ，则对任何ξ ∈有 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ ˆ 0.H H rϕ ξ ϕ ξ α ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ− = + − − − ≥     

从而，对任意的ξ ∈，有 ( )( ) ( )( )ˆF Fϕ ξ ϕ ξ≥ 。即 F 是一个非减算子。 
另一方面，由 ( )F Γ 的定义可知，我们只需证对所有ϕ∈Γ都有 

 ( ) .Fϕ ϕ ϕ≤ ≤   

由于 ( )ϕ ξ 和 ( )ϕ ξ 是一对有序上下解，结合文献[14]的引理 3.2 我们有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, .F H F Hϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − − −= ∆ ≥ ∆ ∆ = = ∆ ≤ ∆ ∆ =  (9) 

又由 F 是一个非减算子，所以对任意的ϕ∈Γ有 

 ( ) ( ) ( ).F F Fϕ ϕ ϕ≤ ≤  (10) 

结合(9)和(10)得到 ( )F Γ ⊂ Γ。证毕。 
引理 2.2 若 ( )ϕ ξ ∈Γ非减，则 ( )( )F ϕ ξ 关于ξ 也非减。 
证明 若 ( )ϕ ξ ∈Γ是一个关于ξ 的非减函数，则对任意 s∈和 0ζ > ，有 

 

( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )  0.

H s H s

s s r s s s

r s r s s

ϕ ζ ϕ

ϕ ζ ϕ α ζ ϕ ζ ϕ

ζ ϕ

+ −

= + − + + − + −  
+ + − ≥

  

对于任意的ξ ∈，注意到当 h 为连续有界函数时，有 ( )( )( ) ( )( )( )1 1h s h sζ ξ ξ ζ− −∆ + = ∆ + ，那么 

 

( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )

1

1

1

.

F H s

H s

H s

F

ϕ ξ ζ ϕ ξ ζ

ϕ ζ ξ

ϕ ξ

ϕ ξ

−

−

−

 + = ∆ + 
 = ∆ + 
 ≥ ∆ 

=

  

证毕。 
方程(2)可写为 

 ( )Hϕ ϕ∆ =  (11) 

因此，若映射 F 在 Γ 中存在一个不动点，即存在ϕ∈Γ使得 

 ( )Fϕ ϕ=   

成立，那么该不动点必是(11)的解。若该不动点还满足边界条件(5)或(6)，则必是方程(2)的受迫行波。因

此，我们通过选取两对恰当的有序上下解构造出两个先验集。 
引理 2.3 若 ( )ϕ ξ ∈Γ非减，则 ( )( )F ϕ ξ 关于ξ 也非减。设 ( ) ( )1 rϕ ξ = +∞ 和 ( ) ( )1 rϕ ξ = −∞ ，则 ( )1ϕ ξ

和 ( )1ϕ ξ 是(2)的一对有序上下解。 
证明 由 ( )r ξ 的单调性和 ( )1ϕ ξ 的定义可知 

 ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 ,c r d r r r rξ′ ′′− +∞ ≥ +∞ + +∞ − +∞     

且 ( )1ϕ ξ 满足定义 2.1 的所有条件，因此 ( ) ( )1 rϕ ξ = +∞ 是(2)的上解。 
同理可得 ( ) ( )1 rϕ ξ = −∞ 是(2)的下解。证毕。 
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记 

 ( ) ( )* : 2 .c dr∞ = +∞   

接下来，我们在 ( )*c c> ∞ 的条件下构造另一对有序上下解。方程(2)在原点处的线性化方程对应的特

征方程为 

 ( ) ( )2, : 0.c d c rλ λ λΦ = − + +∞ =   

容易看出，当 ( )*c c= ∞ 时 ( ), 0c λΦ = 有唯一正根 0λ ；当 ( )*c c> ∞ 时 ( ), 0c λΦ = 有两个正根。方便起

见，我们记最小正根为 1λ 。由假设(A*)可知，存在 0K > 使得当 Kξ ≥ 时 ( ) ( ) er r ρξξ −+∞ − ≤ 成立。因此，

对于正数 { }0 1min ,ω ρ λ λ≤ − ，当 Kξ ≥ 时有 

 ( ) ( ) e e .r r ρξ ωξξ − −+∞ − ≤ ≤   

此外，当 ( )*c c> ∞ 有 ( )1, 0c λ ωΦ + < ，令
( )1

2:
,

M
c λ ω

= −
Φ +

，可取ω 足够小使得 

( )
1

ln1 1ln max ,
r

K
Mω λ

+∞ 
− > − 

 
成立。定义如下两个有界连续函数 

 ( )
( )

1

1
2

1

,  ,

e ,      ,

r
λ ξ

ξ ξ
ϕ ξ

ξ ξ−

 +∞ ≤= 
>

  

 ( )
( )
( )

1 2 2

1

2

2

2

e 1 e , ,

e 1 e , , 

M

M

λ ξ ωξ

λ ξ ωξ

ξ ξ
ϕ ξ

ξ ξ

− −

− −

 − ≤= 
− >

  

其中 ( )1
1

1 ln rξ
λ

= − +∞ ，
( )

1
2

1

1 1 1ln , ln
M M

λ
ξ

ω ω λ ω
 

∈ − −  + 
使得 ( ) ( )( )1 2 2e 1 e 0,M rλ ξ ωξ− −− ∈ −∞ 。 

引理 2.4 假设 ( )*c c> ∞ 且(A*)成立，则 ( )2ϕ ξ 和 ( )2ϕ ξ 是(2)的一对有序上下解。 
证明 若 1ξ ξ> ，则 ( ) 1

2 e λ ξϕ ξ −= ，计算可得 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 12 2 2
1 1 1 1 1 1e e e e e e e 0.cd c r d c r d c rλ ξλ ξ λ ξ λ ξ λ ξ λ ξ λ ξλ λ ξ λ λ ξ λ λ−− − − − − −   − + − = − + − ≤ − + +∞  =     

这表明 ( )2ϕ ξ 在 1ξ ξ> 时使得不等式(7)成立。当 1ξ ξ< 时，易证 ( ) ( )2 rϕ ξ = +∞ 也满足不等式(7)。此

外，易知 ( ) ( )2 1 2 1ϕ ξ ϕ ξ′ ′+ ≤ − 。因此 ( )2ϕ ξ 是方程(2)的一个上解。 
下面证明 ( )2ϕ ξ 是方程(2)的一个下解。当 2ξ ξ> 时，有 ( ) ( )1

2 e 1 eMλ ξ ωξϕ ξ − −= − ， ( ) 1
2 1e

λ ξϕ ξ λ −′ = −

( ) ( )1
1 eM λ ω ξλ ω − ++ + 和 ( ) ( ) ( )11 22

2 1 1e eM λ ω ξλ ξϕ ξ λ λ ω − +−′′ = − + 。于是 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

11

1 1

11

1

2 2 2 2

2
1 1

2
1 1

1

1

e 1 e e

  e 1 e e

e 1 e e

, e 1 e e

e e e

  

,

d c r

d c r M

d c r M M

r r M

c r r M M

M c

λ ξ λ ξωξ

λ ω ξλ ξ ωξ

λ ξ λ ξωξ

λ ω ξλ ξ ωξ

λ ξ ωξ ωξ

ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ

λ λ ξ

λ ω λ ω ξ

ξ

λ ω ξ

λ ω

− −−

− +− −

− −−

− +− −

− − −

 
 
 
 

 
 
 


′′ ′  + + − 

= − + − −

− + − + + − −

= − +∞ + − −

− Φ + − +∞ + − −

≥ − Φ + − −

( )

1

1
1

e

e e , 2e
0.

M c

λ ξ

λ ξ ωξ ωξλ ω

−

− − −

  
 ≥ + − − Φ

=
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这表明 ( )2ϕ ξ 在 2ξ ξ> 时使得不等式(8)成立。当 2ξ ξ< 时，显然 ( ) ( )1 2 2
2 e 1 eMλ ξ ωξϕ ξ − −= − 也满足不等

式(8)。此外，易知 ( ) ( )2 2 2 2ϕ ξ ϕ ξ′ ′+ ≥ − ，而且根据 ( )2ϕ ξ 和 ( )2ϕ ξ 的具体表达式可知 ( ) ( )2 2ϕ ξ ϕ ξ≥ 。因此

( )2ϕ ξ 和 ( )2ϕ ξ 为方程(2)的一对有序上下解。证毕。 

由上述两个引理，我们得到如下两个先验集： 

 ( ){ }1 1 1: | , , ,BCϕ ϕ ϕ ϕ ϕΓ = ∈ ≤ ≤    

 ( ){ }2 2 2: | , , .BCϕ ϕ ϕ ϕ ϕΓ = ∈ ≤ ≤    

3. 行波解的存在性 

定理 3.1 若(A1)成立，则对任意 0c > ，方程(2)总存在一个满足边界条件(5)的非减受迫行波。 
证明 首先构造如下迭代序列： 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
1 1 1 1, , 1.n nF F nϕ ϕ ϕ ϕ+= = ∀ ≥   

由于 ( )1 1ϕ ξ ∈Γ 是上的非减函数，结合引理 2.1 和引理 2.2 得到对所有的 1n ≥ ， ( )1ϕ ξ 也是上的

非减函数且满足不等式 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1
1 1 1 1 1 1 .n nϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ+≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥    

从而，存在一个有界非减函数 ( )1ϕ ξ 使得 ( ) ( ) ( )1 1lim n
n ϕ ξ ϕ ξ→∞ = 。很容易看出，对所有的 1n ≥ ，ξ ∈

有 

 ( )( )( ) ( ) ( )( )1 2 .nH U r rξ α≤ +∞ +∞ +   

从而利用 Lebesgue’s 控制收敛定理得 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )

1 1
1 1 1 1

1 1

1

lim lim lim

1 e d e d

.

n n n

n n n
F H

H H
d

F

ξ λ ξ η λ ξ η

ξ

ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ

ϕ η η ϕ η η
λ λ

ϕ ξ

− +

+ −

→∞ →∞ →∞

+∞− −

−∞
+ −

= = = ∆

 = +  −

=

∫ ∫   

即 ( )1 1ϕ ξ ∈Γ 是算子 F 的不动点，也就是说 ( )1ϕ ξ 是方程(2)的解。 
接下来证明 ( )1ϕ ξ 满足边界条件(5)。因 ( )1ϕ ξ 是 上的有界非减函数，记 ( )1 1: limA ξ ϕ ξ→−∞= 和

( )1 1: limB ξ ϕ ξ→+∞= 。显然有 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 10 ,  0 .r A r r B r< −∞ ≤ ≤ +∞ < −∞ ≤ ≤ +∞   

由 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1lim ,   lim ,H A r A H B r B
ξ ξ

ϕ ξ α ϕ ξ α
→−∞ →+∞

= + −∞ − = + +∞ −   

利用 L’Hôpital 法则可得 

 

( )

( )( )( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1

1
1

1 1

lim

lim

1lim e d e d

A

H

H H
d

ξ

ξ

ξ λ ξ η λ ξ η

ξξ

ϕ ξ

ϕ ξ

ϕ η η ϕ η η
λ λ

− +

→−∞

−

→−∞

+∞− −

−∞→−∞
+ −

= ∆

 = +


=

 − ∫ ∫
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( )

( )( ) ( )( )

( )

1 1

1 1
1

1lim

.

H H
d

A r A
A

ξ

ϕ ξ ϕ ξ
λ λ λ λ

α

→−∞
+ − − +

 
= + 

− − 

−∞ −  = +

  

于是 ( )1A r= −∞ 。同理可得 

 ( )
( )1 1

1 1 1lim .
B r B

B B
ξ

ϕ ξ
α→+∞

+∞ −  = = +   

所以 ( )1B r= +∞ 。证毕。 
定理 3.2 若(A1)和(A*)成立，则当 ( )*c c> ∞ 时方程(1)存在满足边界条件(6)的非负受迫行波。 
证明 类似于定理 3.1 的证明过程可得行波的存在性。由于此时 ( ) 22ϕ ξ ∈Γ 是上的连续有界函数但

不具备单调性，因此方程(2)的解 ( )2ϕ ξ 也不具备单调性。 
接下来证明 ( )2ϕ ξ 满足边界条件(6)。根据 ( )2ϕ ξ 和 ( )2ϕ ξ 的定义可知 ( )2ϕ ξ 为正解，且有 

 ( ) ( )2 2lim 0, lim 0.
ξ ξ

ϕ ξ ϕ ξ
→+∞ →+∞

= =   

于是 ( )2lim 0ξ ϕ ξ→+∞ = 。 
下面我们证明 ( ) ( )2lim rξ ϕ ξ→−∞ = −∞ 。记 

 ( ) ( )2 2 2 2: sup ,   lim lim: inf .A B
ξξ

ϕ ξ ϕ ξ
→−∞→−∞

= =   

于是 ( )2 20 B A r< ≤ ≤ +∞ 。由波动引理(文献[15]中引理 A.1)，存在满足 limn ns→∞ = −∞ 的单调序列

{ } 1n n
s ∞

=
和满足 limn nt→∞ = −∞的单调序列{ } 1n n

t ∞

=
使得 

 ( ) ( )2 2 2 2lim , lim ,n nn n
s A t Bϕ ϕ

→∞ →∞
= =   

 ( ) ( )2 2lim lim 0.n nn n
s tϕ ϕ

→∞ →∞
′ ′= =   

根据 ( ) ( )( )2 2Fϕ ξ ϕ ξ= 可得 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
1 e d .H
d

ξ λ ξ ηϕ ξ λ ϕ ξ ϕ η η− −
+ −∞

′ = − ∫   

对任意 0> ， 1 0N∃ > 使得当 ( )1
, Nsη∈ −∞ 时有 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 20 , .A r r rϕ η η< < + −∞ < < −∞ +    

因此，当 1n N> 时有 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 e d

1 e d

1 .

n n

n n

s s
n n

s s
n

n

s s H
d

s A r A
d

s A r A
d

λ η

λ η

ϕ λ ϕ ϕ η η

λ ϕ α η

λ ϕ α
λ

−

−

−
+ −∞

−
+ −∞

+
−

′ = −

≥ − + + −∞ −

= + + + −∞ −

∫

∫ 



  

令 n →∞，我们有 

 ( ) ( )( )2 2 2
1 0.A A r A

d
λ α

λ+
−

+ + + −∞ − ≤   
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由 的任意性得 

 ( )( )2 2 2
1 0.A A r A

d
λ α

λ+
−

+ + −∞ − ≤   

注意到 2 0A > ，上不等式可推得 

 ( )2 .A r≤ −∞  (12) 

类似地，对任意 ( )20, B∈ ， 2 0N∃ > 使得当 ( )2
, Ntη∈ −∞ 时有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 , .B r r r rϕ η η− < ≤ +∞ −∞ < < −∞ +    

因此，当 2n N> 时有 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 e d

1 e d

1 .

n n

n n

t t
n n

t t
n

n

t t H
d

t B r B
d

t B r B
d

λ η

λ η

ϕ λ ϕ ϕ η η

λ ϕ α η

λ ϕ α
λ

−

−

−
+ −∞

−
+ −∞

+
−

′ = −

≤ − − + −∞ − +

= + − + −∞ − +

∫

∫  

 

  

令 n →∞，我们有 

 ( ) ( )( )2 2 2
1 0.B B r B

d
λ α

λ+
−

+ − + −∞ − + ≥    

由 的任意性得 

 ( )( )2 2 2
1 0.B B r B

d
λ α

λ+
−

+ + −∞ − ≥   

注意到 2 0B > ，上不等式可推得 

 ( )2 .B r≥ −∞  (13) 

注意到 2 2B A≤ ，由(12)和(13)可知 ( )2 2A B r= = −∞ 。因此， ( ) ( )2lim rξ ϕ ξ→−∞ = −∞ 。证毕。 

4. 行波解的渐近行为 

为了获得更多的在 ±∞处的行波的渐近信息，我们令 

 ( ) ( )0 for ,uϕ ξ ξ ξ= −∞ < < +∞   

它是满足边界条件(5)或(6)的方程(2)的解，对(2)关于ξ 求导，那么我们知道 ( ) :ϕ ξ θ′ = 满足 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 02 0.d c r u r uθ ξ θ ξ ξ θ ξ ′′ ′ ′+ + − + =   (14) 

定理 4.1 假设(A1)和(A2)成立，那么存在正常数 1 2,P P 使得方程(1)的行波具有以下渐近性质当ξ → −∞

时有 

 ( ) ( ) ( )( )
( )2 4

2
1 1 1 e .

c c dr
dr P o

ξ
ϕ ξ

− + + −∞

= −∞ + +   

且当ξ → +∞时有 

 ( ) ( ) ( )( )
( )2 4

2
1 2 1 e .

c c dr
dr P o

ξ
ϕ ξ

− − + +∞

= +∞ − +   
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证明 当ξ → −∞时方程(14)的极限方程可以写为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.d c rφ ξ φ ξ φ ξ′′ ′+ − −∞ =  (15) 

注意到在(15)中我们用到了 ( ) 0r′ −∞ = 。事实上，应用 L’Hôpital’s 法则，我们可以得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

ee
lim lim lim lim ,

e e
r rr

r r r
ξξ

ξ ξξ ξ ξ ξ

ξ ξξ
ξ ξ ξ

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞

′+   ′= = = +     

这表明 ( ) 0r′ −∞ = 。同理可得 ( ) 0r′ +∞ = 。 
方程(15)有两个形式如下的线性无关的解 

 ( )
( )

( )
( )2 24 4

2 2
1 2e , e .

c c dr c c dr
d d

ξ ξ
φ ξ φ ξ

− − + −∞ − + + −∞

= =   

联立(14)和(15)，我们发现当ξ → −∞时θ 具有如下性质 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 21 1 1 1 .p o q oθ ξ φ ξ φ ξ= + + +         

由于 ( )lim 0ξ θ ξ→−∞ = ，所以必须有 1 0p = 。因此，对于ξ → −∞， 

 ( ) ( ) ( )
( )2 4

2
1 1 1 1 e .

c c dr
dq o

ξ
ϕ ξ θ ξ

− + + −∞

′ = = +     

对上式从 −∞到ξ 积分，可以得到当ξ → −∞时，对某个常数 1 0P > 有 

 ( ) ( ) ( )( )
( )2 4

2
1 1 1 e .

c c dr
dr P o

ξ
ϕ ξ

− + + −∞

= −∞ + +   

类似地，当ξ → +∞时，可以得到对某个常数 2 0P > 有 

 ( ) ( ) ( )( )
( )2 4

2
1 2 1 e .

c c dr
dr P o

ξ
ϕ ξ

− − + +∞

= +∞ − +   

证毕。 
定理 4.2 假设(A1)、(A2)和(A*)成立，那么存在正常数 1 2,Q Q 使得方程(1)的行波具有以下渐近性质。

当ξ → −∞时有 

 ( ) ( ) ( )( )
( )2 4

2
2 1 1 e .

c c dr
dr Q o

ξ
ϕ ξ

− + + −∞

= −∞ − +   

且当ξ → +∞时有 

 ( ) ( )( )
( )2 4

2
2 2 1 e .

c c dr
dQ o

ξ
ϕ ξ

− + − +∞

= +   

证明 运用定理 4.1 的证明方法可得当ξ → −∞时，对某个常数 1C 有 

 ( ) ( ) ( )( )
( )2 4

2
2 1 1 e .

c c dr
dr C o

ξ
ϕ ξ

− + + −∞

= −∞ + +   

由于对任意 ξ ∈ 有 ( ) ( )2lim rξ ϕ ξ→−∞ = −∞ 和 ( ) ( )2 rϕ ξ ≤ −∞ 。我们可以得到常数 0C < ，记

1 : 0Q C= − > 。由此可得 

 ( ) ( ) ( )( )
( )2 4

2
2 1 1 e .

c c dr
dr Q o

ξ
ϕ ξ

− + + −∞

= −∞ − +   

当ξ → +∞时，(14)的极限方程如下 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) 0.d c rψ ξ ψ ξ ψ ξ′′ ′+ + +∞ =  (16) 

方程(16)有两个形式如下的独立的解 

 ( )
( )

( )
( )2 24 4

2 2
1 2e , e .

c c dr c c dr
d d

ξ ξ
ψ ξ ψ ξ

− − +∞ − + +∞− −

= =   

类似地，我们可以得到当ξ → +∞时，对某个常数 1 2,D D 有 

 ( ) ( )( )
( )

( )( )
( )2 2

1 2

4 4
2 2

2 1 e 1 e .
c c dr c c dr

d dD o D o
ξ ξ

ϕ ξ
− − −∞− −− + −∞

= − + − +   

进一步可得对某个常数 D 有 

 ( ) ( )( )
( )2 4

2
2 1 e .

c c dr
dD o

ξ
ϕ ξ

− + −∞−

= − +   

由于对任意ξ ∈有 ( )2lim 0ξ ϕ ξ→+∞ = 和 ( )2 0ϕ ξ ≥ 。我们可以得到常数 0D < ，记 2 : 0Q D= − > ，由此

可得 

 ( ) ( )( )
( )2

2

4
2

2 1 e .
c c dr

dQ o
ξ

ϕ ξ
− + −∞−

= +   

证毕。 

5. 总结 

本文主要研究了一类移动环境下随机扩散 Fisher-KPP 方程受迫波的存在性及其渐近行为，主要通过

构造上下解和先验集，运用单调迭代技巧证明了该方程非减受迫行波和非负受迫行波的存在性。当环境

移动速度 0c > 时，证明了方程(1)存在一个连接 ( )r −∞ 和 ( )r +∞ 两个正平衡点的非减受迫行波。当

( )*c c> ∞ 时，证明了方程(1)存在一个连接 ( )r −∞ 和 0 的非负受迫行波。并研究了这两种行波在 ±∞处的

渐近行为。同时注意到这两个受迫波的边界条件中都有 ( ) ( )lim rξ ϕ ξ→−∞ = −∞ 。由于 ( )r ⋅ 恒正， ( ) 0r −∞ > ，

这表明种群栖息地环境是轻微恶化的，因此可知该种群在任一固定的区域上都可以持久生存。 
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