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摘  要 

Multiquadric (MQ)函数作为径向基函数的一种，其作为核函数可逼近任何光滑函数，被广泛应用在拟插

值的研究中，现有的MQ拟插值大部分都是以离散函数值为已知条件，而在实际应用中，积分值作为已知

条件也比较常见，为了让MQ拟插值得到更广泛的应用，本文提出了一种新的基于积分值的MQ拟插值算

子。首先利用连续区间上积分值的线性组合来对节点处的导数值进行逼近，然后根据已有的MQ拟插值进

一步得到新的积分值型MQ拟插值算子，并给出了误差估计。最后通过数值实验展示了本文构造的积分值

型MQ拟插值算子的逼近效果，说明了该方法的可行性和有效性。 
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Abstract 
As a kind of radial basis function, Multiquadric (MQ) function, as a kernel function, can approximate 
any smooth function, and is widely used in the research of quasi-interpolation. Most of the existing 
MQ quasi-interpolation is based on the known condition of the discrete function value, and in practical 
applications, the integral value is also a common-known condition. In order to make MQ quasi-in-
terpolation more widely used, a new MQ quasi-interpolation operator based on integral value is pro-
posed in this paper. First, the derivative value at the node is approximated by the linear combination 
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of integral values on the continuous interval, and then a new integral value MQ quasi-interpolation 
operator is obtained according to the existing MQ quasi-interpolation, and the error estimate is 
given. Finally, the approximation effect of the integral-valued MQ quasi-interpolation operator con-
structed in this paper is demonstrated by numerical experiments, and the feasibility and effective-
ness of the proposed method are demonstrated. 
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1. 引言 

在实际情况中，函数在离散点处的函数值并不是已知的，而是以在连续等距区间上的积分值作为已

知条件，这就需要依据积分值来求逼近函数，在力学、数理统计等方面有广泛的应用。现有对于已知积

分值来对函数进行重构的方法是利用样条函数，因为样条函数空间具有是分片多项式空间等优点，所以

它作为逼近空间受到很多学者的青睐，Behforooz [1]最先以积分值作为已知条件来构造三次样条插值函

数，接着 Behforooz [2]还研究了关于积分值的五次样条插值方法。Lang 和 Xu [3]将四次 B 样条和积分值

相结合，Wu 和 Zhang [4]将积分值与六次样条相结合，都证明了其在节点处具有超收敛性。但以上的方

法都需要求解线性方程组，需要进行大量的计算，为了避免这一缺点，关于积分值型样条拟插值被广泛

研究，Boujraf 等[5]利用给定区间上的积分值的线性组合对 Pual Sablonniere [6]提出的离散的单变量样条

拟插值中的函数值进行替换，得到了积分值型三次样条拟插值。2018 年，吴金明等[7]进一步得到了连续

区间上关于积分值的五次样条拟插值。由于样条函数也存在一些缺点，比如有时不能满足被逼近函数的

光滑性的较高要求，而 MQ 函数作为径向基函数，几乎可以逼近所有的函数。因此在 Hardy [8]提出 MQ
函数后，MQ 拟插值就有了很好的发展。Beatson 和 Powell [9]对有限区间上的拟插值进行了研究，提出

了定义在有界区间上的 MQ 拟插值算子 AL ， BL ， CL 。Wu 和 Schaback [10]对文献[9]的结果进行了改进，

提出了不需要已知边界导数值 MQ 拟插值算子 DL 。关于 MQ 拟插值的研究还有很多。而在 2016 年，高

文武在文献[11]中提出了针对导数信息的 MQ 拟插值算子，并表明了它具有收敛性和保形性，这使拟插

值可以应用到更多的领域。而对于积分值型 MQ 拟插值，在 2019 年，吴金明等[12]在 Wang 和 Xu 等[13]
提出的拟插值算子的基础上，用已知的积分值信息分别对结点处函数值和一阶导数值进行逼近，从而得

到新的关于积分值的 MQ 拟插值算子。 
本文根据文献[12]中利用积分值的线性组合逼近函数的一阶导数值，提出了一种新的关于积分值的

MQ 拟插值算子，此过程不需要求解线性方程组，将积分值和 MQ 函数进行结合，也避免了样条函数空

间的一些缺点，现有的 MQ 拟插值算子大多数都是以函数值、导数值作为已知条件，而实际应用中大多

数以积分值作为已知条件，导数值信息在实际问题中不容易获取，为了使 MQ 拟插值得到更广泛的应用，

本文提出了一种新的基于积分值的 MQ 拟插值算子，并且给出了相应的误差估计。 

2. 有界区间上的 MQ 拟插值算子 

已知节点 0 1 1N Na x x x x b−= ⋅⋅ ⋅< < < =< ，在这些节点处的导数值为 ( ){ }
0

N

j j
f x

=
′ ，并且还已知区间 [ ],a b
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内任意一点处的函数值 ( )f x ，这里 ( )10 1
max j jj N

h x x+≤ ≤ −
= − 。则高文武[11]构造的有界区间 [ ],a b 上的 MQ 拟

插值算子 ( )x
DQ f x 为 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1

1 1

4 4 2

4 4 2

N
x
D j j j

j

N N

Q f x f x f x x x

x a x a x x x x x xf a

x x x xx b x b x xf b

ϕ ϕ

φ φ φ φ

φ φφ φ

−

=

− −

′= + −

− − − − − − −′+ + + 
 
 − − −− − − −′+ + + 
 

∑

 (1) 

其中 

( ) ( )1 1( ) 1 1
4

j j
j

x x x x
x j N

φ φ
ϕ − +− − −

= ≤ ≤ −， ， 

( )
1

2 2 2x x c cφ  = +  ， 为形状参数。 

对于 MQ 拟插值算子 ( )x
DQ f x ，误差估计如下。 

定理 1 [11]记 ( ) ( )3f x C R∈ 且满足 ( ) 2f x M x ε−′ ≤ ，这里 M 为任意的正整数，ε为任意小的正数，则

拟插值算子 ( )x
DQ f x 的误差估计为 

( )2 2
1 2 3 lgx

DQ f f K h K ch K c h x x
∞

− ≤ + + −  

根据定理可知： 
当 ( )2 2lgc h hο= 时， ( )2x

DQ f f h x xο
∞

− ≤ − ； 

当 ( )c hο= 时， ( )2 lgx
DQ f f h h x xο

∞
− ≤ − 。 

3. 有界区间上积分值型 MQ 拟插值算子的构造 

本节首先根据文献[12]，利用连续区间上积分值的线性组合以 ( )4hο 去逼近函数 ( )f x 在节点 jx 处的

一阶导数值 ( )jf x′ ， 0,1,2, ,j N=  。然后利用此逼近将 MQ 拟插值算子 ( )x
DQ f x 中的一阶导数值进行替

换，从而得到新的拟插值算子 ( )x
DQ f x 。 

3.1. 对节点处一阶导数值的逼近 

在有界区间 [ ],a b 上的节点 0 1 1N Na x x x x b−= ⋅⋅ ⋅< < < =< ，其中 ix a ih= + ，0 i N≤ ≤ ， ( )h b a N= − ，

节点区间 [ ]1,i ix x + 上的积分值为 iI ， ( )1 di

i

x
i x

I f x x+= ∫ 。连续等距区间上的积分值和函数在节点处一阶导数

值的关系如下引理 1 所示。 
引理 1 [12]对于 2 3 4, , , , 2i N= − 有 

( ) ( )' 4
2 1 12

1 15 15
12i i i i i if I I I I f h

h
ο− − + ′= − + − = + ， 

同样 , , 1,0 1i N N= − 时，有 

( ) ( )4
0 0 1 2 3 4 02

1 45 109 105 51 10
12

f I I I I I f h
h

ο′ ′= − + − + − = + ， 

( ) ( )4
1 0 1 2 3 4 12

1 10 5 9 5
12

f I I I I I f h
h

ο′ ′= − + + − + = + ， 
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( ) ( )4
1 1 2 3 4 5 12

1 10 5 9 5
12N N N N N N Nf I I I I I f h

h
ο− − − − − − −′ ′= − − + − = + ， 

( ) ( )4
1 2 3 4 52

1 45 109 105 51 10
12N N N N N N Nf I I I I I f h

h
ο− − − − −′ ′= − + − + = + 。 

3.2. 积分值型 MQ 拟插值算子 

通过上面 3.1 节已经用积分值的线性组合来对函数 ( )f x 的一阶导进行逼近，那么再利用其中的

, 0,1, ,jf j N′ =



对(1)式中的 ( ) , 0,1, ,jf x j N′ = 

进行替换，即可得到新的有界区间上基于积分值的MQ 拟

插值算子 ( )x
DQ f x 如下定义。 

定义 1 给定有界区间 [ ],a b 上的节点 0 1 1N Na x x x x b−= ⋅⋅ ⋅< < < =< ，节点区间 1,j jx x +  上的积分值

( )1 dj

j

x
j x

I f x x+= ∫ ，其中 jx a jh= + ，0 j N≤ ≤ ， ( )h b a N= − ，以及区间 [ ],a b 内任意一点处的函数值 ( )f x ，

关于 ( )f x 的 MQ 拟插值算子为 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

1 1

1 1

4 4 2

4 4 2

N
x
D j j j

j

N N

Q f x f x f x x x

x a x a x x x x x xf a

x x x xx b x b x xf b

ϕ ϕ

φ φ φ φ

φ φφ φ

−

=

− −

′= + −

− − − − − − −′+ + + 
 
 − − −− − − −′+ + + 
 

∑ 





 (2) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )4
2 1 12 ,1 15 15 2 3 2,

12
,j j j j j jf x I I I I f x h j N

h
ο− − +′ ′= − + − = + = −

， ， 

( ) ( ) ( ) ( )4
0 1 2 3 42

1 45 109 105 51 10
12

f a I I I I I f a h
h

ο′ ′= − + − + − = + ， 

( ) ( ) ( ) ( )4
1 0 1 2 3 4 12

1 10 5 9 5
12

f x I I I I I f x h
h

ο′ ′= − + + − + = + ， 

( ) ( ) ( ) ( )4
1 1 2 3 4 5 12

1 10 5 9 5
12N N N N N N Nf x I I I I I f x h

h
ο− − − − − − −′ ′= − − + − = + ， 

( ) ( ) ( ) ( )4
1 2 3 4 52

1 45 109 105 51 10
12 N N N N Nf b I I I I I f b h

h
ο− − − − −′ ′= − + − + = + 。 

( ) ( ) ( )1 1 1 1
4

j j
j

x x x x
x j N

φ φ
ϕ − +− − −

= ≤ ≤ −， ， 

( )
1

2 2 2x x c cφ  = +  ， 为形状参数。 

4. 误差估计 

定理 2 拟插值算子 ( )x
DQ f x 如(2)式定义，记 ( ) ( )3f x C R∈ 且满足 ( ) 2f x M x ε−′ ≤ ，这里 M 为任意的

正整数，ε为任意小的正数，则拟插值算子 ( )x
DQ f x 的误差估计为 

( )2 2
1 2 3 lgx

DQ f f K h K ch K c h x x
∞

− ≤ + + −  

根据定理可知： 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.139395


常雪，彭兴璇 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.139395 4148 应用数学进展 
 

当 ( )2 2lgc h hο= 时， ( )2x
DQ f f h x xο

∞
− ≤ − ； 

当 ( )c hο= 时， ( )2 lgx
DQ f f h h x xο

∞
− ≤ − 。 

证 显然 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x x x x
D D D D

x x x
D D D

Q f x f x Q f x Q f x Q f x f x
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− = − + −

≤ − + −

 



 

对 j∀ 有 

( ) ( ) ( )4
j jf x f x hο′ ′− = ， 
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

 

又由定理 1 可以得到 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 3 lgx

DQ f x f x K h K ch K c h x x
∞

− ≤ + + − ， 

从而 ( )x
DQ f x 的误差估计为 

( ) ( ) ( )2 2
1 2 3 lgx

DQ f x f x K h K ch K c h x x
∞

− ≤ + + −  

当 ( )2 2lgc h hο= 时， ( )2x
DQ f f h x xο

∞
− ≤ − ； 

当 ( )c hο= 时， ( )2 lgx
DQ f f h h x xο

∞
− ≤ − 。 

5. 数值实验 

( )x
DQ f x 为本文构造的 MQ 拟插值算子并且取 5c h= ，选取两个实验函数 

( )1
xf x e= ， ( ) ( )2 sinf x xπ=  

针对不同的区间个数 N，对这两个函数的最大误差如下表 1 和表 2 所示。 

( ) ( ) ( )x
DME N Q f x f x

∞
= −  

为了更好的展示出本文提出的拟插值算子的逼近程度，图 1、图 2 分别给出了 ( )x
DQ f x 逼近 ( )1f x 、

( )2f x 的效果图，其中取 40N = ，逼近函数用 fQ 表示，被逼近函数分别用 1 2f f、 表示。 
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Table 1. The maximum error with respect to ( )1f x  

表 1. 对 ( )1f x 的最大误差 

N ( ) ( )1
x
DQ f x f x

∞
−  

10 4.80 × 10−3 

20 1.25 × 10−3 

40 3.17 × 10−4 

80 8.01 × 10−5 

 
Table 2. The maximum error with respect to ( )2f x  

表 2. 对 ( )2f x 的最大误差 

N ( ) ( )2
x
DQ f x f x

∞
−  

20 4.14 × 10−3 

40 1.03 × 10−3 

80 2.57 × 10−4 

160 6.43 × 10−5 

 

 

Figure 1. ( )x
DQ f x  rendering of the approximation of ( )1f x  

图 1. ( )x
DQ f x 逼近 ( )1f x 的效果图 
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Figure 2. ( )x
DQ f x  rendering of the approximation of ( )2f x  

图 2. ( )x
DQ f x 逼近 ( )2f x 的效果图 

 
通过以上数值实验可以看出本文提出的拟插值算子 ( )x

DQ f x 具有较为不错的逼近精度。 

6. 结论 

本文提出了一种新的关于积分值的 MQ 拟插值算子，通过利用积分值的线性组合逼近函数的导数值

和 MQ 拟插值算子 ( )x
DQ f x 进行函数重构，并给出了相应的误差估计。 
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