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摘 要

本文主要研究的是六阶指数型非线性椭圆方程, 该方程为负的拉普拉斯算子的三次方作用于 u(x)

等于 e 的 u(x) 次方. e 的 u(x) 次方函数在 R 的六维空间去掉一个单位球 B 的区域上是勒贝格

可积的, 其中单位球 B 是由 R 六维空间中满足 x 的模小于 1 的所有 x 组成. 当 x 的模趋于无穷

大的时候, u(x)/ ln |x| 的极限是 α, 其中 α 小于 -6.
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Abstract

This paper mainly studies the sixth-order exponential nonlinear elliptic equation,
which is the cube of the negative Laplacian acting on u equal to e to the power of
u. The function e to the power of u(x) is Lebesgue integrable in the region of the
six-dimensional space of R excluding a unit ball B, where the unit ball B is composed
of all x in the six-dimensional space of R satisfying the modulus of x is less than 1.
When the modulus of x tends to infinity, the limit of u(x)/ ln |x| is α, where α is less
than -6.

Keywords

Elliptic Equations of Sixth Order, Asymptotic Behavior, Conformal Geometry

Copyright © 2025 by author(s) and Hans Publishers Inc.
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0).
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

1. 引言

在数学物理学中, 保形几何方程可以描述稳态流中的平均场涡度, 以及超导理论或电弱理论中
的陈氏 -西蒙斯涡度. 关于这个主题的更多结果, 感兴趣的读者可以参考文献 [1].

本文主要研究以下方程解在无穷远处的渐近行为：

−△u = eu R2 \B,

∫
R2\B

eu(x)dx (1.1)

其中 B={x ∈ R2:|x| < 1} 是 R2 中单位球.

△2 u = eu R4 \B,

∫
R4\B

eu(x)dx (1.2)

其中 B={x ∈ R4:|x| < 1} 是 R4 中单位球.

(−△)3u = eu R6 \B,

∫
R6\B

eu(x)dx < ∞ (1.3)

DOI: 10.12677/aam.2025.142071 287 应用数学进展

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://doi.org/10.12677/aam.2025.142071


郭锦钰

其中 B={x ∈ R6:|x| < 1} 是 R6 中单位球.

方程 (1-1)-(1-3) 在共形几何上有根. 设 (M, g) 是一个完备的黎曼流形, 与 g 相关联有一些张

量, 如全曲率张量 Rg,Ricci 曲率张量 Ricg 和标量曲率 Sg. 拉普拉斯算子 △g 是 M 上的一个著名

的椭圆算子. 在 6 维欧式空间中, 方程 (1-3) 与 Q− 曲率问题密切相关.Q− 曲率类似于 2 维空间中
的标量曲率. 文献 [2] [3] 研究 2 维中的标量曲率的相关问题.

文献 [4] 研究方程 (1-1) 在 R2 空间中解的结构, 基于无穷远处解上界的估计, 应用改进的运动
平面方法, 证明了解的一些全局性和渐近性行为. 文献 [5] [6] [7] 对方程 (1-2) 在 R4 空间中解进行

分类, 得到解 u 的定性行为 (如爆炸, 先验估计). 方程 (1-3) 在 R6 空间中解的结构类似于文献 [8]
方程解的结构. 根据文献 [8], 假设 u ∈ C6(R6) 是方程 (1-3) 的解, 得到在 R6 空间中的一个重要结

论 (−△)iu ≥ 0,i = 1, 2, 利用文献 [9] 中移动球面法简化径向对称解的情况, 结合极值原理对解进行
分类, 得到当 |x| 趋于无穷远时 u(x) 的渐近行为.

设 u ∈ C6(R6 \B) 是方程 (1-3) 的解, 通过 Kelvin 变化

v(y) = u(x), y =
x

|x|2

方程 (1-3) 可以转化为

(−△y)
3v = |y|−12ev B \ {0},

∫
B\{0}

|y|−12evdy < ∞ (1.4)

其中 B={x ∈ R6:|x| < 1} 是 R6 中单位球, 方程 (1-3) 在无穷远的渐近行为等价于方程 (1-6) 解在
原点处精确的渐近性态.

2. 主要结果

定理 2.1. 设 u ∈ C6(R6 \B) 是方程 (1-3) 的解, 且满足

u(x) = o(|x|2), |x| → ∞ (2.1)

则有

u(x)

ln|x| → α, |x| → ∞ (2.2)

其中 α < −6,|S|5 是单位球体的表面积,κ 是一个常数.

3. 定性性质

定义 ρ = |y| 和
v̄(ρ) :=

1

|S5|

∫
S5
v(ρ, θ)dθ, ρ ∈ (0, 1) (3.1)

其中 |S5| 是单位球体的表面积.
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下面考虑当 ρ 趋于原点时,v̄(ρ) 的渐近行为.

引理 3.1 设 v ∈ C6(B \ {0}) 是方程 (1-4) 的解, 并且满足

v(y) = o(|y|−2), |y| → 0 (3.2)

则有
v(ρ)

lnρ → β, ρ → 0 (3.3)

其中 β > 6.

证明: 结合 (1.4),(3-1) 和 (3-2), 经计算 v(ρ) 满足方程

(−△y)
3v̄ = ρ−12ev ρ ∈ (0, 1)

∫ 1

0

ρ−7evdρ < ∞ (3.4)

和

v(ρ) = o(ρ−2), ρ → 0 (3.5)

第一步: 先证明如果 limρ→0 ρ
5v′(ρ) 存在, 则 ρ5v′(ρ) 的极限几乎处处为 0.

lim
ρ→0

ρ5v′(ρ) = 0 (3.6)

反证法:假设存在M不为 0(M可能为±∞),即 limρ→0 ρ
5v′(ρ) = M .下面考虑两种情况:(1)M>0,(2)M<0

对于 (1), 由定义可知: 存在 M0 > 0 和 ρ0 > 0, 有

v′(ρ) ≥ M0ρ
−5, ρ ∈ (0, ρ0) (3.7)

将 (3-7) 在 (ρ, ρ0) 上积分, 整理得到

v(ρ) ≤ −M0

4
ρ−4 +

M0

4
ρ−4
0 + v0(ρ), ρ ∈ (0, ρ0) (3.8)

(3-8) 与 (3-5) 矛盾, 假设不成立.

对于 (2), 由定义可知: 存在 M0 < 0 和 ρ0 > 0, 有

v′(ρ) ≤ M0ρ
−5, ρ ∈ (0, ρ0) (3.9)

对 (3-9) 在 (ρ, ρ0) 上积分, 得到

v(ρ) ≥ −M0

4
ρ−4 +

M0

4
ρ−4
0 + v0(ρ), ρ ∈ (0, ρ0) (3.10)

(3-10) 与 (3-5) 矛盾, 则有 (3-6) 成立.
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第二步: 我们将先证明如果 limρ→0 ρ
5(△v)′(ρ) 存在, 且 ρ5(△v)′(ρ) 的极限几乎处处为 0.

lim
ρ→0

ρ5(△v)′(ρ) = 0 (3.11)

反证法: 假设存在 M 不为 0(M 可能为 ±∞), 即 limρ→0 ρ
5(△v)′(ρ) = M . 下面考虑两种情

况:(1)M>0,(2)
M<0. 对于 (1), 由定义可知: 存在 M0 > 0 和 ρ0 > 0, 有

(△v)′(ρ) ≥ M0ρ
−5, ρ ∈ (0, ρ0) (3.12)

对 (3-12) 在 (ρ, ρ0) 上积分, 得到

△v(ρ) ≤ M0

4
ρ−4
0 − M0

4
ρ−4 +△v(ρ0), ρ ∈ (0, ρ0) (3.13)

通过第一步 limρ→0 ρ
5v′(ρ) = 0, 将 (3-13) 在 (0,ρ) 积分, 得到

v′(ρ) ≤ ρ△v(ρ0)

6
− M

8
ρ−3 +

M0ρ
−4
0 ρ

24
, ρ ∈ (0, ρ0) (3.14)

将 (3-14) 在 [ρ,ρ∗] 积分:

v(ρ) ≥ Mρ−2

16
− Mρ−2

∗
16

+ v(ρ∗) +
(ρ2 − ρ2∗)

12
(
M0ρ

−4
0

4
+△v(ρ0)), ρ ∈ (0, ρ0) (3.15)

(3-15) 和 (3-5) 矛盾. 同理可证 (2), 因此 (3-11) 得证.

第三步: 证明存在一个正数 M 满足

lim
ρ→0

ρ5(△2v)′(ρ) = M (3.16)

经过计算 v(ρ) 满足方程

(ρ5(△2v)′)′(ρ) = −ρ−7ev, ρ ∈ (0, 1) (3.17)

令 f(ρ) := ρ5(△2v)′(ρ), 由 (3-17) 可知 f(ρ) 是递减函数, 并且 limρ→0 ρ
5(△2v)′(ρ) = M < ∞ 存

在,M 可能为 +∞. 对于 ε>0 足够小, 将 (3-18) 在 (ε,1) 上积分, 有

(△2v)′(1)− ε2(△2v)′(ε) = −
∫ 1

ε

ρ−7evdρ (3.18)

因为
∫ 1

0
ρ−7evdρ < ∞, 可知 M 取不到 +∞. 接下来证明 M >0.

反证法: 假设 limρ→0 ρ
5(△2v)′(ρ) = M ≤ 0, 结合 (3-17) 和 (3-18) 有

− (△2v)′(ρ) = (

∫ ρ

0

t−7ev(t)dt−M)ρ−5 > 0, ρ ∈ (0, 1) (3.19)
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由 (3-19) 可知 limρ→0 −△2 v(ρ) = N < ∞ 存在 (N 可能为 −∞). 下面考虑三种情况:
(a)N>0,(b)N=0,(c)N<0
对于 (a), 由定义可知存在 ρ1 > 0,0 < N1 ≤ 1

2
N 有

−△2v(ρ) ≥ N1, ρ ∈ (0, ρ1) (3.20)

由 (3-20) 可知 limρ→0 ρ
5△′v(ρ) 存在, 由第二步可知

lim
ρ→0

ρ5△′v(ρ) = 0

另一方面, 因为 N < ∞, 则存在 ρ2 > 0,N2 ≥ 2N 有

− (ρ5△′v)′(ρ) ≤ N2ρ
5, ρ ∈ (0, ρ2] (3.21)

将 (3-21) 在 (0,ρ) 积分, 有
−△′v(ρ) ≤ N2ρ

6
, ρ ∈ (0, ρ2] (3.22)

将 (3-22) 在 [ρ, ρ2], 上积分有

△v(ρ) ≤ △v(ρ2) +
N2ρ

2
2

12
− N2ρ

2

12
, ρ ∈ (0, ρ2]

重复上述步骤有

v(ρ) ≥
(△v(ρ2) +

N2ρ
2
2

12
)(ρ2 − ρ22)

12
+

N2(ρ
4
2 − ρ4)

384
+ v(p2), ρ ∈ (0, ρ2]

因此

v(ρ) ≥ −C > −∞, ρ ∈ (0, ρ2] (3.23)

这是矛盾的因为:

e−c

∫ 1

0

ρ−7dρ ≤
∫ 1

0

ρ−7ev(ρ)dρ ≤
∫ 1

0

ρ−7evdρ =
1

|S5|

∫
B\{0}

|y|−12ev(y)dy < ∞ (3.24)

对于 (b)limρ→0 −△2 v(ρ) = 0, 则存在 ρ3 > 0 有

−△2v(ρ) ≥ 0, ρ ∈ (0, ρ3) (3.25)

由 (3-25)可知 limρ→0 ρ
5△′v(ρ)存在,由第二步可知:limρ→0 ρ

5△′v(ρ) = 0,则存在 ρ4 > 0和 N3 > 0

满足

−(ρ−5△′v)′(ρ) ≤ N3ρ
5, ρ ∈ (0, ρ4]

经过计算有

v(ρ) ≥ −C > −∞, ρ ∈ (0, ρ4]
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这是矛盾的与 (3-24).

对于 (c), 存在 ρ5 > 0 和 −∞ < 1
2
N < N4 < 0 有

− (ρ5△′v)′(ρ) ≤ N4ρ
5 (3.26)

将 (3-26) 在 (0,ρ) 积分, 有

△v(ρ) ≤ △v(ρ5) +
N4ρ

2
5

12
− N4ρ

2

12
, ρ ∈ (0, ρ5] (3.27)

将 (3-27) 在 (0, ρ5] 上积分有

v′(ρ) ≤
(△v(ρ5) +

N4ρ
2
5

12
)ρ

6
− N4ρ

3

96
, ρ ∈ (0, ρ5]

重复上述步骤有

v(ρ) ≥
(△v(ρ5) +

N4ρ
2
5

12
)(ρ2 − ρ25)

12
+

N4(ρ
4
5 − ρ4)

384
+ v(p5), ρ ∈ (0, ρ5]

因此

v(ρ) ≥ −C > −∞, ρ ∈ (0, ρ5]

这是矛盾与 (3-24) 矛盾.

第四步证明 (3-3). 结合 (3-18) 和 (3-19) 可知: 当 ρ → 0 时有

(△2v)′(ρ) = (M −
∫ ρ

0

s−7ev(s))ρ−5 = (M − η(ρ))ρ−5 (3.28)

在 [ρ, ρ∗] 上对 (3-28) 积分有:

△2v(ρ) = △2v(ρ∗) +
1

4
Mρ−4

∗ − 1

4
Mρ−4 +

∫ ρ∗

ρ

η(s)s−5ds, ρ ∈ (0, ρ∗) (3.29)

其中 ρ∗ > 0 且足够小. 结合 (3-12) 在 (0, ρ] 对 (3-29) 积分有

△′v(ρ) =
ρ

6
[△2v(ρ∗) +

1

4
Mρ−4

∗ ]− M

8
ρ−3 + ρ−5

∫ ρ

0

t5
∫ ρ∗

t

η(s)s−5dsdt, ρ ∈ (0, ρ∗) (3.30)

在 [ρ, ρ∗] 上对 (3-30) 积分有:

△v(ρ) = △v(ρ∗) +
(ρ2 − ρ2∗)

12
(△2v(ρ∗) +

Mρ−4
∗

4
)− M(ρ−2

∗ − ρ−2)

16

−
∫ ρ∗

ρ

ξ−5

∫ ξ

0

t5
∫ ρ∗

t

η(s)s−5dsdtdξ, ρ ∈ (0, ρ∗) (3.31)
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其中 ρ∗ > 0 并且 ρ∗ 足够小. 结合 (3-6) 在 (0, ρ] 对 (3-31) 积分有

v′(ρ) =
ρ

6
△v(ρ∗) +

ρ3△2v(ρ∗)

96
+

ρ3Mρ−4
∗

384
− ρ2∗ρ△2v(ρ∗)

72

− ρ−5

∫ ρ

0

τ5

∫ ρ∗

τ

ξ−5

∫ ξ

0

t5
∫ ρ∗

t

η(s)s−5dsdtdξdτ

− ρ2∗ρ

288
Mρ−4

∗ − 1

96
Mρ−2

∗ ρ+
M

64ρ
, ρ ∈ (0, ρ∗)

重复上述步骤有

v(ρ) = (ρ2∗ − ρ2)[
Mρ2∗
192

− △v(ρ∗)

12
+

ρ2∗(△2v(ρ∗) +
1
4
Mρ−4

∗ )

144
]

− (ρ4∗ − ρ4)

384
(△2v(ρ∗) +

1

4
Mρ−4

∗ )− M

64
(lnρ∗ − lnρ) + v(ρ∗)

+

∫ ρ∗

ρ

θ−5

∫ θ

0

τ5

∫ ρ∗

τ

ξ−5

∫ ξ

0

t5
∫ ρ∗

t

η(s)s−5dsdtdξdτdθ, ρ ∈ (0, ρ∗) (3.32)

经过计算, 当 ρ → 0 时∫ ρ∗

ρ

θ−5

∫ θ

0

τ5

∫ ρ∗

τ

ξ−5

∫ ξ

0

t5
∫ ρ∗

t

η(s)s−5dsdtdξdτdθ = oρ(1)lnρ+O(1) (3.33)

结合 (3-33), 当 ρ → 0 时,(3-32) 可以写成

v(ρ)

lnρ → β (3.34)

其中 β = N
64

,N >0. 因为 ∫ 1

0

ρ−7ev(ρ)dρ =

∫ 1

0

ρ−7eO(βlnρ)dρ < ∞

经过简单计算 β > 6.

引理 3.2 设 u 是方程 (1-3) 的解且满足 (2-1), 则存在常数 C 有

△2u(x) → 0, |x| → ∞ (3.35)

和

u(x) ≤ C, x ∈ R6 \B (3.36)

其中 B={x ∈ R6:|x| < 1} 是 R6 中单位球.

证明: 第一步先证明
lim

|x|→∞
△2u(x) ≥ 0 (3.37)
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反证法: 假设 lim
|x|→∞

△2u(x) < 0, 则存在序列 {xk} ⊂ R6 \ B, 当 |xk| → ∞,k → ∞ 和 ε > 0 并且不

依赖于 k, 当 k ≥ 1 有 △2u(xk) ≤ −ε < 0. 定义 wi(x) = (−△)iu(x),i 取 1 和 2 代入有

w1(x) +△u(x) = 0

△w1(x) + w2(x) = 0 (3.38)

△w2(x) + eu(x) = 0 (3.39)

定义

u(r) =
1

|∂Br(xk)|

∫
∂Br(xk)

u(x)dσ, r ∈ [0,
1

2
|xk|]

使用 Jensen’s 不等式, 当 r ∈ [0, 1
2
|xk|] 有；

w1 +△u = 0

△w1 + w2 = 0 (3.40)

△w2 + eu ≤ 0 (3.41)

由 (3-41) 可知 r5w2
′(r) < 0,w2(r) 单调递减, 有

w2(r) ≤ w2(0) ≤ −ε < 0 (3.42)

通过 (3-40) 和 (3-42) 有

△w1(r) ≥ −w2(0) (3.43)

对 (3-40) 在 (0, r] 上积分, 结合 (3-39) 有

w1(r) ≥ c1r
2 (3.44)

其中 c1 ≥0. 对 (3-44) 重复上述步骤有:

u(r) ≤ u(0)− c1
32

r4, r ∈ (0,
1

2
|xk|] (3.45)

当 k 足够大 u(0) = u(xk) = o(|xk|2) 有

u(
1

2
|xk|) ≤ (o(1)− c1

32
)(
1

2
|xk|)4 (3.46)

(3-46) 与 u(x) = o(|x|2) 当 |x| → ∞ 时矛盾.

第二步: 证明

lim
|x|→∞

△2u(x) ≤ 0 (3.47)
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反证法: 假设 lim|x|→∞△2u(x) > 0, 则存在序列 {xk} ⊂ R6 \B, 当 |xk| → ∞,k → ∞ 和 ε > 0 不依

赖于 k, 有

△2u(xk) ≥ ε > 0, k ≥ 1 (3.48)

定义 vk(y) = u(x), y = x− xk,

△3vk = −evk , △2vk(0) = △2u(xk) ≥ ε > 0 (3.49)

定义

zk(y) =
△2vk(y)

△2vk(0)
, zk(r) =

1

∂Br(0)

∫
∂Br(0)

zk(y)dσ, r ∈ [0,
1

2
|xk|] (3.50)

则有 zk(0) = 1 和

△z̄k(y) = − evk(y)

△2vk(0)
(3.51)

将 (3-51) 在 (0, ρ) 上积分有

r5zk
′(r) =

−1

△2vk(0)|S5|

∫
Br(0)

evkdy < 0 (3.52)

固定 r = R, 有 ∫
BR(0)

evkdy ≤
∫
B|xk|/2(xk)

eu(x)dx → 0, k → ∞ (3.53)

结合 (2-52) 和 (2-53) 当 r ∈ (0, R] 有

z′k(r) → 0, k → ∞ (3.54)

对 (3-54) 在 [0,R] 上积分当 r ∈ [0, R] 有

zk(r) → 1, k → ∞ (3.55)

当 r ∈ [R, |xk|/2] 时有

−zk
′(r) ≤ r−5

△2vk(0)|S5|

∫
B|xk|/2(0)

evkdy (3.56)

对 (3-56) 积分在 [R,r] 上积分, 当 r ∈ [R, 1
2
|xk|] 有:
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0 ≤ zk(R)− zk(r) ≤
∫ r

R

t−5

△2vk(0)|S5|

∫
B|xk|/2(0)

evkdydt

=
1

4R4△2vk(0)|S5|

∫
B|xk|/2(0)

evkdy → 0 k → ∞ (3.57)

和

zk(r) → zk(R) = 1, k → ∞ (3.58)

结合 (3-55) 和 (3-58),r ∈ [0, 1
2
|xk|], 当 k 足够大时, 有 zk(r) → 1 和 △2vk(r) ≥ △v2

k(0)

2
≥ ε

2
. 重复第

一步的步骤有

uk(r) ≥
εr4

768
(3.59)

当 |x| → ∞ 时,(3-59) 与 u(x) = o(|x|2) 矛盾. 结合 (3-38) 和 (3-47) 得到 (3-35).

第三步证明 u(x) ≤ C

反证法: 存在 {xk} ⊂ R6 \ B, 当 k → ∞ 时 u(xk) → ∞. 另 vk(y) = u(x), y = x− xk. 由 (3-35) 可
知, 当 k 足够大有

△2vk(y) ≥ −ϑ, y ∈ B|xk|/2(0)

其中 ϑ 是大于 0 的常数. 并且有

△2vk(r) ≥ −ϑ, r ∈ (0,
1

2
|xk|] (3.60)

结合引理 2.1 将 (3-60) 在 (0,r] 上积分有

evk(r) ≥ evk(0)e−
ϑ
12 r

2

= eu(xk)e−
ϑ
12 r

2

≥ Me−
ϑ
12 r

2 (3.61)

其中 M > 0 且足够大. 结合 k → ∞ 时 u(xk) → ∞ 和 (3-61) 有

∫
B |xk|

2

(xk)

eu(y)dy ≥ M |S5|
∫ 2

0

r5e−
ϑ
12 r

2

> 0 (3.62)

(3-62) 矛盾因为 ∫
B |xk|

2

(xk)

eu(y)dy → 0

DOI: 10.12677/aam.2025.142071 296 应用数学进展

https://doi.org/10.12677/aam.2025.142071


郭锦钰

4. 定理 2.1 的证明

定义

w(x) =
1

64|S5|

∫
R6\B

ln |x− y|
|y|

eu(y)dy (4.1)

和

w(r) =
1

|∂Br(0)|

∫
∂Br(0)

w(y)dσ (4.2)

经过计算有

△2w(x) =
1

4|S5|

∫
R6\B

eu(y)

|x− y|4
dy (4.3)

和

△3w(x) = eu(x) (4.4)

由引理 3.2 和文献 [8] 可知 u(x) 有上界和

△2w(x) → 0, |x| → ∞ (4.5)

另 φ(x) = u(x) + w(x)

△3φ(x) = 0, R6 \B (4.6)

利用球面坐标另 k(t, θ) = φ(r, θ), k(t) = φ(r), t = lnr, r = |x| 有:△3φ(r) = 0. 另 z(t, θ) =

k(t, θ)− k(t), 结合 (4.4) 和 (4.6) 有:

△3z(t, θ) = 0 (4.7)

经过计算 △3φ(r, θ) 和 △3φ(r) 分别满足

△3φ(r, θ) = φ(6)
r (r, θ) + 15r−1φ(5)

r (r, θ) + 45r−2φ(4)
r (r, θ)

− 30r−3φ(3)
r (r, θ)− 45r−4φrr(r, θ) + 45r−5φr(r, θ)

− 3r−4φrrθθ(r, θ)− 21r−5φrθθ(r, θ) + 18r−3φr(3)θθ(r, θ)

+ 3r−2φr(4)θθ(r, θ) + 3r−5φθ(4)r(r, θ) + 3r−5φθ(4)r(r, θ)

− 4r−6φθ(4)(r, θ) + 3r−4φθ(4)rr(r, θ) + r−6φθ(6)(r, θ) (4.8)
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和

△3φ(r) = φ(6)(r) + 15r−1φ(5)(r) + 45r−2φ(4)(r)

− 30r−3φ(3)(r)− 45r−4φrr(r) + 45r−5φr(r) (4.9)

结合 (4.4)-(4.9),z(t, θ) 满足:

z
(6)
t − 20z

(4)
t + 3△θ z

(4)
t + 64ztt − 24△θ ztt

+ 3△2
θ ztt − 4△2

θ z + 4△3
θ z = 0 (4.10)

其中 (t, θ) ∈ (0,∞)× S5.
取

z(t, θ) =
∞∑
i=1

mi∑
j=1

zji (t)Q
j
i (θ) (4.11)

其中 Qj
i (θ) 是特征值 σi 特征函数并且满足

△2
θQ = σQ, θ ∈ S5 (4.12)

由文献 [10]: 当 N=6 时有:

σi = λ2
i , λi = i(4 + i),mi =

(1 + i)(3 + i)(2 + i)2

12

其中 mi 是 λi 和 Qj
i 的重数并且满足

−△θQ
j
i = λiQ

j
i , θ ∈ S5 (4.13)

将 (4.8)-(4.13) 将代入式子 (4.7) 有

(zji )
(6)(t)− (20 + 3λi)(z

j
i )

(4)(t) + (64 + 24λi + 3λ2
i )(z

j
i )tt(t)− (4λ2

i + λ3
i )(z

j
i )(t) = 0 (4.14)

式子 (4.14) 的特征方程是:

τ (6) − (20 + 3λi)τ
(4) + (64 + 24λi + 3λ2

i )τ
2 − (4λ2

i + λ3
i ) = 0 (4.15)

运用 matlab 可知方程 (4.15) 特征根

τ
(i)
1 =

√
λi + 4, τ

(i)
2 = −

√
λi + 4

τ
(i)
3 =

√
λi + 8− 4

√
λi + 4, τ

(i)
4 = −

√
λi + 8− 4

√
λi + 4
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τ
(i)
5 =

√
λi + 8 + 4

√
λi + 4, τ

(i)
6 = −

√
λi + 8 + 4

√
λi + 4

观察特征根有:

τ
(i)
6 < τ

(i)
2 < τ

(i)
4 < 0 < τ

(i)
3 < τ

(i)
1 < τ

(i)
5 (4.16)

通过常微分方程理论知识可知, 存在 T ≫ 1, 当 t>T 时有

zji (t) = B1e
τ
(i)
1 +B2e

τ
(i)
2 +B3e

τ
(i)
3 +B4e

τ
(i)
4 +B5e

τ
(i)
5 +B6e

τ
(i)
6

因为 |z(t, θ)| ≤ Ct, 有 B1 = B3 = B5 = 0. zji (t) 可以表示为：

zji (t) = B2e
τ
(i)
2 +B4e

τ
(i)
4 +B6e

τ
(i)
6

和

B2 = O(T )e−τ
(i)
2 T , B4 = O(T )e−τ

(i)
4 T , B6 = O(T )e−τ

(i)
6 T

因此方程 (4.14) 的解为:

zji (t) = O(T )eτ
(i)
2 (t−T ) +O(T )eτ

(i)
4 (t−T ) +O(T )eτ

(i)
6 (t−T ) (4.17)

取 Z2(t) =
∑∞

i=1

∑mi

j=1[z
j
i (t)]

2. 因为 τ
(i)
6 < τ

(i)
2 < τ

(i)
4 < 0, 有

Z2(t) ≤ CT

∞∑
i=1

mi(e
2τ

(i)
2 (t−T ) + e2τ

(i)
4 (t−T ) + e2τ

(i)
6 (t−T ))

≤ CT
∞∑
i=1

mi(e
2τ

(i)
4 (t−T ) ≤ CT (e2τ

(1)
4 (t−T ))

其中 C 是一个与 t 无关的正常数. 对于 t > T∗ := 10T ,

lim
i→∞

mi+1e
2τ

(i+1)
4 (t−T )

mie2τ
(i)
4 (t−T )

≤ 2e−2(t−T ) ≤ 1

2

||Qj
i ||L2(S5) = 1 对于 (i,j) 有

||z||L2(S5) ≤ Ceτ
(1)
4 (t−T ) ≤ Ceτ

(1)
4 t (4.18)

通过对方程 (4.11) 在 (t− 1, t+ 1)× S5 上内部 L∞ 估计有

|z(t, θ)| ≤ C||z||L2((t−1,t+1)×R5) ≤ Ceτ
(1)
4 t (4.19)

和

max|z(t, θ)| ≤ Ceτ
(1)
4 t
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代入 i=1 得到 τ
(1)
4 = 1, 有 |z(t, θ)| = o(e−t) 和

o(|x|−1) = φ(r, θ)− φ(r) = u(x) + w(x)− φ(|x|) (4.20)

u(x) = −w(x) + φ(|x|) + o(|x|−1) (4.21)

根据引理 2.1 和文献 [8] 有

k(t)

t
=

φ(r)

lnr =
u(r)

lnr +
w(r)

lnr = −v(r)

lnr +
w(r)

lnr → −β + α0 (4.22)

结合 (4.20)-(4.22) 有

u(x)

ln|x| = −w(x)

ln|x| +
φ(|x|)
ln|x| +

o(|x|−1)

ln|x| → −β (4.23)
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