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摘 要

本文给出了整数群 Z 上一个真的长度函数，并证明了这个长度函数诱导的增长函数不是次可乘的，
但却满足一个一般的次可乘不等式。同时计算出了该增长函数的增长率是欧拉数 e。
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Abstract

We give a proper length function on the integer group Z, and demonstrate that its
induced growth function is not submultiplicative, but satisfies a general submultiplica-
tive inequality. We also show that the growth rate of this growth function is Euler’s
number e.
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1. 引言

Milnor 在 1968 年利用有限生成离散群诱导的增长函数的渐近形态对黎曼流形的基本群给出
了细致的刻画 [1]. 同年 Wolf 利用增长函数证明了有限生成的幂零群一定是多项式增长的 [2]. 而
Gromov 证明了若一个有限生成离散群的增长函数是多项式增长的, 那么这个群一定是幂零群通过
一个有限群的扩张得到的 [3]. Nica 则证明了如果一个有限生成的离散群具有速降性质, 那么该群
的速降度一定是大于或等于 1

2
的 [4].

在这些论断中, 有限生成群诱导的增长函数的次可乘性质起到了非常重要的作用 [1–4]. 设 Γ

是一个有限生成的离散群, S 是 Γ 的一个有限对称生成子集, S 诱导的词长函数为 ℓS . 对任意的正
整数 m ≥ 1, Γ 的增长函数定义为

GΓ
ℓS
(m) = ♯{γ ∈ Γ : ℓ(γ) ≤ m},

即词长函数 ℓS(γ) 小于或等于 m 的那些群元素 γ 的基数 (个数). 于是对任意的正整数 m,n ≥ 1,
有

GΓ
ℓS
(m+ n) ≤ GΓ

ℓS
(m)GΓ

ℓS
(n),

即增长函数 GΓ
ℓS
(·) 是次可乘的 [5–9]. 于是一个随着而来的问题是: 对于一个不是由一个有限生成

子集诱导的长度函数而言, 其导出的增长函数是否仍然具有次可乘性质.

本文主要讨论这个问题, 并给出了一个解答. 我们给出了整数群 Z 上一个均不与词长函数双
Lipschitz 等价的真的长度函数, 并证明了这个长度函数诱导的增长函数不是次可乘的, 但却满足一
个一般的次可乘不等式. 同时计算出了该增长函数的增长率是欧拉数 e.

2. 长度函数

定义 2.1. 设 Γ 为一个离散群. Γ 上的一个长度函数是一个函数 ℓ : Γ 7→ [0,∞) 且满足条件:
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(1) ℓ(γ) = 0 当且仅当 γ = e, 其中 e 是 Γ 的单位元.

(2) 等式 ℓ(γ) = ℓ(γ−1) 对所有的 γ ∈ Γ 都成立.

(3) 不等式 ℓ(γ1γ2) ≤ ℓ(γ1) + ℓ(γ2) 对所有的 γ1, γ2 ∈ Γ 都成立.

如果对于任意一个正实数 β ∈ (0,∞), 集合 ℓ−1([0, β]) 都是有限集, 则称长度函数 ℓ 是真

的 (proper).

真的长度函数的标准例子是一个有限生成的离散群对应于某个有限对称生成子集的词长函数

(word length function). 如果 S 是离散群 Γ 的一个有限对称的生成子集, 我们定义由 S 诱导的词

长函数 ℓS : Γ 7→ N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} 为

ℓS(γ) = min{n : γ = γ1γ2 · · · γn, γi ∈ S, i = 1, . . . , n}, γ ∈ Γ

和

ℓS(e) = 0.

显然 S1 = {−1, 1} 可以生成 Z, 它诱导的词长函数就是绝对值, 即对任意的 n ∈ Z, 有 ℓ1(n) =

ℓS1
(n) = |n|. 由于 2 和 3 互素, 于是 S2 = {−3,−2, 2, 3} 也是 Z 的一个生成元集, 而它诱导的词长

函数为

ℓ2(n) = ℓS2
(n) =


0, n = 0,

1, n = −3,−2, 2, 3,

2, n = −1, 1,

m, 3m− 2 ≤ |n| ≤ 3m, m ≥ 2.

定义整数群 Z 上的一个函数为

ℓ3(n) = ln(1 + |n|) = loge(1 + |n|), n ∈ Z.

因为 ℓ3 的取值不一定为正整数, 所以 ℓ3 不是整数群 Z 上的一个词长函数.
命题 2.2. ℓ3 是整数群 Z 上的一个真的长度函数.

证明. 显然对任意的整数 n, 有 ℓ3(n) ≥ 0. 若存在整数 n 满足 ℓ3(n) = 0, 则有 ln(1 + |n|) = 0, 因而
n = 0.

对任意的整数 n, 有

ℓ3(n
−1) = ℓ(−n) = ln(1 + | − n|) = ln(1 + |n|) = ℓ3(n).

对于任意的整数 n1, n2 ∈ Z, 有

ℓ3(n1 + n2) = ln(1 + |n1 + n2|)

≤ ln(1 + |n1|+ |n2|)

≤ ln((1 + |n1|)(1 + |n2|))
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= ln(1 + |n1|) + ln(1 + |n2|)

= ℓ3(n1) + ℓ3(n2),

于是 ℓ3 是一个长度函数.

对于任意的正实数 β > 0, 有

ℓ−1
3 ([0, β]) = {n ∈ Z : ln(1 + |n|) ≤ β} = {n ∈ Z : |n| ≤ eβ − 1}.

因此集合 ℓ−1
3 ([0, β]) 是一个有限集, 故 ℓ3 是整数群 Z 上的一个真的长度函数.

对一个有限生成群 Γ, 设 S 为它的一个有限对称生成子集. 对于任意的 γ ∈ Γ 和 Γ 上的任意一

个长度函数 ℓ, 有

ℓ(γ) = ℓ(γ1γ2 · · · γn) ≤
n∑

i=1

ℓ(γi) ≤ nmax
t∈S

ℓ(t),

其中 γi ∈ S 及 γ = γ1γ2 · · · γn, 因而不等式

ℓ(γ) ≤ ℓS(γ)max
t∈S

ℓ(t)

对于任意的 γ ∈ Γ 均成立. 因此分别存在常数 C1 > 0 和 C2 > 0 使得对任意的整数 n ∈ Z, 均有

ℓ3(n) ≤ C1ℓ1(n), ℓ3(n) ≤ C2ℓ2(n).

命题 2.3. 不存在正实数 C > 0 使得不等式

ℓ1(n) ≤ Cℓ3(n)

对所有整数 n ∈ Z 都成立.

证明. 假设存在一个正实数 C > 0 使得不等式 ℓ1(n) ≤ Cℓ3(n) 对所有整数 n ∈ Z 都成立. 则对任
意的整数 n ∈ Z, 有

|n| = ℓ1(n) ≤ Cℓ3(n) = C ln(1 + |n|)

取正整数 n ≥ 1 就有 n ≤ C ln(1 + n) 和 en ≤ (1 + n)C . 于是对任意的 n ≥ 1, 有

en

(1 + n)C
≤ 1.

但这与序列 { en

(1+n)C
}∞n=1 无界矛盾. 因此命题成立.

推论 2.4. 设 ℓ 是整数群 Z 上对应于某个有限对称生成子集的词长函数. 则不存在正实数 C > 0 使

得不等式
1

C
ℓ(n) ≤ ℓ3(n) ≤ Cℓ(n)
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对所有整数 n ∈ Z 都成立.

证明. 由命题 2.3 前的讨论可知存在一个正实数 C0 > 0 使得不等式

1

C0

ℓ(n) ≤ ℓ1(n) ≤ C0ℓ(n)

对所有整数 n ∈ Z 都成立. 但由命题 2.3 可知不存在正实数 C1 > 0 使得不等式

1

C1

ℓ1(n) ≤ ℓ3(n) ≤ C1ℓ(n)

对所有整数 n ∈ Z 都成立. 因此不存在正实数 C > 0 使得不等式

1

C
ℓ(n) ≤ ℓ3(n) ≤ Cℓ(n)

对所有整数 n ∈ Z 都成立.

从推论 2.4 可知 ℓ3 不与 Z2 上的任意一个由有限对称生成子集诱导的词长函数双 Lipschitz 等
价.

3. 增长函数的次可乘性与增长率

在这一节中我们将讨论长度函数 ℓ3 诱导的增长函数及其次可乘性质和增长率.

从长度函数 ℓ3 我们可以赋予整数群 Z 一个度量空间结构如下:

d(m,n) = ℓ3(m− n) = ln(1 + |m− n|), m, n ∈ Z.

容易验证 d(·, ·) 是 Z 上的一个度量. 记 Z 中以 n 为中心, r 为半径的球为

Bℓ3(n, r) = {m ∈ Z : d(m,n) = ℓ3(m− n) ≤ r}.

特别地, 当 n = 0 时, Bℓ3(0, r) = {m ∈ Z : ℓ3(m) = ln(1 + |m|) ≤ r}.
定义 3.1. 整数群 Z 上对应于一个长度函数 ℓ 的增长函数是一个函数 GZ

ℓ : [0,∞) 7→ N =

{1, 2, 3, . . .}, 它的具体定义如下:

GZ
ℓ (r) = ♯Bℓ(0, r) = ♯{n ∈ Z : ℓ(n) ≤ r}, r ∈ [0,∞),

其中 ♯Bℓ(0, r) 是 Z 中以 0 为中心, r 为半径的球的基数 (元素个数).

为了讨论方便, 后续我们均将增长函数 GZ
ℓ (·) 简记为 G(·). 显然增长函数 G(·) 是单调递增的.

对于任意的正实数 r ≥ 0, 记 [r] 为它的整部 (整数部分), 即 [r] 为不超过 r 的最大正整数.
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命题 3.2. 整数群 Z 上对应于词长函数 ℓS 的增长函数具有次可乘性. 即对任意的正实数 r ≥ 0,
s ≥ 0, 有 GZ

ℓS
(r + s) ≤ GZ

ℓS
(r)GZ

ℓS
(s).

证明. 对任意 x ∈ BℓS (r + s), 则 ℓS(x) = m ≤ r + s, 于是由词长函数的定义可将 x 写作 m 个生成

元的乘积 x = a1a2 · · · am, 其中 ai ∈ S, 1 ≤ i ≤ m. 当 m ≤ r 时, 令

x1 = a1a2 · · · am, x2 = e.

当 r < m ≤ r + s 时, 令
x1 = a1a2 · · · a[r], x2 = a[r]+1 · · · am.

综上有

x = x1x2, x1 ∈ BℓS (r), x2 ∈ BℓS (s),

故

BℓS (r + s) ⊆ BℓS (r) ·BℓS (s), ♯BℓS (r + s) ≤ ♯BℓS (r) ·BℓS (s) ≤ ♯BℓS (r)♯BℓS (s).

即 GZ
ℓS
(r + s) ≤ GZ

ℓS
(r)GZ

ℓS
(s).

通过观察有下面的命题.
命题 3.3. 对任意的正实数 r ≥ 0, 有

G(r) = ♯Bℓ3(0, r) = ♯{x ∈ Z : ℓ3(x) = ln(1 + |x|) ≤ r} = 2[er − 1] + 1 = 2[er]− 1. (3.1)

进一步有

G(r) = 2m− 1, lnm ≤ r < ln(m+ 1),m ∈ N.

进一步可以计算得:

G(r) =



1, 0 = ln 1 ≤ r < ln 2 = 0.6931471806

3, ln 2 ≤ r < ln 3 = 1.098612289

5, ln 3 ≤ r < ln 4 = 1.386294361

7, ln 4 ≤ r < ln 5 = 1.609437912

9, ln 5 ≤ r < ln 6 = 1.791759469

11, ln 6 ≤ r < ln 7 = 1.945910149

13, ln 7 ≤ r < ln 8 = 2.079441542

15, ln 8 ≤ r < ln 9 = 2.197224577.
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G(r) =



17, ln 9 ≤ r < ln 10 = 2.302585093

19, ln 10 ≤ r < ln 11 = 2.397895273

21, ln 11 ≤ r < ln 12 = 2.48490665.

23, ln 12 ≤ r < ln 13 = 2.564949357.

25, ln 13 ≤ r < ln 14 = 2.639057329.

27, ln 14 ≤ r < ln 15 = 2.708050201.

29, ln 15 ≤ r < ln 16 = 2.77258872.

31, ln 16 ≤ r < ln 17 = 2.83321334.

33, ln 17 ≤ r < ln 18 = 2.89037176.

35, ln 18 ≤ r < ln 19 = 2.94443898.

37, ln 19 ≤ r < ln 20 = 2.99573227.

39, ln 20 ≤ r < ln 21 = 3.04452243.

因为 ln 2 < 1.08 < ln 3, ln 3 < 1.37 < ln 4 及 ln 11 < 1.08 + 1.37 = 2.45 < ln 12, 所以

G(1.08 + 1.37) = 21 > G(1.08)×G(1.37) = 3× 5 = 15.

因此, 不等式
G(r + s) ≤ G(r)G(s) (3.2)

不是对所有正实数 r, s ≥ 0 都成立. 当增长函数是由一个有限对称生成群上的词长函数诱导的时,
不等式 (3.2) 总是成立的 [5–9]. 下面的引理给出了不等式 (3.2) 成立的一个条件.
引理 3.4. 对任意的正实数 r, s ≥ 3, 有

G(r + s) ≤ G(r)G(s).

证明. 由于

4[er − 1][es − 1] > 4(er − 2)(es − 2)

= 4(er+s − 2er − 2es + 4)

= 2(er+s − 1) + 2er+s − 8er − 8es + 18

= 2(er+s − 1) + es(er − 8) + er(es − 8) + 18

≥ 2(er+s − 1) ≥ 2[er+s − 1]

对任意的正实数 r, s ≥ 3 均成立, 于是

G(r)G(s) = (2[er − 1] + 1)(2[es − 1] + 1)

≥ 4[er − 1][es − 1] + 1
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≥ 2[er+s − 1] + 1 = G(r + s)

对任意的正实数 r, s ≥ 3 都成立.

定理 3.5. 存在一个常数 C > 1 使得不等式

G(r + s) ≤ CG(r)G(s)

对所有正实数 r, s ≥ 0 都成立.

证明. 对于任意的正实数 r, s ≥ 3, 从引理 3.4 可得不等式

G(r + s) ≤ G(r)G(s).

由于对于有限区间 [0, 6), 增长函数 G(·) 的值域是一个有限集, 因而可以令

C0 = max
{

G(r + s)

G(r)G(s)
: r, s ∈ [0, 3)

}
.

易知 1 < C0 < ∞ 和不等式
G(r + s) ≤ C0G(r)G(s)

对任意的实数 r, s ∈ [0, 3) 成立.

对任意的实数 r ∈ [0, 3) 和 s ∈ [3,∞), 由引理 3.4 可知

G(r + s) ≤ G(s+ 3) ≤ G(s)G(3) ≤ C0G(s)G(r)G(3− r).

令

C = C0G(3− r),

由前面的计算可得

1 < C < 39C0

所以对任意实数 r ∈ [0, 3) 和 s ∈ [3,∞),

G(r + s) ≤ 39C0G(s)G(r)

同理对任意实数 s ∈ [0, 3) 和 r ∈ [3,∞),

G(r + s) ≤ 39C0G(s)G(r)

所以对任意实数 r ∈ [0,∞) 和 s ∈ [0,∞),

G(r + s) ≤ max {C0, C}G(s)G(r) ≤ 39C0G(s)G(r)
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则可推出定理成立.

综上可以得到对于一个实数 a > 0, 若 a > 39C0, 那么 G(r + s) ≤ aG(r)G(s) 对所有正实数

r, s ≥ 0 都成立. 若 a < 39C0, 则不能保证 G(r + s) ≤ aG(r)G(s) 在 s ∈ [0, 3) 或 r ∈ [0, 3) 时成立.

如果整数群 Z 上的长度函数 ℓ 满足一般次可乘不等式且 Z 关于这个长度函数是速降的, 则可
以类似 [4] 中的方法证明 Z 对应于 ℓ 的速降度大于或等于 1

2
.

定理 3.6. 增长函数的极限
lim
r→∞

(G(r))
1
r

存在且它的极限为 e.

证明. 在 [0,∞) 上定义一个实函数 g 为

g(r) = CG(r), r ∈ [0,∞).

从定理 3.5 可知函数 g 在 [0,∞) 上是次可乘的, 即不等式

g(r + s) ≤ g(r)g(s)

对所有 r, s ∈ [0,∞) 均成立. 容易看出 G(r) 和 g(r) 是区间 (0,∞) 上的可测函数. 而且对任意的
r, s ∈ (0,∞), 有

log(g(r + s)) ≤ log(g(r)g(s)) = log g(r) + log g(s),

于是函数 log g(r) 在区间 (0,∞) 上是次可加的和可测的. 从文献 [10] 中的定理 7.6.1 可得

lim
r→∞

logG(r)

r
= lim

r→∞

log g(r)
r

= inf
r>0

log g(r)
r

< ∞.

因此增长函数的极限

lim
r→∞

(G(r))
1
r

也存在.

现在我们计算出增长函数的极限 limr→∞(G(r))
1
r . 由数学分析的知识可知我们仅需一个严格

单调递增的正实数序列 {rn}∞n=1 (limn→∞ rn = ∞) 即可计算出该极限. 特别地, 为了计算方便可取
{n}∞n=1 作为一个严格单调递增的序列. 从增长函数的具体形式 (3.1), 易知

G(n) = 2[en − 1] + 1 = 2[en]− 1 ≤ 2en

和

G(n) = 2[en − 1] + 1 = 2[en]− 1 > 2en − 3 =
1

2
en + 3

(
1

2
en − 1

)
≥ 1

2
en

对任意的 n ≥ 1 均成立. 因而从夹挤定理可得极限

lim
r→∞

(G(r))
1
r = lim

n→∞
(G(n))

1
n = e.
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故定理成立.

因此类似于有限生成群的词长函数的情形 [5–9], 可以认为 ℓ3 的增长率为 e. 再因为 e > 1, 故
可认为 ℓ3 是指数增长的.
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