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摘 要

本文研究了带有连续分红的保险公司和再保险公司，在委托代理框架下基于 Stackelberg 随机
微分博弈的最优再保险-投资问题。保险公司通过购买比例再保险来转移风险，且根据期望值保
费原则支付再保险的保费。保险公司和再保险公司的博弈过程符合 Stackelberg 随机微分博弈，
在均方差准则下建立保险公司和再保险公司的目标函数，利用动态规划原理，通过求解相应的

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) 方程得出保险公司和再保险公司的纳什均衡策略的显示表达
式。最后，利用数据分析及 MCMC 方法估计模型中的主要参数。
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Abstract

This paper studies the optimal reinsurance-investment problem of an insurance com-
pany and a reinsurer with continuous dividends under the principal-agent framework,
based on the Stackelberg stochastic differential game. The insurance company trans-
fers risks by purchasing proportional reinsurance and pays the reinsurance premium
according to the expected value premium principle. The game process between the
insurance company and the reinsurer conforms to the Stackelberg stochastic differen-
tial game. Under the mean-variance criterion, the objective functions of the insurance
company and the reinsurer are established. By using the principle of dynamic pro-
gramming and solving the corresponding Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation,
the explicit expressions of the Nash equilibrium strategies of the insurance company
and the reinsurer are derived. Finally, data analysis and the Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) method are used to estimate the main parameters in the model.
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1. 引言

为了规避大额索赔给自身带来的风险，保险公司往往作为委托人通过购买比例再保险将部分

风险转移给再保险公司，再通过合理地分配投资比例来进一步控制由于金融市场的不稳定性带来

的损失。而再保险公司作为代理人为保险公司承担一定比例的风险的同时，也通过调整再保险的

价格以及自身的投资策略来提高自身收益。通过随机控制理论研究保险公司的最优再保险-投资问
题已成为保险精算领域的热门课题之一。几十年来，关于不同目标准则下的再保险-投资优化问题
的研究已有很多成果 [1–7]。
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然而，现有研究大多假设保险公司和再保险公司对模型参数具有完全的确定性，忽略了模型

不确定性对决策的影响。在实际中，由于市场环境的复杂性和不确定性，保险公司和再保险公司

往往对模型参数存在模糊性，这种模糊性可能会影响其决策行为。此外，保险公司与再保险公司

之间的委托代理关系也使得双方在决策过程中需要考虑对方的利益与风险偏好，进一步增加了问

题的复杂性 [8–12]。

鉴于此，本文在委托代理框架下，引入 Stackelberg 随机微分博弈理论和均方差准则，在几何
布朗运动模型下考虑两个参与者带有连续分红的再保险-投资模型。通过考虑模糊厌恶因素为保险
公司和再保险公司提供一种更加稳健和实用的决策方法。在实证部分中，使用 MCMC 方法进行拟
合 CEV 模型并进行实际股市估计，最后分析了各参数对于模型的影响。

2. 模型建立
假设 (Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],P) 是一个完备概率空间，其中 {Ft}t∈[0,T ] 是右连续且关于概率测度 P

是完备的，其中 T > 0 表示终端时刻，下文中所有随机过程都是该概率空间上的适应过程。考

虑一个保险公司以及一个再保险公司组成的保险市场风险模型。保险公司和再保险公司的盈余过

程满足经典风险模型：R(t) = x0 + pt −
∑N(t)

i=1 Zi, x0 > 0 是公司的初始盈余，p 表示保险费率，

{N(t)}t∈[0,T ] 是强度为 λ 的 poisson 过程，索赔大小为 Zi，i = 1, 2, 3……，µ 和 σ2 分别是索赔大

小的均值和二阶矩。

保险公司恒定的保费率可以根据期望值保费原则计算：p = (1+ θ)λµ，其中 θ > 0 是保险公司

的安全负荷。进一步假设保险公司可以购买比例再保险合同来转移和管理风险，我们用 q(t) ∈ [0, 1]

来表示保险公司在时刻 t 的风险自留比例，在这种情况下保险公司将在时刻 t 支付给再保险公

司 pq(t) 的再保费，我们假设再保费也利用期望值保费原则计算：pq(t) = λµ(1 + η(t))(1 − q(t)) 。

η = {η(t) ≥ θ : 0 ≤ t ≤ T} 表示再保险公司的风险负荷。考虑再保险之后，保险公司的盈余过程变
为：U(t) = x0 +

∫ t

0
[(1 + θ)λµ− λµ(1 + η(s)(1− q(s))]ds−

∑N(t)
i=1 q(Ti)Zi, 其中 Ti 表示第 i 个索赔

发生的时刻。对上述盈余过程扩散近似后，保险公司的盈余过程为：

dU(t) = λµ(θ − η(t) + q(t)η(t))dt+ σ
√
λq(t)dB(t), (1)

其中，{W1(t)}t∈[0,T ] 为定义在 (Ω, Ft,P) 中的一维标准布朗运动。通过对符号进行调整，我们同样
将再保险公司的盈余过程用以下扩散近似过程来表述：

dV (t) = λµη(t)(1− q(t))dt+ σ
√
λ(1− q(t))dB(t), (2)

另外为了保证任意时刻索赔大小均为正数，我们需要假设
√
λµ/σ 足够大。

接着我们假设保险公司和再保险公司均可以将一部分盈余投资在由无风险资产和风险资产组

成的金融市场中。其中无风险资产的价格过程可以表示为：

dS0(t) = r0S0(t)dt, S0(0) = s0, (3)

r0 > 0 表示无风险利率，s0 表示无风险资产初始投资额。考虑保险公司和再保险公司投资于同一
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风险资产，假设风险资产价格过程服从几何布朗运动模型 (GBM)：

dS1(t) = S1(t)[(µ̃− Lt)dt+ σ̃dB̃(t)], (4)

其中 W2(t) 为 (Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],P) 上独立于 W1(t) 的标准布朗运动，µ̃ > r 为风险资产的期望

收益率，σ̃ > 0 代表波动率，且 S1(0) = s1 > 0. 根据前文的假设，我们对保险公司及再保险公
司在市场中的模型架构有了基本的了解。接下来我们可以分析出整个投资过程中保险公司和再

保险公司的财富过程。我们假设保险公司的财富过程为 Xa(t)，再保险公司的财富过程为 Y a(t)，

令 π1(t)、π2(t) 分别为保险公司和再保险公司在 t 时刻投资于风险资产的金额，然后剩余部分即

Xa(t) − π1(t) 和 Y a(t) − π2(t) 用于投资无风险资产，a1(t) = (q(t), π1(t)) 表示保险公司的再保

险-投资策略，a2(t) = (η(t), π2(t)) 表示再保险公司的价格-投资策略，a(t) = (a1(t), a2(t)) 包含两

个参与者各自的策略，因此保险公司和再保险公司在 P 下的财富过程分别为：

dX(t) =[rX(t) + (µ̃− Lt − r)π1t) + λµ(θ − η(t) + q(t)η(t))]dt

+ σ
√
λq(t)dB(t) + σ̃π1(t)dB̃(t)

(5)

dY (t) =[rY (t) + (µ̃− Lt − r)π̃1(t) + λµη(t)(1− q(t))]dt

+ σ
√
λ(1− q(t))dB(t) + σ̃π2(t)dB̃(t)

(6)

其中 X(0) = x0 表示保险公司的初始盈余，Y (0) = y0 表示再保险公司的初始盈余。在实践中，金

融市场和保险市场在建模时普遍出现模型不确定性的情况。因此，本文通过考虑模糊厌恶的保险

公司 (AAI) 和再保险公司 (AAR) 原来的概率测度 P 被用为参考概率测度，围绕参考测度可以作
等效于参考测度的 Q 测度为替代测度。即：

Q := {Q|Q ∼ P}

定义指数鞅过程如下；

Aφk(t) = exp
{∫ t

0

φk1
(s)dW1(s)−

1

2

∫ t

0

φ2
k1
(s)ds

∫ t

0

φk2
(s)2(s)−

1

2

∫ t

0

φ2
k2
(s)ds

}
(7)

其中，k ∈ {1, 2}，当 k = 1 时代表保险公司，k = 2 时代表再保险公司。对于每个 t ∈ [0, T ]，{
φk(t)

}
t∈[0,T ]

都是一个可测的过程。

定义于 (7)的指数过程 {Λϕk(t)}t∈[0,T ] ，对于每个 k ∈ {1, 2}，是一个 {Ft}t∈[0,T ]，P-鞅，
EP[Λϕk(T )] = 1。对于每个 k ∈ {1, 2}，定义一个新的概率测度 Qk ∼ P 在 FT 如下：

dQk

dP

∣∣∣∣
FT

:= Λϕk(T ).

根据 Girsanov 定理，在替代概率测度 Qk 下，过程 {BQk(t)}t∈[0,T ] 和 {B̃Qk(t)}t∈[0,T ] 是实值
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标准布朗运动，并且对于每个 {ϕk(t)}t∈[0,T ] ∈ Σk：

dBQk(t) = dB(t)− ϕk1(t)dt,

dB̃Qk(t) = dB̃(t)− ϕk2(t)dt.

概率测度 Qk 下，布朗运动 BQk(t) 和 B̃Qk(t) 是相互独立的。

因此，保险公司的盈余过程在替代测度 Q1 下满足：

dXu,v(t) =

[
rXu,v(t) + (µ̃− Lt − r)π(t) + λµ(θ − η(t) + q(t)η(t)) + σ

√
λq(t)ϕ11(t) + σ̃(t)ϕ12(t)

]
dt

+ σ
√
λq(t)dBQ1(t) + σ̃(t)dB̃Q1(t).

(8)
在替代测度 Q2 下，再保险公司的盈余过程由以下随机微分方程 (SDE) 控制：

dY u,v(t) =

[
rY u,v(t) + (µ̃− Lt − r)π̃(t) + λµ(t)(1− q(t)) + σ

√
λ(1− q(t))ϕ21(t) + σ̃(t)ϕ22(t)

]
dt

+ σ
√
λ(1− q(t))dBQ2(t) + σ̃(t)dB̃Q2(t).

(9)

令 U 表示所有保险公司可行策略的集合，V 表示所有再保险公司可行策略的集合。

均值-方差准则下保险公司和再保险公司相应的价值函数为：

Ju
1 (0, x0) = sup

u∈U

{
EP

0,x0

[
Xu,v

T (T )
]
− m1

2
VarP0,x0

[
Xu,v

T (T )
]}
,

Jv
2 (0, y0) = sup

v∈V

{
EP

0,y0

[
Y u,v
T (T )

]
− m2

2
VarP0,y0

[
Y u,v
T (T )

]}
.

(10)

mk > 0, k ∈ {1, 2}，表示保险公司和再保险公司的风险厌恶系数。按照以往文献对均值-方差
准则的研究，建立时间一致的再保险-投资策略，通过如下方式定义实变的值函数：

Ju
1 (t, x) = sup

u∈U

{
EP

t,x

[
Xu,v

T (T )
]
− m1

2
VarPt,x

[
Xu,v

T (T )
]}
,

Jv
2 (t, y) = sup

v∈V

{
EP

t,y

[
Y u,v
T (T )

]
− m2

2
VarPt,x

[
Y u,v
T (T )

]}
.

(11)

接下来，我们引入替代测度来通过一种稳健优化方法解决模糊性，保险公司和再保险公司旨在解

决以下均值-方差优化问题：

在替代概率测度的最坏情况下，保险公司和再保险公司的目标函数分别为：

Ju
1 (t, x) = sup

u∈U
inf

Q1∈Q

{
EQ1

t,x

[
Xu,v

T (T )
]
− m1

2
VarQ1

t,x

[
Xu,v

T (T )
]
+ EQ1,x

t

[
P1(P∥Q1)

]}
,

Jv
2 (t, y) = sup

v∈V
inf

Q2∈Q

{
EQ2

t,y

[
Y u,v
T (T )

]
− m2

2
VarQ2

t,y

[
Y u,v
T (T )

]
+ EQ2

t,y

[
P2(P∥Q2)

]}
.

(12)
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其中，Pk(P∥Qk) ≥ 0, k ∈ {1, 2}，是一个罚函数，用于度量 Qk 与 P 的偏离程度。这里，我
们允许保险公司和再保险公司采用不同的罚函数 P1 和 P2 。

定义 2.1. 保险公司的稳健均值-方差优化问题为以下随机优化问题：

sup
u∈U

inf
Q1∈Q

J Q1,u,v
1 (t, x)

:= sup
u∈U

inf
Q1∈Q

{
EQ1

t,x

[
Xu,v

T (T )
]
− m1

2
VarQ1

t,x

[
Xu,v

T (T )
]
+ EQ1,x

t

[
P1(P∥Q1)

]}
,

(13)

其中 Xu,v(t) 满足 (6)，对于任意 v ∈ V。

定义如下：

J u,v
1 (t, x) := inf

Q1∈Q
J Q1,u,v

1 (t, x).

定义 2.2. 再保险公司的稳健均值-方差优化问题为以下随机优化问题：

sup
v∈V

inf
Q2∈Q

J Q2,u
∗,v

2 (t, y)

:= sup
v∈V

inf
Q2∈Q

{
EQ2

t,y

[
Y u∗,v
T (T )

]
− m2

2
VarQ2

t,y

[
Y u∗,v
T (T )

]
+ EQ2

t,y

[
P2(P∥Q2)

]}
,

(14)

其中 Y u∗,v(t) 满足 (9)，u∗ 是问题 (13) 的最优解。

定义如下：

J u,v
2 (t, y) := inf

Q2∈Q
J Q2,u,v

2 (t, y).

本文将惩罚函数定义如下：

P1(P∥Q1) =

∫ T

t

Ψ1

(
s, ϕ1(s), X

u,v(s)
)
ds,

同时定义保险公司的值函数如下：

V1(t, x, v) := sup
u∈U

inf
Q1∈Q

{
EQ1,x

t

[
Xu,v

T (T )
]
− m1

2
VarQ1,x

t

[
Xu,v

T (T )
]

+ EQ1,x
t

[ ∫ T

t

Ψ1

(
s, ϕ1(s), X

u,v(s)
)
ds

]}
= sup

u∈U
J u,v

1 (t, x),

其中

Ψ1

(
s, ϕ1(s), X

u,v(s)
)
=

ϕ2
11(s)

2ψ11

(
s,Xu,v(s)

) +
ϕ2
12(s)

2ψ12

(
s,Xu,v(s)

) .
类似地，对于再保险公司在问题 (14) 中呈现的稳健优化问题，我们采用以下惩罚函数：

P2(P∥Q2) =

∫ T

t

Ψ2

(
s, ϕ2(s), Y

u,v(s)
)
ds,
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再保险公司的价值函数定义为：

V2(t, y) = sup
v∈V

inf
Q2∈Q

{
EQ2,y

t

[
Y u,v
T (T )

]
− m2

2
VarQ2,y

t

[
Y u,v
T (T )

]
+ EQ2,y

t

[ ∫ T

t

Ψ2

(
s, ϕ2(s), Y

u,v(s)
)
ds

]}
其中

Ψ2

(
s, ϕ2(s), Y

u,v(s)
)
=

ϕ2
21(s)

2ψ21

(
s, Y u,v(s)

) +
ϕ2
22(s)

2ψ22

(
s, Y u,v(s)

) .
对于每个 j ∈ {1, 2}，我们还假设 ψ2j 是一个固定且状态无关的函数，且 ψ2j(t, y) = β2j ,

其中 β2j 是 AAR 关于扩散风险的模糊厌恶参数，且 β2j ≥ 0。当 β2j → 0 时，再保险公司对

扩散风险趋于模糊中立。

3. 最优再保险-投资策略

3.1. 保险公司的最优再保险-投资策略

为了简化符号，在以下段落中省略了一些函数的变量。对于所有 (t, x) ∈ [0, T ]× R，我们定义
作用于 W1(t, x) ∈ C1,2([0, T ]× R) 的无穷小生成算子 L1 如下：

Lu,v,ϕ1,ϕ2

1 W1(t, x) :=
∂W1(t, x)

∂t
+

[
rx+ (µ̃− Lt − r)π + λµ(θ − η) + λµηq+

σ
√
λϕ11q + σ̃ϕ12π

]
∂W1(t, x)

∂x
+

1

2

(
λσ2q2 + σ̃2π2

)∂2W1(t, x)

∂x2
.

定理 3.1 （验证定理，针对保险公司的优化问题）对于问题 (13)，如果存在实值函数 W1(t, x) 和

g1(t, x) ∈ D1,2
p ([0, T ]× R) 对 ∀(t, x) ∈ [0, T ]× R 满足以下扩展 HJB 方程组：

sup
u∈U

inf
ϕ1∈Σ1

{
Lu,v,ϕ1,ϕ2

1 W1(t, x)− Lu,v,ϕ1,ϕ2

1 g1(t, x)
m1

2
g21(t, x)+

m1g1(t, x)Lu,v,ϕ1,ϕ2

1 g1(t, x) +

2∑
j=1

ϕ2
1j

2β1j

}
= 0,

(15)

其中，初始条件为：

W1(T, x) = x, (16)

g1(T, x) = x, (17)

Lu∗,v,ϕ∗
1 ,ϕ2

1 g1(t, x) = 0, (18)

则我们有：

(u∗, ϕ∗
1) := arg sup

u∈U
inf

ϕ1∈Σ1

{
Lu,v,ϕ1,ϕ2

1 W1(t, x)− Lu,v,ϕ1,ϕ2

1 g1(t, x)
m1

2
g21(t, x)

+m1g1(t, x)Lu,v,ϕ1,ϕ2

1 g1(t, x) +

2∑
j=1

ϕ2
1j

2β1j

}
,
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那么

W1(t, x) = V1(t, x), EQ∗
1

t,x

[
Xu∗,v

T (T )
]
= g1(t, x),

u∗ 是保险公司的稳健均衡再保险-投资策略，ϕ∗
1 是保险公司的最坏情景无穷小生成元。

通过简化定理 3.1 中的方程 (15)，得到：

sup
u∈U

inf
ϕ1∈Σ1

{
∂W1(t, x)

∂t
+

[
rx+ (µ̃− Lt − r)π + λµ(θ − η) + λµηq + σ

√
λϕ11q + σ̃ϕ12π

]
∂W1(t, x)

∂x
+

1

2

(
λσ2q2 + σ̃2π2

)∂2W1(t, x)

∂x2
−m1

(
∂g1(t, x)

∂x

)2(
λσ2q2 + σ̃2π2

)
+

ϕ2
11

2β11
+

ϕ2
12

2β12

}
= 0.

(19)

为了解方程 (18) 和 (19)，假设解函数具有以下形式：

W1(t, x) = A1(t)x+B1(t), A1(T ) = 1, B1(T ) = 0, (20)

g1(t, x) = Ã1(t)x+ B̃1(t), Ã1(T ) = 1, B̃1(T ) = 0,

其中 A1, B1, Ã1, B̃1 的终端条件由 (16) 和 (17) 的终止条件决定。假设这些函数是平滑的。对
W1 和 g1 分别关于 t 和 x 求导，并代入 (19)，得到：

sup
u∈U

inf
ϕ1∈Σ1

{
A′

1(t)x+B′
1(t) +

[
rx+ (µ̃− Lt − r)π + λµ(θ − η) + λµηq + σ

√
λϕ11q + σ̃ϕ12π

]
A1(t)

− m1Ã
2
1

2

(
λσ2q2 + σ̃2π2

)
+

ϕ2
11

2β11
+

ϕ2
12

2β12

}
= 0.

(21)

对于每个固定的 u，关于 ϕ1 的函数的一阶最优条件给出了 ϕ∗
1(t) = (ϕ∗

11(t), ϕ
∗
12(t)) 的极小点：ϕ∗

11(t) = −β11σ
√
λA1(t)q(t),

ϕ∗
12(t) = −β12σ̃A1(t)π(t).

(22)

通过评估二阶导数验证凸性条件，很容易证明 ϕ∗
1 是极小点。将 (22) 代入 (21)并通过一阶最

优条件求出了保险公司的最优再保险-投资策略 u∗(t) := (q∗(t), π∗(t)) 如下：

q∗(t) =
µη(t)A1(t)

β11σ2λA2
1(t) +m1σ2λA2

1(t)
, (23a)

π∗(t) =
(µ̃− Lt − r)A1(t)

m1σ̃2A2
1(t) + β12σ̃2A2

1(t)
. (23b)

将 (23) 中的 q∗ 和 π∗ 代入 (16) 和 (22)，得到：(
A′

1 + rA1

)
x+B′

1 +
[
(µ̃− Lt − r)π∗ + λµ(θ − η) + λµηq∗

]
A1

− β11σ
2λA1(q

∗)2 − β12σ̃
2A1(π

∗)2 = 0.
(24)
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以及 (
A′

1 + rA1

)
x+B′

1 +
[
(µ̃− Lt − r)π∗ + λµ(θ − η) + λµηq∗

]
A1

− λσ2(q∗)2
(
m1A

2
1

2
+
β11A

2
1

2

)
− σ̃2(π∗)2

(
m1A

2
1

2
+
β12A

2
1

2

)
= 0.

(25)

通过将带 x 和不带 x 的变量分离，我们可以得到以下方程组：

Ã′
1 + rÃ1 = 0,

A′
1 + rA1 = 0,

B̃′
1 +

[
(µ̃− Lt − r)π∗ + λµ(θ − η) + λµηq∗ − β11σ

2λA1(q
∗)2 − β12σ̃

2A1(π
∗)2

]
Ã1 = 0,

B′
1 +

[
(µ̃− Lt − r)π∗ + λµ(θ − η) + λµηq∗

]
A1 − λσ2(q∗)2

(
m1A

2
1

2
+ β11A

2
1

2

)
−σ̃2(π∗)2

(
m1A

2
1

2
+ β12A

2
1

2

)
= 0.

(26)

通过使用 (16) 中的边界条件，可以解得：

Ã1(t) = er(T−t), A1(t) = er(T−t),

B̃1(t) =

∫ T

t

λµ(θ − η)ds+

∫ T

t

b̃11(s)ds+

∫ T

t

b̃12(s)ds,

B1(t) =

∫ T

t

λµ(θ − η)ds+

∫ T

t

b11(s)ds+

∫ T

t

b12(s)ds, (27)

其中 
b̃11(s) =

[
λµηq∗(s)− β11σ

2λ(q∗(s))2er(T−s)

]
er(T−s),

b̃12(s) =

[
(µ̃− Lt − r)π∗(s)− β12σ̃

2(π∗(s))2er(T−s)

]
er(T−s),

(28)

和 
b11(s) =

[
λµηq∗(s)− λσ2(q∗(s))2

2
(m1 + β11)e

r(T−s)

]
er(T−s),

b12(s) =

[
(µ̃− Lt − r)π∗(s)− σ̃2(π∗(s))2

2
(m1 + β12)e

r(T−s)

]
er(T−s).

(29)

同时，通过分离 Lt 前系数可以求得，对于保险公司来说最优的分红为：

Lt = λµ−

√
2λσ2((m1 + β12)

2− β12λσ2 −m1λσ2
(30)

3.2. 再保险人的最优价格-投资策略

本节讨论再保险人的优化问题。首先，对于所有 (t, y) ∈ [0, T ] × R，我们定义一个关于
W2(t, y) ∈ C1,2([0, T ]× R) 的无穷小生成元 L2 如下：
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Lu,v,ϕ1,ϕ2

2 W2(t, y) :=
∂W2(t, y)

∂t
+

[
ry + (µ̃− Lt − r)π̃ + λµ(1− q) + σ

√
λϕ21(1− q)

]
∂W2(t, y)

∂y
+

1

2

(
λσ2(1− q)2 + σ̃2π̃2

)
∂2W2(t, y)

∂y2
.

按照定理 (3.1) 关于在保险人 HJB 的方程 (15) 等价于：

sup
v∈V

inf
ϕ2∈Σ2

{
∂W2(t, y)

∂t
+

[
ry + (µ̃− Lt − r)π̃ + λµ(1− q∗) + σ

√
λϕ21(1− q∗) + σ̃ϕ22π̃

]
∂W2(t, y)

∂y

+
1

2

(
λσ2(1− q∗)2 + σ̃2π̃2

)(
∂2W2(t, y)

∂y2
−m2

(
∂g2(t, y)

∂y

)2)
+

ϕ2
21

2β21
+

ϕ2
22

2β22

}
= 0. (31)

为了解 (32) 和 (33)，考虑如下形式的解函数：W2(t, y) = A2(t)y +B2(t), g2(t, y) = Ã2(t)y + B̃2(t),

A2(T ) = 1, B2(T ) = 0, Ã2(T ) = 1, B̃2(T ) = 0.

将 W2 和 g2 的对应偏导数代入 (35)，得到：

sup
v∈V

inf
ϕ2∈Σ2

{
A′

2y +B′
2 +

[
ry + (µ̃− Lt − r)π̃ + λµ(1− q∗) + σ

√
λϕ21(1− q∗) + σ̃ϕ22π̃

]
A2

−m2A
2
2

λσ2(1− q∗)2 + σ̃2π̃2

2
+

ϕ2
21

2β21
+

ϕ2
22

2β22

}
= 0. (32)

对于每个固定的 v，关于 ϕ2 的值函数一阶最优性条件的最小点 ϕ∗
2(t) := (ϕ∗

21(t), ϕ
∗
22(t)) 如下：

ϕ∗
21(t) = −β21σ

√
λA2(t)(1− q∗(t)),

ϕ∗
22(t) = −β22σ̃A2(t)π̃(t).

(33)

将 (33) 代入 (32)，并 (23a) 中的 q∗ 代入 (33)，得到：

sup
v∈V

{
A′

2y +B′
2 +

[
ry + (µ̃− Lt − r)π̃ + λµη − λµ2η2A1

β11σ2A2
1 +m1σ2Ã1

2

]
A2

− λσ2

(
m2Ã2

2

2
+
β21A

2
2

2

)(
1− 2µηA1

β11σ2A2
1 +m1σ2Ã1

2 +
µ2η2A2

1

(β11σ2A2
1 +m1σ2Ã1

2
)2

)}
= 0.
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类似地，关于 v 的值函数一阶最优性条件的最大点 v∗(t) := (η∗(t), π̃∗(t)) 如下：

η∗(t) =
A2(t)σ

2(β11A
2
1(t) +m1Ã1

2
(t)) +A1(t)σ

2(β21A
2
2(t) +m2Ã2

2
(t))

2µA1(t)A2(t) +
µ2A1(t)(β21A2

2(t)+m2Ã2
2
(t))

β11σ2A2
1(t)+m1σ2Ã1

2
(t)

, (34a)

π̃∗(t) =
µ̃− Lt − r

σ̃2(β22A2
2(t) +m2Ã2

2
(t))

. (34b)

将 η∗ 和 π̃∗ 代入得到：

(
Ã′

2 + rÃ2

)
y + B̃′

2 +

[
(µ̃− Lt − r)π̃∗ + λµη∗(1− q∗)− β21σ

2λA2(1− q∗)2 − β22σ̃
2A2(π̃

∗)2
]
Ã2 = 0,

(
A′

2 + rA2

)
y +B′

2 +

[
(µ̃− Lt − r)π̃∗ + λµη∗(1− q∗)

]
A2 −

λσ2(1− q∗)2

2
(m2Ã

2
2 + β21A

2
2)

− σ̃2(π̃∗)2

2
(m2Ã

2
2 + β22A

2
2) = 0.

通过分离变量法，我们得到以下常微分方程组：

Ã′
2 + rÃ2 = 0, A′

2 + rA2 = 0,

B̃′
2 +

[
(µ̃− Lt − r)π̃∗ + λµη∗(1− q∗)− β21σ

2λA2(1− q∗)2 − β22σ̃
2A2(π̃

∗)2
]
Ã2 = 0,

B′
2 +

[
(µ̃− Lt − r)π̃∗ + λµη∗(1− q∗)

]
A2

−λσ2(1−q∗)2

2
(m2Ã

2
2 + β21A

2
2)−

σ̃2(π̃∗)2

2
(m2Ã

2
2 + β22A

2
2) = 0.

利用边界条件，我们得到：

Ã2(t) = er(T−t), A2(t) = er(T−t),

B̃2(t) =

∫ T

t

b̃21(s)ds+
∫ T

t

b̃22(s)ds,

B2(t) =

∫ T

t

b21(s)ds+
∫ T

t

b22(s)ds,

其中 

b̃21(s) =
[
λµη∗(s)(1− q∗(s))− β21σ

2λ(1− q∗(s))2er(T−s)
]
er(T−s),

b̃22(s) =
[
(µ̃− Lt − r)π̃∗(s)− β22σ̃

2(π̃∗(s))2er(T−s)
]
er(T−s),

b21(s) =
[
λµη∗(s)(1− q∗(s))− λσ2(1−q∗(s))2

2
(m2 + β21)e

r(T−s)
]
er(T−s),

b22(s) =
[
(µ̃− Lt − r)π̃∗(s)− σ̃2(π̃∗(s))2

2
(m2 + β22)e

r(T−s))
]
er(T−s).

(35)
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保险人的稳健最优自留比例和再保险人的最优再保险价格分别为：

q∗(t) =
β11 +m1 + β21 +m2

2(β11 +m1) + β21 +m2

, (36)

以及

η∗(t) =
σ2(β11 +m1)

2er(T−t) + σ2(β11 +m1)(β21 +m2)e
r(T−t)

2µ(β11 +m1) + µ(β21 +m2)
. (37)

此外，保险人和再保险人的稳健最优投资策略分别为：

π∗(t) =
µ̃− Lt − r

(m1 + β12)σ̃2er(T−t)
, (38)

以及

π̃∗(t) =
µ̃− Lt − r

(m2 + β22)σ̃2er(T−t)
. (39)

最终，保险人和再保险人的值函数分别由以下积分表示给出：

V1(t, x) = xer(T−t) +

∫ T

t

λµ(θ − η∗(s))ds+
∫ T

t

b11(s)ds+
∫ T

t

b12(s)ds, (40)

V2(t, y) = yer(T−t) +

∫ T

t

b21(s)ds+
∫ T

t

b22(s)ds, (41)

其中 b11, b12, b21, b22 按照 (27)和 (34) 中将 η 替换为 η∗ 得到。对于再保险公司来说最优的分红

为：

Lt = µ̃−

√
B1(t)σ̃2((m2 + β22)

m2

− r (42)

4. 实证分析

4.1. 数据来源

本文选取的是 2020 年 1 月 2 日至 2024 年 8 月 30 日的上证指数收盘价作为研究对象，共计
1132 组数据。

图 1表示上证指数的时序图，上证指数收盘价随时间变化而变化。本文考虑使用 MCMC 方法
估计参数，首先对数据进行统计性分析。

4.2. 上证指数统计性分析

在 CEV 模型中，µ 为股票指数的期望对数收益率均值，σSβ
t 为对数收益率的标准差，建立如

下的对数收益率模型：

rt = ln
(

St

St−1

)
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Figure 1. Temporal diagram of the Shanghai Composite Index and logarithmic return temporal diagram
图 1. 上证指数时序图和对数收益率时序图

S 在这里表示上证指数，rt 表示每日对数收益率。

对该对数收益率时序图进行分析，可观测出对数收益率的集群现象。其中，0-200，500-700，
900-1100 之间数据波动较大。

Figure 2. Logarithmic yield box plot
图 2. 对数收益率箱型图

经过观察并分析图 2，可以了解到平均值为 -0.000107525，中位数为 -0.000265860，标准差为
0.0102581。由于本文研究的是金融序列，需要考虑序列的平稳性，本文使用 ADF 方法检验序列
的平稳性。表 1是 ADF 检验结果。

通过表 1可以看出，p 值约等于 0.00，且检验统计量均大于在 0.01，0.05，0.1 显著性水平下
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Table 1. ADF test result
表 1. ADF 检验结果

项目 值

ADFStatistic -18.04099508991882
p− value 2.657769175161298e-30

CriticalV alues

1% -3.4361656672131806
5% -2.864107957764881
10% -2.568137251515397

的临界值。所以拒绝原假设，认为序列是平稳的。之后对序列进行自相关和偏自相关的检验，建立

合适的模型。本文考虑使用 DW 检验验证自相关性，经过计算 DW 统计量为 1.970，接近 2，可
以认为序列无显著的自相关性。

由于序列中无显著的相关性，假设均值方程为回归模型中的白噪声：

rt = c+ ut

根据经验，笔者假设白噪声函数均值为 0.001。在一般线性模型中，可以认为随机误差项为同
方差的。但因本文使用的数据中出现了集群现象，可以认定参差具有异方差性质。在研究金融时

间序列时，需要检验参差序列是否存在 ARCH 效应，即异方差性质。本文考虑使用 ARCH LM 检
验，验证序列是否存在 ARCH 效应 (异方差)。

4.3. ARCH 检验结果

对时间序列数据进行 ARCH (自回归条件异方差) 检验，表 2为统计量检验结果。

Table 2. ARCH test statistic
表 2. ARCH 检验统计量

统计量 值

Lagrange 乘数统计量 46.8979
p-value (Lagrange 乘数) 0.0000

F 统计量 4.8465
p-value (F 统计量) 0.0000

LM 统计量为 46.8979，显示本序列存在显著自相关性。并且两个 p 值都非常小，远低于显著
性水平。因此可以得出结论：拒绝原假设，存在 ARCH 效应。

由于序列存在 ARCH 效应，本文考虑通过 ARCH 模型来拟合原序列。但在拟合过程中，需
要估计很多参数，并且只有当滞后阶数足够多时才会有理想的拟合结果。为了减少参数过多导致
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的误差，本文尝试使用 Clive Granger 提出的 GARCH(1,1) 模型进行拟合，序列应满足以下方程：rt = c+ ut

σ2
t = c1 + c2 · u2t−1 + c3 · σ2

t−1,
(8)

4.4. GARCH Model 拟合结果

分析表 3，表 4，表 5可以发现，其中赤池信息量准则（AIC）与贝叶斯信息量准则（BIC）的
值十分小，可以说明模型拟合效果良好；均值模型系数 µ 为负值，表示均值模型中，常数影响较

小，并且通过 t 值可知在 0.005 显著性水平下显著；波动率模型中各系数 p 值均接近于 0，可知均
通过显著性检验。

Table 3. GARCH model results
表 3. GARCH 模型拟合结果

Dep. Variable: y

Mean Model: Constant Mean
Vol Model: GARCH

Distribution: Normal
Method: Maximum Likelihood

No. Observations: 1131
Log-Likelihood: 3647.44

AIC: -7286.87
BIC: -7266.75

Df Residuals: 1130
Df Model: 1

Date: Mon, Dec 09 2024
Time: 10:40:39

Table 4. Mean model coefficients
表 4. 均值模型系数

coef std err t P 95.0% Conf. Int.

µ -8.4000e-05 3.896e-05 -2.156 3.109e-02 [-1.604e-04, -7.635e-06]

Table 5. Volatility model coefficients
表 5. 波动率模型系数

coef std err t P 95.0% Conf. Int.

ω 2.0799e-06 2.846e-11 7.309e+04 0.000 [2.080e-06, 2.080e-06]
α[1] 0.0498 1.926e-02 2.587 9.691e-03 [1.207e-02, 8.758e-02]
β[1] 0.9268 1.685e-02 54.850 0.000 [8.924e-01, 9.284e-01]
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4.5. MCMC

最后考虑使用蒙特卡洛模拟方法来进行参数估计，并尝试给出对数收益率的预测值。参数估

计结果如下：

µ = −0.000119159

σ = 0.0102385

为了验证参数估计结果，本文尝试使用模型预测股市上证指数收盘价，图 3为预测结果。

Figure 3. Monte Carlo simulation results
图 3. 蒙特卡洛模拟结果

观察图 3可以发现预测结果绝大多数均在 [1500-4000] 区间内，与真实数据差距不大，并且在
一定程度上与真实数据价格变化趋势相同，考虑到白噪声函数的存在，可以初步认为预测结果误

差并不大，模型拟合性良好。

为了增加严谨性，使用不同迭代次数重复 MCMC 算法。下面分别进行 10000，20000，30000
次迭代 (见图 4)。

Table 6. Parameter results with different iterations
表 6. 不同迭代次数下的参数结果

迭代次数 10000 次 20000 次 30000 次

µ -0.000132824 -0.000119996 -0.000121236
σ 0.0102560 0.0101817 0.0102103

观察表 6参数结果与使用 MCMC 算法参数模拟出的股市预测图，可以发现当模拟次数大于
10000 后，模拟次数对于参数模拟结果影响不大，股市预测结果都在 [1500-4500] 的区间中且大致
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Figure 4. Monte Carlo simulations with different iterations
图 4. 不同迭代次数下的蒙特卡洛模拟

趋势相同，由于白噪声函数存在，可以认为该迭代方法是收敛和稳定的。

5. 结论

本文基于 Stackelberg 随机微分博弈理论，在委托代理框架下分别对模糊厌恶的保险公司和再
保险公司讨论了最优再保险和投资问题。利用随机控制理论，在均值-方差准则下建立相应的 HJB
方程并得出两个参与者各自的纳什均衡策略及相应值函数。最后，通过数据分析模型参数估计值。

与以往文献不同的是，将保险公司和再保险公司投资于相同的风险资产模型并计算带有连续分红

的最优再保险-投资策略。在委托代理框架下，还有一些问题值得今后进一步研究，比如：当两个
参与者投资于不同模型下的最优再保险-投资的均衡策略的求解问题；当保险市场和金融市场具有
相关性时，利用 Stackelberg 随机微分博弈相关理论可进一步研究两个参与者的均衡策略。
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