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摘 要

本文提出了一种创新框架，用于分析神经网络中的同步问题。该框架采用测度微分方程 (MDEs)，
能有效刻画实际系统固有的不连续特性和动态行为。由于测度函数的引入，以及系统不连续点的

存在，传统的同步分析方法需重新审视，并配以专门的计算手段。本研究的核心贡献在于，在测

度微分方程框架下建立了新的李雅普诺夫定理，据此为系统构造了与之相适应的李雅普诺夫函数。

这项工作不仅深化了对神经网络同步机理的理论认识，也彰显了测度理论在复杂网络分析中的重

要性。
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Abstract

This paper proposes an innovative framework for analyzing synchronization in neu-
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ral networks by employing measure differential equations (MDEs), which effectively
capture discontinuities and dynamic behaviors inherent in real-world systems. The
incorporation of measure functions necessitates a re-evaluation of traditional synchro-
nization analysis, as the presence of discontinuity points demands specialized compu-
tational approaches. A key contribution of this work is the development of a new
Lyapunov theorem within the MDE framework, which facilitates the construction of
a tailored Lyapunov function for the system. This study advances the theoretical un-
derstanding of synchronization in neural networks and underscores the significance of
integrating measure theory into the analysis of complex networks.
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1. 引言

现实世界中的复杂网络（例如大脑神经网络）由众多交互实体构成，这些实体的动态行为同

时受其内部状态与交互模式的影响。当前，复杂系统研究已越来越依赖网络分析方法。早期研究

主要借助简化图模型，重点探究网络的拓扑结构。这类研究揭示了诸多全局特征，例如小世界特

性 [1] 和无标度分布 [2]，以及被称为“网络模体”的特定子图的存在与否 [3]。这些成果从不同现
实网络系统中提炼出了若干基本组织原则 [4]，为理解复杂网络的结构机制奠定了重要基础。

为实现对现实系统的更完整认知，仅研究相互作用拓扑是远远不够的。当前面临的核心挑战

在于探索网络结构如何影响其内部的动力学过程。复杂系统中的众多元素均表现出振荡特性，这

种特性会引发同步现象——该动力学行为在复杂网络研究中一直备受关注。与大脑动力学密切相关

的同步研究 [5] 已成为当前研究的热点领域，特别是在复杂拓扑结构网络上神经元动力学同步这一
方向（参见 [6]- [24]）。

另一方面，同步研究面临的核心挑战之一，在于如何准确刻画具有间断性或脉冲效应的复杂

动力学行为。这类非连续动态在生物神经网络、电力系统等实际应用中广泛存在，其突变的相轨

迹和不可微的特性对传统连续动力学理论构成了严峻挑战。测度微分方程凭借其独特的数学框架，

成为描述此类间断动力学行为的理想工具。该理论由 Schmaedeke 于 1965 年提出 [25]，最初用于
求解航天器轨道优化等最优控制问题 [26]- [35]，随后逐渐发展成为处理各类间断与混合动力系统
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的普适性框架。测度微分方程的核心突破在于引入测度项作为基本分析单元，这一创新使其能够

自然刻画状态突变、脉冲激励等非连续现象。相较于经典微分方程要求右端函数满足连续性条件，

测度微分方程通过将微分算子推广至测度空间，实现了对更广泛动力学行为的统一描述。这一理

论优势使其在混沌系统同步分析中展现出独特价值：当系统存在切换拓扑、脉冲控制等间断因素

时，测度微分方程能够精确捕捉这些非连续性对同步过程的量化影响 [36]- [39]。近年来，该框架
已在多智能体系统协同控制、神经元网络脉冲同步等研究中取得显著成效，为复杂网络同步分析

提供了新的理论基础。

总的来说，拓扑分析为我们理解复杂网络结构奠定了重要基础，但要真正把握系统的动态特

性——特别是同步现象——就必须将结构分析与动力学研究深度融合。测度微分方程的应用进一步

强化了这种交叉研究范式，为复杂系统的分析和控制提供了坚实的数学框架。值得关注的是，这

一理论在同步控制领域已取得显著成果。最新研究表明 [40]- [42]，测度微分方程不仅能通过协调
发电机组的同步运行来维持电网稳定，还能在生物医学领域通过心脏起搏器的精确控制来恢复正

常心律。这些突破性进展不仅展示了该理论在解决实际问题中的强大能力，更凸显了其在工程和

医疗等关键领域的重要价值。随着研究的深入，测度微分方程有望在更多复杂系统同步问题中发

挥核心作用，为人类应对日益复杂的工程挑战提供新的数学工具。

在取得这些成果的基础上，测度微分方程还在推动复杂动力学系统的建模与分析方面发挥了

关键作用。其中，测度神经网络作为一种能够更精确模拟生物神经网络的新型模型，正受到学界

日益广泛的关注。

在文献 [43] 中，Lu 提出了一种无时滞的恒等神经网络模型：

ẏ(t) = −Qy(t) +Bg[y(t)] + I, (1.1)

其中 y(t) = [y1(t), y2(t), . . . , yn(t)]
T ∈ Rn 表示神经元状态向量，Q = diag(q1, q2, . . . , qn) > 0 为

系统参数矩阵，B = (bij)n×n 为连接权矩阵，I = (I1, I2, . . . , In)
T ∈ Rn 为常值外部输入向量，

g(y(t)) = [g1(y1(t)), g2(y2(t)), . . . , gn(yn(t))]
T ∈ Rn 为神经元激活函数。

基于上述研究（尤其是 Lu 的工作），为深入探索测度神经网络的潜力，本文提出如下模型：

Dyi(t) =

(
−qiyi(t) +

n∑
j=1

bijgj [yj(t)] + Ii

)
Du, (i = 1, 2, . . . , n), (1.2)

其紧凑形式为：

Dy(t) = (−Qx(t) +Bg[y(t)] + I)Du. (1.3)

该模型结合了测度微分方程的理论优势，能够更准确地描述忆阻系统中固有的复杂动力学行

为与间断特性，从而为理解和控制测度神经网络中的同步现象提供了更有效的理论工具。在生物

神经系统中，神经元的电活动表现为连续的子阈值电位波动与离散的动作电位（脉冲）交替出现

的混合动力学行为。传统的连续微分方程模型主要描述神经元的连续整合过程，但难以精确刻画

动作电位发放的瞬时性和不连续性。本模型中的测度项 Du 通过引入 Dirac 测度，能够自然地描
述这种连续演化与离散跳跃共存的现象。具体而言：

• 当 u(t) 的连续部分主导时，系统描述神经元膜电位的连续变化过程;
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• 当 u(t) 出现跳跃时，对应神经元产生动作电位的瞬时放电过程;

• 权重系数 ak 反映了脉冲的强度，模拟不同神经元的放电幅度差异.

除了神经元活动本身，本模型在描述神经网络的器件与结构层面也具有适用性，具体体现在以下

两个方面：

1. 忆阻系统的状态突变特性 在忆阻神经网络中，忆阻器的阻值变化具有典型的非连续特性。当通
过忆阻器的电荷量达到特定阈值时，其阻值会发生突变，这种突变行为无法用传统的连续动力学

充分描述。测度微分方程框架通过测度项 Du 中的原子测度，能够精确捕捉忆阻器状态的瞬时切

换，为忆阻神经网络的建模提供了更合适的数学工具。

2. 网络中的突触传递机制 生物神经网络中的突触传递本质上是量子化的脉冲过程，神经递质的释
放是离散事件。测度项 Du 中的跳跃部分恰当地模拟了这种脉冲式的信息传递模式，使得模型能

够更真实地反映神经网络的信息处理机制。

在本论文中，我们假设测度函数 u(t) 及涉及 gi（i 取 1 至 n）的连接项具有以下性质：

(i) u(t) =
∞∑
k=1

akHk(t) + t, ak ≥ 0,Hk(t) =

1, t ≥ tk,

0, t < tk.

(ii) 对任意 n ∈ Z，u(t) 在区间 (n, n+ 1] 内的间断点数目不超过 G（密度累积条件）。

(iii) 激活函数 gi (1 ≤ i ≤ n) 满足 Lipschitz 条件，即存在 Lipschitz 常数 γi (1 ≤ i ≤ n) 使得：

|gi(y)− gi(z)| ≤ γi|y − z|, ∀y, z ∈ R. (1.4)

其中函数 u(t) 被构造为一个标准的、右连续的有界变差函数，其核心组成部分解析如下：

• 线性连续部分 (t): 此项模拟了系统在脉冲时刻之间的连续时间演化动力学，描述了神经元膜
电位的自然漏电、输入信号的连续整合等平滑过程。

• 离散跳跃部分 (
∑∞

k=1 akHk(t)): 此项通过一系列 Heaviside 阶跃函数 Hk(t) 及其权重 ak，精

确地刻画了发生在离散时间点 {tk} 上的瞬时状态跳跃（脉冲）。权重 ak 量化了在 tk 时刻脉

冲作用的强度。

因此，u(t) 的导数 Du 在测度意义下可分解为 Du = dt +
∑∞

k=1 akδtk，其中 dt 是 Lebesgue 测度
（描述连续流），δtk 是集中在 tk 的 Dirac 点测度（描述离散脉冲）。这种结构使得模型能够在一个
统一的框架内，同时容纳连续的渐变过程与离散的突变事件。

与脉冲微分方程对比: 传统的脉冲微分方程通常将系统表述为“微分方程 + 跳跃映射”的耦
合形式，即 ẏ(t) = f(t, y), t ̸= tk 与 ∆y(tk) = Ik(y(t

−
k )), t = tk。这种表述人为地将连续流与离散

映射分离开，在理论分析（如稳定性证明）时常需分别处理，过程繁琐。相比之下，本文的 MDE
模型通过引入测度 Du，将这两种演化模式统一在一个紧凑的微分形式中，极大地简化了系统的数

学描述，并为同步性分析提供了更直接、更统一的 Lyapunov 框架。
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在文献 [43] 中，Lu 运用不变原理构造了如下 Lyapunov 函数：

V =
1

2
eT (t)e(t) +

n∑
i=1

1

αi

(εi + l)2. (1.5)

通过动态增强耦合强度，成功实现了两个耦合神经网络的同步。

本研究主要探讨测度神经网络中的同步问题。目前学界尚未系统研究该类系统的同步机制，

在引入测度函数后，系统的不连续性体现为参数 ak, (k = 1, 2 . . .) 的引入，需要采用适用于测度微

分方程的计算方法处理间断点。现有针对无时滞恒等神经网络建立的 Lyapunov 函数及计算方法，
由于未考虑测度方程特有的间断特性，难以直接应用于本研究模型。

为此，我们将在提出新模型的基础上，尝试建立适用于测度神经网络系统的分析方法。具体

而言，拟在测度微分方程框架下构建相应的 Lyapunov 函数，并探索系统的同步条件。这项工作旨
在为理解测度神经网络的同步特性提供新的分析思路。

2. 初步结果
下面将介绍证明过程中需要使用的若干关键符号与核心理论框架。这些基础性内容为后续论

证的展开提供了必要的理论支撑。

测度微分方程通常表示为（参见文献 [44]）

Dz = f1(z, t) + f2(z, t)Du, (2.1)

其中 t ∈ (a, b)，Dy 与 Du 表示分布导数。该具有初始条件 z(t0) = z0 的方程组在数学上等价于：

z(t) = z0 +

∫ t

t0

f1(z(s), s)ds+

∫ t

t0

f2(z(s), s)du(s),

对任意 t ∈ (a, b).

Lemma 2.1. δP153, ᇐ⨼ 2, [45]ε䇴 z∗(·, t, z) Ѱ䙐䗽 (t, z) Ⲻ (2.1) Ⲻ䀙θࡏ

z∗(t, t0, z0)− z∗(t−, t0, z0) = lim
h→0+

{∫ t

t−h

f1(s, z
∗(s, t0, z0))ds+

∫ t

t−h

f2(s, z
∗(s, t0, z0))du(s)

}
.

ᡇԢ俌ݾ㘹㲇⭧сᕅᇐѿⲺ↙䳼࠳ᮦ µφ

µ(F ) =

∣∣∣∣∫
F

f2(s, z
∗(s, t0, z0))du(s)

∣∣∣∣ .
Ԛ h1 ≥ h2 ≥ h3 ≥ · · · > 0θъ䇴 Fk = [t − hk, t]θެѣ hk → 0 ᖉ k → ∞Ⱦ↚ᰬᴿ

F1 ⊃ F2 ⊃ F3 ⊃ · · · ъ
∞∩
k=1

Fk = F0,

ެѣ F0 = {t}Ⱦഖ↚θµ(Fk) → µ(F0)δRudin [46],ᇐ⨼ 1.19(e)εθµ(F0) = |f2(t, y∗(t, t0, y0))(u(t)−
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u(t−))|Ⱦㅢж亯᭬ᮑӄ䴬ਥᗍφ

|z∗(t, t0, z0)− z∗(t−, t0, z0)| =
∣∣f2(t, z∗(t, t0, z0))(u(t)− u(t−))

∣∣ . (2.2)

在通过引理2.1完成必要理论准备的基础上，我们现在可以展开主要定理的证明工作。

3. 基于测度微分方程的 Lyapunov 定理

动力学系统的稳定性分析理论，历来是微分方程研究的重要基石。李雅普诺夫方法作为该领

域最具影响力的核心工具之一，在实践中获得了广泛应用。在常微分方程体系下，李雅普诺夫定

理构建了一个强有力的分析框架，使研究者无需求解系统显式解即可判定平衡点的稳定性。为与

经典理论建立对比基准，我们首先阐述常微分方程系统中的李雅普诺夫定理。

Theorem 3.1. (ᑮᗤᯯ࠼ぁⲺᶄ䳻Ფ䈰ཡᇐ⨼) 㘹㲇⭧ԛсᑮᗤᯯ࠼ぁᨅ䘦Ⲻ㠠⍳㌱㔕φ

dy

dt
= g(y), g(0) = 0,

ެѣ y ∈ Rnθg : Rn → Rn Ѱ䘔㔣ਥᗤ࠳ᮦȾ

李雅普诺夫定理： 㤛ᆎ൞ḽ䠅࠳ᮦ V : Rn → Rδ〦Ѱᶄ䳻Ფ䈰ཡ࠳ᮦε┗䏩φ

1. V ┗䏩↙ᇐᙝᶗԬχ
2. ⋵㌱㔕䖞䘯θV̇ Ѱ䍕ᇐ࠳ᮦȾ

䈛ᒩ㺗⛯ޭᴿ⑆䘇どᇐᙝȾࡏ

䈛ᇐ⨼Ⲻ䈜㓼䇷᱄ਥ৸㘹ᑮᗤᯯ࠼ぁḽ߼ᮽ⥤θऻᤢ [47] ѣⲺ䇰䘦Ⱦ

将李雅普诺夫稳定性理论拓展至测度微分方程具有重要意义，因为传统的常微分方程方法在

处理具有间断动态的系统时往往存在不足。尽管测度微分方程的李雅普诺夫稳定性理论尚处于发

展初期，但建立该理论框架将极大推动对复杂动力系统的理解与控制 [48]- [52]。填补这一理论空
白，必将深化我们对动力系统及其应用的认识。

为更好刻画函数在间断点处的行为，我们引入一个仅在间断点处有定义的函数 l(·)，进而给出
如下形式的测度微分方程李雅普诺夫定理：

Theorem 3.2. 㤛┗䏩ԛсᶗԬθࡏ㌱㔕

Dy = g(y, t)Du (3.1)

ޭᴿ⑆䘇どᇐᙝφ

1. V(y) ┗䏩↙ᇐᙝᶗԬχ
2. V̇(y) ൞ t ̸= tk ᰬѰ䍕ᇐ࠳ᮦχ

3. V(y(t−k )) > l(ak) · V(y(tk))θެѣ l(ak) ≥ 1Ⱦ

证明. 䟽⭞ਃ䇷⌋θٽ䇴㌱㔕(3.1)у㜳⑆䘇᭬ᮑӄᒩ㺗⛯θࡏᆎ൞ခӄ৕⛯ δ 䛱ต޻Ⲻ䀙 y(t)θ┗
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䏩 lim
t→∞

y(t) ̸= 0Ⱦ

⭧ᶗԬ (H3) ਥᗍφ

V(y(tk))− V(y(t−k )) = (
1

l(ak)
− 1) · V(y(t−k )).

㔉ਾᶗԬ (H3) ਥ⸛φ
V(y(tk))− V(y(t−k )) < 0.

㚊㄁ᶗԬ (H2) ਥᗍ V(y(t)) Ѱঋ䈹䙈࠳ࠅᮦȾ⭧ঋ䈹᭬ᮑᇐ⨼ਥ⸛φ

lim
t→∞

V(y(t)) = V⋆.

ṯᦤ㌱㔕䴬䀙䶔⑆䘇どᇐⲺٽ䇴θᴿφ

V(y(t)) ≥ lim
t→∞

V(y(t)) = V⋆ > 0. (3.2)

⭧ V(y) ީӄ y Ⲻ䘔㔣ᙝθᆎ൞↙ᑮᮦ η ┗䏩 0 < η < εθֵᗍᖉ t > t0 ᰬ ||y(t)|| > ηȾഖ

↚θሯᡶᴿ┗䏩 η ≤ ||y|| ≤ ε Ⲻ yθ⭧ V̇ Ⲻ䍕ᇐᙝਥᗍφ

V̇(y(t)) < −η < 0, (t ̸= tk). (3.3)

ᖉ t ∈ [t0, t1) ᰬφ

V(y(t))− V(y(t0)) < −η(t− t0), t ∈ [t0, t1), (3.4)

ᖉ t = t1 ᰬθ⭧ᶗԬ (H3) ਥᗍφ

V(y(t1)) <
1

l(a1)
· V(y(t−1 )).

ᱴ❬ t−1 ∈ [t0, t1)θ㔉ਾуㅿᕅ(3.4)ਥᗍφ

V(y(t1)) <
1

l(a1)
· V(y(t−1 )) < −η(t−1 − t0) ·

1

l(a1)
+ V(y(t0)) ·

1

l(a1)

= −η(t1 − t0) ·
1

l(a1)
+ V(y(t0)) ·

1

l(a1)
.

ሯ t ∈ [t1, t2) ᴿφ

V(y(t)) < −η(t− t1) + V(y(t1))

< −η(t− t1)− η(t1 − t0) ·
1

l(a1)
+ V(y(t0)) ·

1

l(a1)

㊱ղ൦θሯ t ∈ [t2, t3) ᴿφ
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V(y(t)) < −η(t− t2) + V(y(t2)) < −η(t− t2) +
1

l(a2)
· V(y(t−2 )).

⭧↚ਥᗍφV(y(t−2 )) < −η(t−2 − t1)− η(t1 − t0) ·
1

l(a1)
+ V(y(t0)) ·

1

l(a1)
,

(3.5)

᭻ᴿ V(y(t)) < −η(t− t2) +
1

l(a2)
·
[
−η(t−2 − t1)− η(t1 − t0) ·

1

l(a1)
+ V(y(t0)) ·

1

l(a1)

]
< −η(t− t2) +

1

l(a2)
·
[
−η(t2 − t1)− η(t1 − t0) ·

1

l(a1)
+ V(y(t0)) ·

1

l(a1)

]
= −η(t− t2) +

1

l(a2)
· [−η(t2 − t1)]− η(t1 − t0) ·

1

l(a1)l(a2)
+

V(y(t0))
l(a1)l(a2)

.

(3.6)

䙐䗽ᮦᆜᖈ㓩⌋ਥ⸛θሯ t ∈ [tk, tk+1) ᴿφ

V(y(t)) < −η(t− tk)− η(tk − tk−1) ·
1

l(ak)
− · · · − η(t1 − t0) ·

k∏
n=1

1

l(an)
+ V(y(t0)) ·

k∏
n=1

1

l(an)
.

⭧ l(ak) ≥ 1, k = 1, 2, . . . ਥ⸛
∏
k=1

1

l(ak)
ᴿ⮂Ⱦ

ᖉ t → ∞ ᰬθ㤛䰪ᯣ⛯ t = tk, (k = 1, 2, . . .) Ѱᴿ䲆Ѡδ䇴ާᴿ M Ѡεθࡏφ

lim
t→∞

V(y(t))

< lim
t→∞

[
−η(t− tM )− η(tM − tM−1) ·

1

l(aM )
· · · − η(t1 − t0) ·

M∏
n=1

1

l(an)
+ V(y(t0)) ·

M∏
n=1

1

l(an)

]
= −∞.

↚㔉᷒ф V(y) Ⲻ↙ᇐᙝ⸑ⴴȾᖉ t → ∞ ᰬθ㤛䰪ᯣ⛯ᰖ䲆θࡏᴿφ

lim
k→∞

V(y(t))

< lim
k→∞

[
−η(t− tk)− η(tk − tk−1) ·

1

l(ak)
· · · − η(t1 − t0) ·

k∏
n=1

1

l(an)
+ V(y(t0)) ·

k∏
n=1

1

l(an)

]
= −∞.

↚⸑ⴴ㺞᱄৕ٽ䇴уᡆ㄁θ᭻䇷ᗍ㌱㔕Ⲻ⑆䘇どᇐᙝȾ 2

4. 测度神经网络的自适应同步

接下来我们将讨论两个耦合恒等测度神经网络的自适应同步问题。

我们引入如下两个测度神经网络系统：

Dy(t) = (−Qy(t) +Bg[y(t)] + I)Du (4.1)

DOI: 10.12677/aam.2025.1412522 475 应用数学进展

https://doi.org/10.12677/aam.2025.1412522


金凡

和

Dz(t) = (−Qz(t) +Bg[z(t)] + I + ε⊙ [z(t)− y(t)])Du. (4.2)

符号 ⊙ 表示逐元素乘法运算：ε⊙ y(t) = [ε1 · y1, ε2 · y2, . . . , εn · yn]。

令 m(t) = z(t)− y(t) 表示误差信号。通过将式(4.2)与式(4.1)相减，可得误差动力系统：

Dm(t) = (−Qm(t) +Bg[m(t)] + ε⊙m(t))Du, (4.3)

其离散形式为：

Dmi(t) =

[
−qimi(t) +

(
n∑

j=1

bijgj(mj(t))

)
+ εi(t) ·mi(t)

]
Du. (4.4)

下文将采用如下耦合强度自适应律：

ε̇i = −αim
2
i (t), (i = 1, 2, . . . , n) (4.5)

其中 αi > 0。因此存在正常数 ε0 使得：

εi(t) ≤ ε0. (4.6)

基于引言中条件 (iii) 的 Lipschitz 条件，可得：

gj(mj(t)) ≤ γj · (mj(t)), (j = 1, 2, 3 . . .).

令 h = max{γj |j = 1, 2 . . .}，表示所有 γj(j = 1, 2 . . . n) 中的最大 Lipschitz 常数。为简化后续证
明，设定：

β =
n∑

i=1

(
qi −

n∑
j=1

|bji| · h− ε0

)
.

Theorem 4.1. 㤛㌱㔕(4.3)┗䏩ԛсᶗԬφ

(H1) β > 0.

(H2)
(
G · ln

(
1

1− β · ak

)
− β

)
< 0.(k = 1, 2, . . .)

ਥ⺤ؓњѠ㙜ਾⲺ⎁ᓜ⾔㔅㖇㔒ᇔ⧦ੂ↛Ⱦࡏ

证明. ਌ᶄ䳻Ფ䈰ཡ࠳ᮦѰφ

V(m(t)) =
n∑

i=1

|mi(t)| =
n∑

i=1

sgn(mi(t)) ·mi(t).

ᖉ t ̸= tk ᰬθެрם Dini ሲᮦ D+V ⭧ Lipschitz ᶗԬਥᗍφ

D+V
Dt

≤
n∑

i=1

[
−qi|mi(t)|+

n∑
j=1

|bij | · hj · |mj(t)|

]
+

n∑
i=1

εi(t) · |mi(t)|.
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ṯᦤ(4.6)ਥᗍφ

D+V
Dt

≤
n∑

i=1

[
−qi|mi(t)|+

n∑
j=1

|bij | · hj · |mj(t)|

]
+

n∑
i=1

ε0 · |mi(t)|.

=

n∑
i=1

(
−qi +

n∑
j=1

|bji| · hi + ε0

)
· |mi(t)|

≤
n∑

i=1

(
−qi +

n∑
j=1

|bji| · h+ ε0

)
· |mi(t)|

=
n∑

i=1

(
−qi +

n∑
j=1

|bji| · h+ ε0

)
· V(t) (t ̸= tk)

ㆶौѰφ

V̇(m(t)) ≤ −β · V(m(t)) (t ̸= tk, β > 0). (4.7)

᧛сᶛ㘹㲇 t = tk Ⲻ᛻ᖘθ⭧ޢᕅ(2.2)ਥᗍφ

V(m(tk))− V(m(t−k )) =

n∑
i=1

(|mi(tk)| − |mi(t
−
k )|)

≤
n∑

i=1

|mi(tk)−mi(t
−
k )|

≤
n∑

i=1

(
qi −

n∑
j=1

|bji| · h− ε0

)
· ak · |mi(tk)|

= (β · ak) · V(m(tk))

(4.8)

㔅ㆶঋ᮪⨼ਥᗍφ

V(m(tk)) ≤
(

1

1− β · ak

)
· V(m(t−k )). (4.9)

ഖ↚θ⭧(4.7)Ƚ(4.9)਀ᇼᓜ㍥〥ᶗԬਥᗍφ
δC1εV̇(m(t)) ≤ −β · V(m(t)) (t ̸= tk, β > 0)

δC2εV(m(tk)) ≤
1

1− β · ak
· V(m(t−k ))

δC3εሯԱᝅ n ∈ Zθu(t) ൞॰䰪 (n, n + 1] Ⲻ䰪ᯣ⛯ᮦⴤу䎻䗽޻ G ⭧ᶗԬδC1εૂδC2ε䙐
䗽⴪᧛䇗㇍ਥᗍφᖉ t ∈ [tk, tk+1) ᰬθ

V(m(t)) ≤ exp(−β(t− tk)) · V(m(tk))

≤ exp(−β(t− tk)) ·
(

1

1− β · ak

)
· V(m(t−k ))

ެѣ t−k ∈ [tk−1, tk)θד↚㊱᧞ਥᗍφ
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V(m(t)) ≤ exp(−β(t− tk)) ·
(

1

1− β · ak

)
· exp(−β(t−k − tk−1)) · V(m(tk−1)).

ֵ⭞ᮦᆜᖈ㓩⌋ਥ䇷θᖉ t ∈ [tk, tk+1) ᰬφ

V(m(t)) ≤ exp(−β(t− tk)) ·
(

1

1− β · ak

)
· exp(−β(t−k − tk−1)) ·

(
1

1− β · ak

)
· · · · exp(−β(t− t0)) · V(m(t0))

=

k∏
i=1

(
1

1− β · ak

)
· exp(−β(t− t0)) · V(m(t0)).

ṯᦤᶗԬδC3εφ

∏
t≥t0

(
1

1− β · ak

)
≤
(

1

1− β · ak

)G([t−t0]+1)

= exp
(
G([t− t0] + 1) · ln

(
1

1− β · ak

))

≤
(

1

1− β · ak

)G

· exp
(
G(t− t0) · ln

(
1

1− β · ak

))
.

ഖ↚θ

lim
t→∞

V(m(t)) ≤ lim
t→∞

(
1

1− β · ak

)G

· exp
(
G(t− t0) · ln

(
1

1− β · ak

))
· exp(−β(t− t0)) · V(m(t0))

= lim
t→∞

(
1

1− β · ak

)G

· exp
{(

G · ln
(

1

1− β · ak

)
− β

)
· (t− t0))

}
· V(m(t0)).

⭧ᶗԬδH2εਥᗍᴶ㓾㔉䇰φ
lim
t→∞

V(m(t)) = 0.

䘏㺞᱄ m(t) ᱥޞቶ᤽ᮦどᇐⲺȾ 2

Example 4.2. ᡇԢ㘹㲇жѠж㔪 MDE Ⲻ᛻߫φ


Dy(t) =

[
−y(t) +

sin y(t)

3 + cos(y(t))

]
Du(t),

Dz(t) =

[
−z(t) +

sin z(t)

3 + cos(z(t)) + ε⊙ [y(t)− z(t)]

]
Du(t)

(4.10)
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u(t) = t+
∞∑
i=1

Hi(t) ъ Hi(t) =

1, t ≥ i,

0, t < i.

䛙Ѿθ䈥ᐤ࣑ࣞ㌱㔕Ѱ

Dm(t) =

[
−m(t) +

sinm(t)

3 + cosm(t)
+ ε⊙ [m(t)]

]
Du(t)

㙜ਾᕰᓜ ε Ⲻ㠠䘸ᓊᗁྸсφε̇ =
1

3 ·m(t)
θ䘏ㅿԭӄ

ε =
1

3
ln(m(t)). (4.11)

数值仿真验证：

如图 1所示，在 MATLAB 仿真环境中，我们通过系统性地配置满足定理约束条件的参数集，
对测度神经网络系统的动力学轨迹进行了高精度数值模拟。仿真实验设置了多组对照参数，分别

考察了系统在连续阶段与脉冲时刻的同步演化特性。数值结果清晰展示了状态误差随时间收敛的

动态过程，这不仅验证了理论分析中关于渐近稳定性的结论，还揭示了系统在不同脉冲强度下的

同步收敛速率变化规律，为理论框架提供了有力的数据支撑图。

Figure 1. Numerical simulation verification results
图 1. 数值仿真验证结果
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